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PREFAZIONE 


Diffondere  in  Italia  tra  i giovani  cultori  delle  mate- 
matiche i princìpi  della  variabilità  complessa  e la  con- 
seguente teorica  generale  delle  funzioni,  mostrar  loro 
1’  importantissima  applicazione  che  se  n’  è fatta  allo 
studio  delle  funzioni  definite  da  equazioni  algebriche 
ed  algebrico-differetiziali , e cosi  metterli  in  grado  di 
profittare  agevolmente  di  tutti  gli  scritti  originali  com- 
parsi e che  vanno  comparendo  in  questo  ramo  d’  a- 
nalisi , come  fu  il  nostro  intento  nelle  lezioni  libere 
d’  Analisi  Superiore  date  in  questa  Università  di  Pavia 
negli  anni  scolastici  1866  e 1867,  così  è lo  scopo  della 
presente  pubblicazione. 

Per  orientare  sino  da  principio  il  lettore  nel  va- 
sto campo , additandogli  in  pari  tempo  gli  scritti  ai 
quali  ci  riferiamo , abbiamo  pensato  di  premettere  al- 
cune notizie  storiche.  Non  ci  siamo  proposti  il  com- 
pito gravissimo  , e non  necessario , di  una  storia  com- 
pleta c circostanziata  di  tutti  quanti  i lavori  che  a 
questa  materia  hanno  attenenza  ; ma  soltanto  una 
rapida  indicazione  di  quelli  nei  quali  si  svolsero  le 
precipue  idee  e furono  conseguiti  i risultamenti  di  più 
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generale  importanza.  Ci  si  vorrà  dunque  perdonare  , 
se  , in  vista  di  ciò  , c senza  pregiudizio  della  stima 
dovuta  a ciascuno  scrittore , abbiamo  taciuto  di  molti 
fra  quei  lavori  che  concernono  esclusivamente  uno 
od  altro  dei  singoli  argomenti  o singole  teorie  che  si 
legano  alla  variabilità  complessa,  comunque  nella  loro 
specialità  importanti  ; se  abbiamo  taciuto  di  quei  la- 
vori i quali,  trattando  della  variabilità  complessa, 
deviano  dal  sistema  di  rappresentazione  che  con  Gauss 
e Cauchy  venne  universalmente  adottato;  se  abbia- 
mo infine  taciuto  di  tutti  quelli  che  giudicammo  po- 
tersi riferire  piuttosto  alla  geometria  che  all’  analisi, 
e la  cui  ommissionc  non  ci  parve  impedire  una  chiara 
connessione  delle  idee  destinate  a entrare  nel  pre- 
sente corso. 

Saremo  riusciti  a scegliere  e coordinare  sempre 
opportunamente  cose  sparse  in  sì  gran  numero  di 
scritti  ? Ce  ne  rimettiamo  con  reverente  fiducia  ai 
giudici  competenti.  Ben  possiamo  dire  che  la  divisione 
in  Sezioni  e la  successione  di  queste  ci  si  offersero 
da  se  per  le  più  opportune;  ma,  quanto  all’  ordine, 
per  dir  così  , interno  di  qualche  Sezione  e delle  No- 
tizie, e a certe  particolari  norme  in  esse  seguite,  non 
dobbiamo  tacere  la  influenza  che  ebbero  le  interru- 
zioni alle  quali  la  redazione  dell’  opera  andò  soggetta 
per  cause  estranee  alla  scienza,  c taluni  riguardi  spe- 
ciali avuti  nel  concepire  il  piano  di  essa. 

Avendo  la  redazione  e la  stampa  durato  più  di 
quello  che  credevamo  da  principio,  demmo  luogo  nel 
frattempo  ad  alcune  giunte  e modificazioni , le  quali, 
se  possono  aver  turbato  in  qualche  parte  quell'  armo- 
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nia  e spontaneità  che  sovente  s’accompagna  al  primo 
disegno  di  un’  opera,  contribuiranno  però  in  sostanza, 
lo  speriamo,  a rendere  la  presente  sempre  più  idonea 
al  suo  scopo. 

Gli  speciali  riguardi,  dei  quali  abbiamo  toccato  qui 
sopra,  si  manifestano  segnatamente  nelle  Notizie,  per  la 
esposizione  alquanto  particolareggiata  di  talune  idee  in 
confronto  di  altre,  e nelle  Sezioni  prima  e terza,  per 
la  trattazione  incompleta  ed  inegualmente  estesa  degli 
argomenti.  Il  che , se  può  parere  non  del  tutto  op- 
portuno per  giovani  allevati  in  altri  istituti , riceve 
spiegazione  dall’  esserci  noi  regolali  sull’  indirizzo  e 
sull’  estensione  delle  cognizioni  impartite  d’  ordinario 
nella  nostra  Università  durante  i primi  due  anni  dello 
Studio  matematico  (1). 

Se  poi  si  noterà,  avere  noi  dato  alla  seconda  serie 
delle  Notizie  maggior  ampiezza  che  non  alla  prima,  ed 
essere  entrati  in  più  minuti  particolari  a riguardo  di 
Cauchy  e di  Riemann  che  non  di  tutti  gli  altri  analisti, 
vogliasi  scorgerne  la  ragione  in  ciò  che,  informandosi 
l’opera  nostra  più  specialmente  alle  idee  ed  ai  metodi  di 
questi  due  celebri  matematici,  ci  è parso  di  dover  met- 
tere in  maggior  luce,  per  quali  modi  nei  loro  lavori  la 
dottrina  della  variabilità  complessa  siasi  svolta  c costi- 
tuita nella  forma  in  cui  la  presentiamo. 

Nelle  Notizie  profittammo  di  alcuni  brani  del  rap- 
ii) Abbiamo  però  ommesso,  nei  presente  volume,  le  dimostrazioni  di 
tre  teoremi  assai  importanti  ebe  non  entrano  nel  giro  di  queste  cognizioni; 
essendoci  contentati  per  il  primo  (Continuità  delle  (unzioni  algebriche,  §.  43) 
di  rimandare  il  lettore  alla  Memoria  in  cui  originariamente  venne  dato,  e 
riservandoci  per  gli  altri  due  (Continuità,  derivazione  e integrazione  delle 
serie  , §.  49.  Convergenza  della  serie  5 , §.  6!  ) di  ritornarvi  più  lardi. 


Digitized  by  Google 


porlo  sui  recenti  progressi  dell’analisi  letto  dal  R.  L. 
Ellis  nell’  adunanza  del  1846  della  Briiish  Associalion, 
e dell’  elogio  di  Jacobi  letto  da  Dirichlct  nel  Luglio 
1852  all’ Accademia  delle  Scienze  di  Berlino  (1),  non 
che  d’  altri  luoghi  segnati  dalle  rispettive  citazioni. 

Alle  dillicoltà  di  esposizione,  che  avremmo  incon- 
tralo in  qualsiasi  altra  materia,  qui  si  aggiunse  quella 
non  lieve  di  aver  dovuto  cercare  ed  eleggere  i voca- 
boli necessari  ad  esprimere  parecchie  idee  e parec- 
chie sorte  di  considerazioni  non  ancora  divulgate  in 
Italia,  dove  non  conosciamo  altri  scritti  sull’  argomento 
fuorché  alcuni  del  prof.  Betti. 

Per  certo,  nell’  intraprendere  questo  lavoro , an- 
ziché consultare  severamente  le  forze  del  nostro  in- 
gegno e I’  attitudine  della  nostra  parola,  abbiamo  ob- 
bedito al  desiderio  di  provvedere  la  gioventù  italiana 
di  un  sussidio  che  le  mancava  per  studi  di  somma 
importanza.  Tuttavia,  senza  dissimularci  le  imperfe- 
zioni di  esso , speriamo  che  non  sia  per  fallire  di 
mollo  al  suo  scopo  ; confortandoci  nel  pensiero  che 
quei  giovani , i quali  riusciranno  a superare  le  dif- 
enili e 1’  apparente  aridezza  che  fossero  per  trovare 
in  alcuni  paragrafi  delle  prime  Sezioni,  sentiranno  di 
poi  crescere  ognor  più  il  loro  interessamento  per 
questi  studi , e si  terranno  paghi  della  loro  fatica  ; 


(1)  Pel  rapporto  citalo  (portante  anche  il  titolo  più  particolare  di 
Thcori/  of  Ihe  Comparinoli  of  TrantceiuieiUalt)  vedi  il  relativo  volume  fatto 
stampare,  come  di  regola,  dalla  Ansocialion. 

L’  elogio  di  Jacobi,  oltreché  nel  tomo  o2  del  giornale  di  Creile,  può 
leggersi,  tradotto  in  italiano,  nel  tomo  7 degli  Annali  di  Scienze  mal.  e 
fisiche  (Houia,  ISSO). 
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come  noi  in  questo  caso  crederemo  d’  aver  colto  il 
più  desiderabile  frutto  della  nostra. 

Prima  di  terminare  questa  prefazione  ci  sia  per- 
messa una  breve  parola  su  cose  posteriori  al  1865 , 
col  qual  anno  chiudemmo  le  nostre  Notizie. 

Riemann  cessò  di  vivere  il  20  Luglio  1806  (i). 

(1)  Attaccalo  da  malattia  polmonare,  Riemann,  sul  cadere  del  1862, 
si  condusse,  per  consiglio  dei  medici,  in  Italia.  Passato  l’ inverno  a Mes- 
sina, si  restituì  in  Germania;  ma  rifece  presto  il  cammino  d’Italia,  fer- 
mandosi in  Pisa  dal  Novembre  1865  sino  alla  primavera  del  1865.  I)a 
Pisa  passò  a Livorno,  a Genova,  a Nizza  c lilialmente  a Sciaseli,  paesello 
vicinissimo  a Intra  sul  lago  Maggiore,  dove  stette  l'inverno  1865-66.  Ri- 
tornato nella  primavera  1866  in  Germania,  si  ricondusse  ben  tosto  a Se- 
lasca,  dove  terminò  i suoi  giorni.  Una  lapide  fu  quivi  posta  per  indicare 
il  suo  sepolcro  con  le  parole  « llicr  ruhet  in  Goti  Georg  Friedrich  Bern- 
hard Riemann,  Professor  zu  Gultingen,  geboren  in  Brcselenz  den  17  Sept. 
1826,  gestorben  in  Selasca  den  20  Juii  1866.  Deneu  die  Goti  lichen,  miis- 
sen  alle  Uinge  zum  Bcslcn  dicnen  >. 

F.cco  la  nota  degli  scritti  da  lui  consegnati  alla  stampa. 

1 . Grundlagen  fiir  eiue  allgemeine  Theorie  der  Funclionen  einer  veriin- 
derliehen  compieteti  Grosse.  Dissertazione  inaugurale  stampata  in  Gottinga 
nel  1851 , e ristampata  di  fresco , essendone  da  tempo  esaurita  la  prima 
edizione. 

Negli  lunati  di  Fluidi  e Chinile»  di  Foggendorf. 

2.  Zur  Tlieoric  der  Nobili  'schen  Farbenringe  (Tomo  95). 

Nel  (Giornale  di  Crelle-lftorchardt 

3.  Allgemeine  Vontusselzungen  mid  Ifiilfsinitlcl  fiir  die  Uulersuchung 
voi i Funclionen  unbcscliriinkt  veriìnderlichen  Grbssen  (Tomo  34). 

4.  Lchrsiitzc  uus  iter  analgsis  silos  fiir  die  Theorie  der  Integrale  von 
sweigliedrigen  vollsliimligen  Differenlialcn  (Tomo  54). 

5.  Desìi iiiimuu/  einer  Funclion  einer  veriinderlicheit  compierai  Griisse 
durch  Grem-und  UnsleligkeilsbedingungcH  (Tomo  34). 

6.  Theorie  der  Abel’ scimi  Funclionen  (Tomo  54).  Di  questa  famosa 
Memoria  si  può  avere  copia  separata,  che  contiene  anche  i Ire  articoli 
precedenti,  col  titolo  della  Memoria  stessa  (Berlino,  1857). 

7.  Veber  das  Verschwinden  der  S- Funclionen  ( Tomo  05  ). 

Fra  Ir  memorie  della  H.  Morie!»  delle  Meteore  di  (ìoltlnga. 

8.  Ueitriige  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss'schc  llcilic  F(*>P >T>*)  dur- 


Digitized  by  Google 


XII 

Questa  fine  immatura  e altamente  lamentevole  non 
scema  punto  il  grandissimo  valore  dei  risultamenti 
da  lui  ottenuti  ; ma  può  tuttavia  esercitare  non  poca 
influenza  sul  grado  di  diffusione  che  saranno  per  con- 
seguire i suoi  metodi  di  ricerca,  i quali,  adoperati  da 
un  così  potente  ingegno,  avrebbero  continuato  a dare 

stellbaren  Functionen  (Tomo  7).  Di  questa  Memoria,  che  venne  in  luce 
nello  slcsso  anno  della  Theorie  li.  A.  Fidici.  , e pur'  essa  concorse  a fare 
splendida  prova  della  fecondila  del  metodo  riemanniano,  vorremmo  veder 
presto  una  ristampa,  essendone  esaurite  le  copie  a parte. 

9.  Ueber  die  Forlpflanzung  ebener  Luftwelten  von  endlicher  Schwin- 
gungtweite  (Tomo  8). 

10.  Eia  Beitrag  zu  den  Untertuchungen  iiber  die  Bewegung  einet  glei- 
chartigen  fliitsigen  Elliptoidt  (Tomo  9). 

Mei  HonaUbcrlrhlen  dell'  Accademia  delle  Sdente  di  Berlino. 

11.  Ueber  die  Anzahl  der  Primz allieti  unter  einer  gegebenen  Grotte 
(Novembre  1859). 

Nel  tomo  7 degli  Annali  di  Matematica  (Roma,  1866  ) si  legge  un 
estratto  di  una  lettera  scritta  da  Riemann  in  lingua  italiana,  nel  Gennajo 
1864,  al  sig.  Betti,  sull'  attrazione  di  un  cilindro  ecc. 

Finalmente  si  troveranno  nel  tomo  15  delle  Memorie  della  R.  Società 
delie  Scienze  di  Gottinga  due  lavori  inediti,  comunicati  dal  sig.  Dedekind, 
che  Riemann  stendeva  per  conseguire  nel  1854,  presso  l’Università  di  Got- 
tinga, il  diritto  d'insegnare,  i quali  versano  rispettivamente  Ueber  die  Dar- 
slcllbarkeit  einer  Function  diircli  eine  trigonometritche  lieilic  e Ueber  die 
Hypolesen  , tcelclie  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen  ; e,  oltre  di  questi  , 
un  recente  lavoro  Ueber  die  Fliiclie  vota  kteiiistcn  Inhalt  bei  gegebener 
Begrenzung , redatto  per  incarico  di  Riemann  stesso  dal  sig.  HaltendorfT. 
Con  siffatta  nuova  applicazione  del  proprio  metodo  Riemann  toma  a in- 
contrarsi in  uno  stesso  campo  scientifico  coll'  illustre  fondatore  della  teorica 
delle  funzioni  ipercllittichc,  le  ricerche  del  quale  (Ueber  die  Fliichen,  in 
ilenen  die  miniere  Kriimmung  iiberall  gleicb  A'ull  iti,  ossia  Minimal-Flii- 
chen)  si  possono  vedere  nei  Monntsberichlcn  dell’Accnd.  di  Berlino  del  1866. 

Per  ulteriori  notizie  sulla  vita  c sui  lavori  di  Riemann  vedasi  il  breve 
estratto  (Nachriehten  der  K.  Gesellschaft  d.W.  zu  Gòttingen.  1867.  Juni  19) 
della  commemorazione  preparala  dal  sig.  Schering  per  essere  inserta  fra 
le  Memorie  dello  stesso  Corpo  scientifico  ; alla  quale  però  il  detto  mate- 
matico farà  precedere,  giusta  lo  svolgimento  storico  della  scienza,  la  com- 
memorazione di  Gauss. 
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ognora  nuovi  ed  importantissimi  risultati,  e ottenuto  di 
tal  maniera  senz’altro  viepiù  numerose  ed  autorevoli 
adesioni.  Però , checché  avvenga , pur  non  essendo  i 
soli  coi  quali  sia  possibile  il  progresso  in  questa  disci- 
plina, siffatti  metodi  non  cesseranno  di  essere  somma- 
mente opportuni  e tali  da  compensare  largamente  la 
fatica  necessaria  per  prenderne  intima  cognizione. 

Fra  gli  scritti,  clic  con  frequenza  crescente  si 
vanno  succedendo  in  relazione  colla  nostra  materia  , 
il  più  notevole,  in  questi  ultimi  due  anni  (1866  e 1867), 
è la  Theorie  (ler  Abel’schen  Funclionen  dei  sigg.  Clebsch 
e Gordan.  • Volgendo  in  mente  il  pensiero  » dicono  i due 
autori  « di  stabilire  la  teorica  delle  funzioni  abeliane  in 
una  nuova  maniera,  ci  è parso  che  fosse  specialmente 
da  riportarsi  I’  attenzione  sulla  primitiva  sorgente  della 
intera  disciplina,  cioè  sul  problema  jacobiano  d’ inver- 
sione , sopra  del  quale  il  sig.  Weierslrass  ha  sì  feli- 
cemente fondata  la  teorica  delle  funzioni  iperellittiche. 
E ci  è parso  conseguentemente  possibile , pigliando 
le  mosse  dal  medesimo,  di  pervenire  direttamente  ad 
una  forinola  analoga  alla  jacobiana 

e<„) 
e (0) = e 

e perciò  contenente,  come  nella  teorica  del  sig.  Wei- 
erstrass , la  soluzione  del  problema  d’  inversione.  Ed 
infatti  bastarono  alcune  considerazioni  geometriche  ed 
alcuni  teoremi  della  integrazione  complessa,  per  poter 
battere  compiutamente  questa  via  diretta  » (1).  Insieme 

(l)  Pagg.  v c vi  della  prefazione  di  essa  opera.  Altri  passi  della  pre- 
fazione medesima  ci  diedero  occasione  di  fare  Alcune  riflettioni  relative 
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cogli  scritti . die  specialmente  furono  nostra  guida , 
raccomandiamo  con  calure  anche  lo  studio  di  quest’o- 
pera ; persuasi  che  l’ intimo  legame  per  essa  stabilito 
fra  la  moderna  geometria  e il  ramo  più  importante 
delle  moderne  ricerche  analitiche  debba  esercitare 
grande  influsso  sull’  avvenire  di  quella  c di  questo. 

Gli  scritti  di  minor  mole,  in  questi  medesimi  due 
anni,  sono  pure  dovuti  quasi  tutti  a matematici  tede- 
schi , e rinvengonsi  per  la  più  parte  nel  giornale  di 
Crelle-Borchardt , nei  Monatsberichlen  dell' Accademia 
di  Berlino,  nella  Zeitschrift  fui*  Mathematik  und  Physik 
e negli  Annali  di  Matematica  in  Milano  (i). 

Infine  vogliamo  qui  render  grazie  al  dott.  Carlo 
Fermenti  , uno  tra  quelli  che  seguirono  col  maggior 
interessamento  le  nostre  lezioni , per  le  intelligenti  e 
assidue  cure  da  lui  prestate  nella  correzione  delle 
prove  di  stampa. 

Pavia,  Gennajo  1868. 


alla  teorica  generale  delle  funzioni  di  variabili  a/fatlo  libere,  che  leg- 
gonsi  nel  voi.  5 dei  Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo  (Dicembre  1866). 

(1)  Come  autori  di  questi  scritti  possiamo  indicare  i sigg.  Retti,  Uriti, 
Christoflcl , Fuclis,  llankel , ileine,  Kònigsberger,  Kronecker,  Neumann. 
Prym,  llocli,  Schiudi,  Thomae,  Weierslrass.  — La  Memoria  del  sig.  Prym, 
a cui  qui  alludiamo,  ha  per  titolo  : Zur  Tlieorie  der  Fauci ionen  in  einer 
zv'ciblàttrigen  Finche,  e fa  parte  del  tomo  '22  delle  Mem.  della  Schweiz. 
Naturarseli.  Uescllschaft.  — Il  sig.  llankel  sta  pubblicando  un  corso  di  Vor- 
lesungen  iiber  die  compierei i Zahlen  und  ihre  Functionen , diviso  in  due 
parli.  Ne  comparve  (inora  la  prima  parte,  ove  sono  svolte  con  molla  cura 
c compiutamente  te  proprietà  fondamentali  dei  vari  sistemi  di  numeri.  — 
E qui  citeremo  eziandio  la  prima  parte  ( Algebre  dee  quantilrs  compiere s, 
estratta  dalle  Mem.  della  Soc.  di  Scienze  fis.  e nat.  di  bordeaux,  i. 
collier  1867)  di  una  Tlieorie  èlèmentaire  dee  quantités  eomplexee,  clic 
sta  pubblicando  il  sig.  Iloiirl. 
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3a-  dyt 
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musi  DEI  «ODI  SKOIDQ  I ODALI  LE  FUEZIOSI  POJSAKO  COMPORTARSI , 
SEL  SUPPOSTO  DELLA  MOKCDROMIA  , 

ISTORRO  AI  SI1GOL1  VALOR!  DELLA  VARIABILE 


CAPITOLO  PRIMO 

('•tur  uh  fumloue  si  comporli  Inforno  a uà  color  della  variabile 
, pel  quale  ala  monodroma  continua  a Sulla. 


§.  76.  Il  volore  di  una  funzione  io  di  z in  un  punto  qualunque  di 
una  porzione  S del  piano  z , nella  quale  sia  monodroma 

I f*  w(x)dx 

continua  e finita,  può  esprimersi  coll'integrale  — I 

z~iO  x — 2 

da  prendersi  lungo  il  contorno  di  S.  — I valori  nel  contorno 
determinano  a pieno  w anche  entro  5 — Se  nel  contorno 

te  fosse  costante , lo  sarebbe  per  tutta  S 

§.  77.  Dove  w sia  monodroma  continua  e Unita  devono  pure  es- 
serlo tutte  le  sue  derivate.  — Ivi  le  sue  parti  reale  c ima- 
ginaria  non  possono  avere  nè  massimo,  nè  minimo  valore  in 

alcun  punto 

g.  76.  Teorema  di  Cauclty,  che  stabilisce  la  sviluppabilità  di  te  in 
serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere  e positive  di  z— r, 
se  te  sia  funzione  monodroma  continua  e finita  in  un  cer- 
chio di  centro  r.  — È possibile  un  solo  sviluppo  secondo  le 

potenze  intere  positive  di  z— r 

§.  79.  L’ inlorno  di  un  punto.  — Una  funzione  data  in  una  esten- 
sione superficiale  o lineare  comunque  piccola  può  da  quivi 
in  una  sola  maniera  essere  proseguita  con  continuiti.  — Se 
la  funzione  sarà  costante  in  quella  estensione,  rimarrà  costante 
anche  nel  proseguimento.  — Una  funzione  non  può  avere 
tutte  le  derivate  nulle  in  un  punto , dove  sia  monodroma 
continua  e finita,  se  non  sia  costante  per  tutto  I'  intorno  di 

esso  punto 

g.  80.  Zeri  di  una  funzione  monodroma  e continua.  — Se  tu  sia 
nulla  in  % , si  può  decomporla  come  segue:  ««=(*— a),,  IU , 
essendo  e un  intero  positivo  e IU  una  funzione  monodroma 
e continui!  insieme  con  te,  infittila  negli  stessi  punti,  nulla 


p.g. 


*02 


406 


*08 


*12 
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Pat- 
itegli stessi  punti,  tranne  «.  — Distinzione  degli  zeri  in  ordini. 

— L’ordine  dello  zero  di  io  in  « non  può  essere  infinito  a 
meno  che  io  sia  nulla  per  tutto  l’intorno  di  ».  — Del  segno  Oh  417 


CAPITOLO  SECONDO 

Cane  una  funzione  al  comporli  Intorno  a un  valor  della  variabile 
pel  quale  ala  moaodroma  continua  e Infinita. 


§.  81.  Se  io  sia  infinita  in  $ , si  può  decomporla  come  segue  : 

W 

io  = , essendo  » un  intero  positivo  e fi'  una  funzione 

monodroma  c continua  insieme  con  io , nulla  negli  stessi 
punti,  infinita  negli  stessi  punti,  tranne  p.  — Quindi  io  può 
spezzarsi  in  due  parti  , delle  quali  una  rimane  finita  in  fi 
e può  esprimersi  con  serie  ordinala  secondo  potenze  intere 
e positive  di  z— p,  mentre  l’altra  vi  diviene  infinita  ed  è 
una  frazione  razionale  il  cui  denominatore  è una  potenza 
di  2-0 


§.  82.  Questa  frazione  equivale  all’integrale 


1 

W 7=7 


da  pren- 


dersi lungo  una  linea  chiusa  che  formi  un  giro  positivo  in- 
torno a fi 

§.  83.  Distinzione  degli  infiniti  delle  funzioni  in  ordini.  — L’  or- 
dine dell’  infinito  di  te  in  P non  può  essere  infinitamente 
grande  a meno  che  w sia  infinita  per  lutto  l’intorno  di  fi.  — 

Del  segno  ** 

§.  84.  Comunque  sia  io  in  r,  purché  monodroma  e continua,  può 
porsi  ur=(z— r),H\  essendo  q numero  intero  e funzione 
monodroma  c continua  insieme  con  io  e nulla  e infinita  negli 
stessi  punti , tranne  r.  — Il  numero  q può  determinarsi 


colla  formola  q 


-Lf 


dito 


4-20 


422 


424 


423 


§•  85.  Supposto  tv  infinita  in  qualsiasi  numero  di  punti  in  S,  come 
si  possa  esprimerla  in  maniera  valida  per  tutta  5 , tanto 
in  forma  d’integrale,  quanto  nelle  forme  analoghe  di  quelle 
d’ una  frazione  razionale  spezzata  nelle  sue  più  semplici 
parti  additive  o decomposta  nei  suoi  fattori  lineari  ....  427 
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P«K 

§.  Ufi.  Il  uumero  degli  O1  diminuito  del  numero  degli  *'  di  w ili 
S eguaglia  l’ integrale  del  dlw  preso  lungo  il  contorno  di  5 
e diviso  per  2*i 429 


CAPITOLO  TERZO 

Come  una  funzione  si  comporli  Intorno  a nn  valore  della  variabile 
pel  quale,  Isolatamente,  sla  discontinua. 


g.  87.  Le  discontinuità  possibili  in  un  punto  convien  distinguerle 

in  separate  e non  separate  dagli  infiniti 430 

§.  88.  In  un  punto  dove  sia  discontinua  una  l'unzione  ammette  come 
valori  tutti  quanti  i numeri.  S' intendono  però  escluse  le 
discontinuità  che  si  possono  togliere  mutando  il  valor  della 

funzione  in  un  solo  punto 434 

$.  89.  Teorema  di  P.  A.  Laurent  che  stabilisce  la  sviluppabililà  di 
te  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere  positive  e ne- 
gative di  z—t,  se  io  sia  funzione  monodromn  continua  e 
finita  in  una  corona  circolare  di  centro  « — É possibile  un 
solo  sviluppo  secondo  le  potenze  intere  di  s—  « nella  corona  . 433 
§.  91).  Se  la  discontinuità  di  to  in  $ sia  separata  dagli  infiniti , to 
i la  somma  di  due  funzioni,  delle  quali  una  discontinua  in 
«,  ma  dappertutto  altrove  continua  e finita,  e l’altra  continua 
e finita  in  * , ma  in  sè  racchiudente  tutte  le  restanti  singu- 
larità  di  io.  — Lo  sviluppo  della  prima  di  queste  due  fun- 
zioni secondo  le  potenze  intere  negative  di  z — * non  può 
constare  di  un  numero  finito  di  termini.  E,  reciprocamente, 
una  serie  (cioè  dire  una  somma  veramente  infinita)  ordinata 

\ 

secondo  le  potenze  intere  e positive  di  z'— ecouvcr- 

z — o 

gente  per  qualunque  valor  finito  di  z\  esprime  una  fun- 


zione discontinua  per  jr'=x  (ossia  per  *=»),  pel  qual  valore 
ammette  come  valor  proprio  qualunque  numero.  — Per  le 
discontinuità  non  separate  dagli  infiniti  fanno  d’uopo  altre 
formole 438 


g.  91.  Una  funzione  w inonodrotna  in  .S,  e quivi  infinita  o discon- 
tinua soltanto  in  un  numero  finito  .V  di  punti,  è la  somma 
di  jV+I  funzioni  monodrome , di  JV  delle  quali  ciascuna  ha 
comune  con  «’  una  singularità  in  un  punto  di  $ , ma  per 
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ogni  altro  punto  entro  e fuori  di  S è continua  e finita,  e la 
(jV-Hlesimn  è continua  e finita  dappertutto  entro  S,  ma 
racchiude  in  sè  tutte  le  singularità  che  io  possa  avere  fuori 
di  S.  — Espressione  di  queste  varie  funzioni  c quindi  di  te 
mediante  frazioni  razionali  e serie 440 


CAPITOLO  QUARTO 

Eumt  del  modi  ««-fondo  I quali  una  funzione 
possa  comportarsi  pel  valore  * della  variabile  , 
supposto  che  Intorno  al  medesimo  debba  essere  moaodroana  e continua. 


g.  92.  Oltreché  del  piano , giova  principiare  ormai  1’  uso  anche 
della  sfera , come  luogo  dei  punti  rappresentativi  dei  valori 

di  z , su  cui  iinaginare  deposti  i valori  di  te 

§.  93.  Applicando  al  punto  oc  della  sfera  la  stessa  distinzione  di 
circostanze,  rispetto  ai  modi  possibili  di  essere  dei  valori 
della  funzione,  che  per  ogni  altro  punto  si  è potuto  traspor- 
tare dal  piano  alla  sfera,  si  ottiene  la  distinzione  che  con- 
vien  fare  tra  i possibili  modi  di  comportarsi  della  funzione 
per  * = x.  — Con  quali  modificazioni  si  presentino  sul 
piano  le  varie  sorte  di  circostanze  che  resta  cosi  fissalo  di 

distinguere  intorno  al  punto  co  della  sfera 

§.  94.  Prima  consueta  espressione  di  w in  una  zona  (sferica  , o 

corono  circolare  piana)  circondante  il  punto  ac 

§.  95.  Sviluppo  in  serie  secondo  le  potenze  intere  di  z pel  caso  di 
te  continua  e finita  in  oc.  — Se  te  sarà  nulla  in  oo,  si  potrà 


decomporre  come  segue  ; w 


-G)* 


essendo  (('funzione 


continua,  non  infinita,  nè  nulla  in  ao,e  n numero  intero  da 
riguardarsi  come  I’  ordine  dello  zero  di  te  in  oo  .... 
§.  96.  Pel  caso  in  cui  sia  continua  e infinita  in  oo,  la  te  si  può 
decomporre  come  segue:  to=2,ir,  essendo  II' funzione  con- 
tinua, non  nulla,  nè  infinita  in  oo , e « numero  intero  da  ri- 
guardarsi come  l’ordine  dell’  infinito  di  te  in  ac.  — Sviluppo 
di  w in  serie  secondo  le  potenze  intere  di  z.  — La  parte 
di  te  che  diviene  infinita  in  ooè  una  funzione  razionale  intera 
§.  97.  Sviluppo  in  serie  secondo  le  potenze  intere  di  z pel  caso 
che  te  abbia  in  oc  una  discontinuità  separata  dagli  infiniti  . 
§.  98.  I risultati  relativi  a z—rc  possono  anche  e semplicissima- 


444 


446 

449 


450 


452 

454 
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mente  ottenersi  col  sussidio  di  nuova  variabile  indipendente, 
che  rimanga  finita  mentre  z diviene  infinita,  come,  in  parti- 

K 

colare,  la  s'—  — . — Piano  antipode  come  luogo  dei  punti  rap- 

2 

presentativi  dei  valori  di  z'.  — Con  ciò  diviene  chiaro  in- 
tuitivamente che  intorno  al  punto  x della  sfera  le  funzioni 
di  z non  possono  comportarsi  in  modi  diversi  da  quelli  pos- 
sibili intorno  agli  altri  punti.  Cosi,  in  particolare,  si  scorge 
non  poter  darsi  che , camminando  sulla  sfera  verso  il  punto 
z=x,  si  incontri  uno  stesso  valore  A per  w a intervalli  che 
divengano  infinitesimi  insieme  colla  distanza  da  esso  punto, 
a meno  che  w sia  discontinua  per  z — a o,  oppure  abbia  il 
valore  d e in  xie  (non  ad  intervalli,  ma  senza  interruzione) 
dappertutto  altrove  si  possa  giungere  da  x per  liste  di  lar- 
ghezza finita  esenti  da  discontinuità 4H5 

§.  00.  L'na  linea  che  possa  considerarsi  come  l’ intero  contorno  di 
una  parte  della  superficie  s , può  anche  considerarsi  come 
I’  intero  contorno  di  tutta  la  restante  parte.  Però  quella  di- 
rezione del  contorno,  che  si  riguarda  come  positiva  per  l’un 
caso,  va  riguardata  come  negativa  per  l'altro.  — L'intorno 
del  punto  x . — Estensione  al  valóre  oo  di  z delle  varie 
sorte  di  forinole  stabilite  nei  passati  Capitoli  della  correntr 
Sezione  e nel  Capitolo  quarto  della  precedente  e non  an- 
cora considerale  in  questo.  Per  estendere  il  teorema  del 
§.  6!)  ad  una  porzione  di  superficie  z contenente  il  punto 
x,  bisogna  presupporre  che  in  x sia  finita,  oltreché  continua, 
anche  la  «'z* 458 


CAPITOLO  QUINTO 

Come  «I  comportino . Intorno  «I  singoli  valori  della  variabile, 
la  derivala  e I*  Integrale  di  una  funzione 
In  eonfronlo  della  funzione  stessa. 

’v  400.  Espressione  della  derivata  nell'  intorno  di  un  punto-valor 
finito  x di  z ovvero  del  punto  x.  — Dovunque  (ossia  in  x, 
come  dal  §.  77  in  qualunque  altro  punto  r)  «'  sia  monodromn 
continua  e finita,  ivi  lo  è pure  la  derivala,  che  nel  punto  x 
riuscirebbe  nltrcsi  nulla  del  second'  ordine.  — L’  ordine  di 
uno  zero  diminuisce  ovvero  cresce  di  un'unità  dalla  funzione 
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alla  derivala,  secondochc  esso  zero  abbia  luogo  per  valor 
finito  ovvero  infinito  di  z.  — L’ordine  di  un  infinito  cresce 
ovvero  diminuisce  di  un  uniti,  secondo  che  l'infinito  abbia 


luogo  per  valore  finito  ovvero  infinito  di  z.  — Dove  tr  sia 
discontinua , ivi  lo  è pure  la  derivata 462 


§.  101.  Espressione  dell’integrale  nell’intorno  di  r ovvero  di  x.  — 
Affinchè  l'integrale  di  t vdz  sia  monodromo  (essendolo  w)  nel- 
l' intorno  di  z=i  ovvero  di  z = »,  è necessario  e sufficiente 
che  nello  sviluppo  di  u>  ovvero  di  ter*  in  serie , secondo  le 

1 

potenze  intere  di  z—  r ovvero  di — , manchi  il  termine  che  in 

2 

quel  punto  diverrebbe  infinitamente  grande  del  prim’  ordine. 

— Con  questa  condizione,  l’ integrale  sarà  continuo  e finito, 
o continuo  e infinito,  o discontinuo  insieme  con  te  ovvero 
tea*  nel  punto  r ovvero  ®.  — Divenendo  infinito  in  r ovvero 
in  x,  l’integrale  lo  diverrà  soltanto  algebricamente  (come 
te)  se  monodromo  ; e I'  ordine  di  quest’  infinito  differirà  di 
— 1 ovvero  di  +1  da  quello  di  io,  secondochè  abbia  luogo 
in  r ovvero  in  « • 464 
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TEORICA  DELLE  FUNZIONI 

DI  variabili  complesse 


NOTIZIE  STORICHE 


SERIE  PRIMA 


Sino  dai  primi  passi  nel  calcolo  integrale  i matematici  dovet- 
tero sospettare,  che  in  nn  gran  numero  di  casi  gli  integrali  non 
si  potessero  esprimere  con  un  numero  finito  di  segni  di  ope- 
razioni o funzioni  già  in  uso,  e che  quindi  costituissero  in  certo 
modo  nuove  funzioni  trascendenti.  Le  funzioni  trascendenti 
già  da  tempo  in  uso  riducevansi  ai  logaritmi  ed  alle  funzioni 
esponenziali,  agli  archi  circolari  ed  alle  funzioni  dette  trigono- 
metriche  , ovvero , come  noi  sempro  diremo , circolari.  Mercè 

1 
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l’ intervento  degli  imaginari  queste  quattro  specie  di  trascen- 
denti potevano  anche  riguardarsi  ridotte  a due;  risultando  le 
funzioni  circolari  esprimibili  , sotto  forma  finita  , con  funzioni 
esponenziali , e gli  archi  circolari  con  logaritmi. 

Cominciando  dagli  integrali  dei  differenziali  della  natura  più 
semplice,  per  indi  procedere  di  mano  in  mano  a quelli  di  na- 
tura viepiù  complicata,  si  riusci  ad  integrare  i differenziali  ra- 
zionali, poscia  gli  irrazionali,  la  cui  irrazionalità  consistesse  nel 
contenere  la  radice  quadrata  di  una  funzione  intera  di  primo 
o secondo  grado.  Ma  giunti  a differenziali  contenenti  la  radice 
quadrata  di  una  funzione  intera  di  terzo  o quarto  grado,  1’  in- 
tegrazione in  generale  non  si  potè  effettuare  , e bisognò  con- 
tentarsi di  effettuarla  in  alcuni  casi  particolari.  In  casi  particolari 
si  potè  effettuare  I’  integrazione  anche  di  funzioni  irrazionali  e 
trascendenti  , come  ben  si  comprende  , molto  più  complicate. 
Ma  la  dottrina  della  integrazione  delle  funzioni,  c quindi  anche 
della  integrazione  delle  equazioni  differenziali,  venne  a costituirsi 
in  gran  parte  di  un  aggregalo  di  metodi  più  o meno  artificiosi, 
diretti  a trasformare  gli  integrali  proposti  in  altri  che  già  si  sapes- 
sero esprimere  in  termini  finiti.  Questi  metodi  , quasi  tutti  già 
conosciuti  dai  primi  autori  dell’  analisi  infinitesimale , oltreché 
valevoli  soltanto  per  talune  classi  di  casi  particolari  , avevano 
anche  il  grave  inconveniente  , che , ove  non  riuscissero  nella 
loro  applicazione  , poca  o nessuna  luce  gettavano  sulla  natura 
dell’  integrale  , Lasciando  nell’  incertezza  , se  fosse  veramente 
impossibile  la  integrazione  con  quei  segni  di  operazioni  che  vo- 
levansi  impiegare,  o se  la  non  riuscita  dipendesse  soltanto  dal 
non  aver  preso  una  via  conveniente.  Tale  incertezza  induceva 
a ripetere  più  e più  volte  in  maniere  differenti  il  tentativo  della 
integrazione  di  una  stessa  forinola  differenziale. 

La  non  riuscita  degli  incessanti  e svariati  tentativi,  la  estre- 
ma pochezza  delle  integrazioni  effettuate,  cioè  delle  trovate  es- 
pressioni degli  integrali  per  mezzo  di  un  numero  finito  dei  segni 
d’ operazione  o di  funzione  già  in  uso , dovevano  in  fine  far 
comprendere  che,  per  progredire  convenevolmente  nelle  que- 
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stioni  d’  integrazione,  bisognava  iraaginare  metodi  più  acconci, 
meglio  improntati  di  carattere  scientifico. 

L’  onore  di  avere  provocato  il  movimento  riformatore  della 
dottrina  integrale  è da  tributarsi  principalmente  alle  perseve- 
ranti fatiche  di  Legendre.  Egli  principia  la  introduzione  al  suo 
Trai  té  des  fonclions  clliptiques  con  queste  riflessioni  : « Se  si 
potessero  disporre  in  un  ordine  melodico  le  diverse  trascen- 
denti , che  finora  non  furono  conosciute  ed  adoperate  se  non 
col  nome  di  quadrature  ; se , studiando  le  loro  proprietà  , si 
trovassero  i mezzi  di  ridurle  alle  espressioni  più  semplici  , 
delle  quali  sono  suscettibili  nello  stato  di  generalità  , e di  cal- 
colarne facilmente  i valori  approssimati , allorché  divengano 
intieramente  determinale  ; allora  le  trascendenti  di  cui  si  tratta, 
designate  ciascuna  con  un  segno  particolare  e sottomesse  ad 
un’  opportuno  algoritmo  , potrebbero  adoperarsi  nell’  analisi 
press’  a poco  come  gli  archi  circolari  ed  i logaritmi  (1)  ; le 
applicazioni  del  calcolo  integrale  non  sarebbero  più  arrestate , 
come  finora , da  questa  specie  di  barriera  , che  non  si  tenta 
più  di  sorpassare,  allorché  il  problema  ò ridotto  alle  quadra- 
ture; e le  soluzioni,  appena  incominciate  con  questa  riduzione, 
riceverebbero  tutto  Io  sviluppo  che  comporla  la  natura  della 
questione.  » 

Ciò  che  sarebbe  stato  impossibile  di  eseguire  in  un  piano 
cosi  vasto  come  quello  ora  delineato,  Legendre  lo  realizzò  per 
le  trascendenti  o quadrature  che  più  si  avvicinano  alle  trascen- 
denti circolari  e logaritmiche  , e cioè  per  gli  integrali  di  diffe- 
renziali contenenti  una  radice  quadrata  di  una  funzione  intera 
del  terzo  o quarto  grado;  integrali  che  furono  chiamali  ellittici, 
perchè  con  uno  di  essi  può  rappresentarsi  la  lunghezza  di  un 
arco  d’  ellisse.  Ma  è debito  di  menzionare  alcune  ricercho  an- 
teriori a Legendre. 


{1}  È notissimo  che  gli  archi  circolari  cd  i logaritmi  possono  definirsi  come  integrali 
di  qaanlilà  algebriche  in  virlù  delle  forinole 
1 1x 

are  cos  x = ecc.  ecc. , lx  ■ 


=Jl 


\/ ’ 


f 


‘x  dx 
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Maclaurin  e ci’  Alembert  si  sono  occupati  degli  integrali 
esprimibili  per  archi  d’  ellisse  o d’  iperbole  ; trovarono  molte 
forinole  suscettibili  di  questa  riduzione;  ma,  come  Legendre 
fa  osservare  , i differenti  risultati  non  erano  legati  tra  loro  e 
non  potevano  formare  una  teoria. 

Il  matematico  italiano  Fagnani  aperse  la  via  a speculazioni 
più  profonde.  Sino  dal  1714  propose  il  problema  di  deter- 
minare, per  la  parabola  rappresentata  dall’  equazione  y =■  xt, 
un’  arco  tale  che  la  sua  differenza  da  altr’  arco  dato  fosse 
rettificabile.  Egli  dimostrò,  che  si  possono  determinare  in  una 
infinità  di  maniere  , sopra  una  qualunque  ellisse  e sopra  una 
qualunque  iperbole  data , due  archi  la  cui  differenza  sia  espri- 
mibile algebricamente.  Dimostrò  pure , che  la  curva  chiamata 
lemniscata  gode  di  questa  singolare  proprietà,  che  i suoi  archi 
possono  essere  moltiplicati  o divisi  algebricamente  come  gli 
archi  circolari , sebbene  ciascuno  di  essi  sia  una  trascendente 
d’  ordine  superiore  (I-). 

Eulero  trovò  e fece  conoscere  nel  I7tH  la  vera  sorgente  di 
queste  ed  altre  proprietà  somiglianti  in  un  teorema  , il  quale 
va  tra  i più  bei  trovati  di  questo  grande  pensatore.  11  teorema 
consiste  in  ciò  , che  , posto 

p di  p dì  __  p di 

J l^?(0  J V ? (0  J V 9 (0  ’ 

dove  9 è funziono  intera  del  quarto  grado  , esiste  fra  x,  y,  a 
una  relazione  algebrica.  Questa  equazione  algebrica  può  anche 
considerarsi  come  I’  integrale  generale  della  equazione  diffe- 
renziale 

d x ^ d y ^ 

V ? (*)  + V ?(y) 

nel  qual  caso  a esprimerebbe  la  costante  arbitraria. 

^1)  In  una  lettera  unita  alle  opere  di  Kngnani  si  incolpa  Maclaurin  di  aver  preso  dal 
matematico  italiano  una  parte  delle  sue  scoperte  relative  alla  lemniscata  ed  alla  curva  ela- 
stica , senza  debitamente  dichiararlo. 
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Quando  la  funzione  9 sia  della  forma 

f(0 =(!-{*)  (1  -**«*), 

al  qual  caso  suole  ridursi  qualunque  altro  , la  relazione  alge- 
brica fra  x,  y,  a può  mettersi  sotto  la  forma  (1) 

1/  1 — **  \f  - * V \T  1 — A1  a*  = l fT^oS 

Eulero  dichiara  di  non  aver  ottenuto  questo  risultato 
con  metodo  regolare,  ma  « i>otius  tentando  . vel  divinando  » 
e raccomanda  ai  matematici  la  ricerca  di  un  metodo  diretto. 
Questa  importante  scoperta  diede  occasione  ad  Eulero  di 
paragonare  in  modo  più  generale  , che  non  si  fosse  fatto  dap- 
prima , non  soltanto  gli  archi  di  una  stessa  ellisse  , di  una 
stessa  iperbole  0 di  una  stessa  lemniscata , ma  in  generale 

, -,  dove  P 

significa  una  funzione  razionale. 

Nel  1768  compare  il  lavoro  di  Lagrange  , che  risponde 
all’  esortazione  euleriana.  Lagrange  ottiene  l’ integrale  trovato 
da  Eulero  con  un  metodo  la  cui  applicazione  si  eleva  gradata- 
mente  dalle  trascendenti  inferiori  alle  trascendenti  euleriane. 
Egli  procede  anche  a considerare  in  generale  I’  equazione 
• d x d y 

V 9 (*)  V 9 (jf)  ’ 


(l*  L* integrale  considerato  da  Eulero  è più  generale  di  quello  consideralo  du  Fagnani. 
La  proprietà  stabilita  nel  suo  teorema  è analoga  a quella  di  cui  gode  l'integrale  circolare 
/‘•r  d x 

• J [/~  1 — x1 


are  scu  x . 


per  il  quale  si  sa,  ebe  l'equazione 


r*  à g p d $ ^ t 'a  d £ 

■J  ! V 1 


ossia  la 

are  aen  x -|-  are  scn  y «=■  are  scn  a 
è soddisfatta  dalla  relazione  algebrica 


z[/  I -»>  + v \f  I — **  ” "• 
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e conchiudo , che,  se  9 è funzione  intera  di  grado  superiore  al 
quarto,  l’ equazione  non  può  essere  integrata,  tranne  in  casi  par- 
ticolari. Eulero  stesso  avvertiva  già,  mediante  un  caso  particolare, 
che  il  proprio  risultato  non  sarebbesi  potuto  generalizzare 
nel  senso  che  poteva  parere  più  naturale.  Era  riservato  ad  Abel 
lo  scoprire  in  qual  senso  la  generalizzazione  fosse  possibile. 

Nel  1775  e 1780  Landen,  matematico  inglese,  fa  conoscere 
che  qualunque  arco  d’  iperbole  equivale  alla  differenza  di  due 
archi  d’  ellisse  coll’  aggiunta  di  una  quantità  algebrica;  scoperta 
memorabile,  come  Legendro  riflette,  la  quale  semplifica  la  teo- 
rica di  queste  trascendenti,  ed  avrebbe  potuto  condurre  l’au- 
tore ad  altri  risultati  più  importanti.  Il  teorema  di  Eulero 
stabilisce  relazioni  soltanto  tra  integrali  simili,  cioò  fra  integrali 
che,  supposto  9 della  forma  (1  —{*)(!  — £*),  avrebbero  uno 

stesso  modulo  k.  La  scoperta  di  Landen  stabilisce  una  rela- 
zione fra  integrali  di  modulo  differente.  Questa  scoperta  , mo- 
strando che  un  integralo  ellittico  può  essere  trasformato  in 
altro  integrale  della  stessa  specie  con  una  sostituzione  algebrica 
semplice,  è il  germe  della  teoria  della  trasformazione. 

Nel  1784-1785  Lagrange  segnalavasi  di  nuovo  nello  studio 
di  queste  trascendenti.  Egli  mostrava  che  la  integrazione  di 
qualunque  funzione  irrazionale  , perchò  contenente  una  radice 
quadrata  di  una  funzione  intera  9 , può  farsi  dipendere  dalla 

P 

integrazione  di  una  funzione  della  forma  - — — , P essendo 

Vt  (*) 

razionale  ; e che,  se  il  grado  di  9 non  supera  quattro,  la  inte- 
grazione può  infine  ridursi  a quella  di 

N die 

K(  1 ± 1 >■  x1  ) (1  ± 7*  x5  ì 

essendo  N razionale  in  x*.  Ridotto  l’integrale  ellittico  a questa 
forma,  Lagrange  mostra,  come,  coll’  introduzione  di  una  nuova 
variabile,  esso  possa  ridursi  ad  altro  di  forma  simile,  ma  in  cui 
p e q trovansi  surrogato  da  due  nuove  quantità  p'  e q';  ciò  che,  sot- 
to forma  alquanto  diversa,  è ancora  la  trasformazione  data  da 
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Landen.  Ora,  se  p è maggiore  di  q , p'  riesce  maggiore  di  p e q’ 
minore  di  q ; e quindi , ripetendo  un  opportuno  numero  n di 
volte  la  trasformazione,  si  può  giungere  ad  un’  integrale  in  cui 
qWsia  tanto  piccolo,  che  il  fattore  Id-qWrr3  possa  essere  sur- 
rogato dall’  unità,  e però  l’ integrale  da  uno  esprimibile  per 
archi  circolari  o per  logaritmi.  Ovvero,  collo  successive  trasforma- 
zioni nel  senso  opposto,  si  può  giungere  ad  un’  integrale  in 
cui  Wp  e Wq  riescano  cosi  poco  differenti  tra  loro  da  poter 
surrogare  al  radicale  uno  dei  fattori  razionali  di  secondo  grado, 
che  lo  compongono.  In  luogo  poi  di  surrogare  all’  integrale  , 
risultante  da  una  delle  trasformazioni  , l’ una  o 1’  altra  sorta 
di  integrali  più  semplici  ora  indicali,  si  potrà  spingere  la  cal- 
colazione dell’  integrale  medesimo  a quel  grado  di  approssima- 
zione che  potrà  desiderarsi , col  mezzo  di  uno  sviluppo  in 
serie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  della  quantità 
(qW  nell’  un  supposto,  Wq — Wp  nell’altro)  che  riesce  piccola 
mercè  le  successive  trasformazioni. 

Queste  erano  le  principali  scoperte  dei  matematici  nel 
campo,  che  stiamo  contemplando,  allorché  comparvero,  fra  le 
Memorie  dell’  Accademia  di  Parigi  per  il  1786  , le  prime  ri- 
cerche di  Legendre  sull’integrazione  per  archi  ellittici.  Quest’ il- 
lustre matematico  non  cessò  mai  d’  allora  in  poi  di  ritornare 
ad  intervalli  sullo  studio  delle  trascendenti  ellittiche , che 
giustamente  furono  chiamate  I’  argomento  suo  prediletto. 
Dal  1786  fino  al  1827 , nel  qual  anno  consegna  al  pub- 
blico il  suo  Traile  des  fonctiuns  elìiptiques  , egli  fu  pressoché 
solo  ad  occuparsene.  Abbiamo  detto  essere  a lui  da  tributarsi 
principalmente  1’  onore  di  avere  aperta  la  nuova  èra  della  dot- 
trina integrale.  Ed  invero,  è gran  merito  il  suo  di  avere  rico- 
nosciuto nel  campo  integrale  il  bisogno  di  lavori  più  sistematici, 
di  avere  ravvisalo  nelle  menzionate  scoperte  i fondamenti  di 
un’importante  teorica,  a costruire  la  quale  dovesse  consistere 
il  primo  dei  lavori  sistematici  anzidctti,  e di  avere  quest’  opera 
appunto  intrapresa  e continuata  con  grande  amore,  e solo,  per 
tutta  quasi  la  sua  vita.  Non  ci  fermeremo  ad  accennare  partitamen- 
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te  quali  risultati  ei  somministrasse  nei  1786,  poi  nel  saggio  pre- 
sentalo all’Accademia  nel  1792,  negli  Exercicesde  Calmi  Integrai  e 
finalmente  nel  Traité  des  fonctions  elliptiques  ; ma  cercheremo 
di  dare  succintamente  l’ idea  complessiva  della  teorica  che 
giunse  a stabilire.  Questa  può  riassumersi  nei  seguenti  capi. 

1.  Completando  ciò  che  Lagrange  aveva  principiato  , egli 
riduce  l’ integrale  generale 


fi 


P dx 


l^a  + jSaj-Pya^-foa^  + E®4 
ai  tre  tipi  o forme  canoniche  irriducibili  tra  loro 

dx 


A 

r 


— — k'a?) 

X 

1 - A*  x ' 

a . 

(1  — a;*)  (1 — k'x') 


f i 


d x 


(1  + n a?  ) \f  (l  _ (1  - x») 


Chiama  questi  integrali  funzioni  o trascendenti  ellittiche  di  1*  , 
2®,  3*  specie , e , mediante  la  sostituzione 


x = sen  9 , 

li  riduce  e li  suol  considerare  sotto  la  forma 

d <f 


f 


Vi  — k%  sen1  <f  ’ 


1 — A*  sen*  <p 


df, 


d 9 

(1  + n sen*  f)  \f  i _ fc*  sen* 


0 


? 


Noi  però , per  ragioni  che  fra  breve  diremo , non  adopre- 
remo  la  parola  funzione,  ma  ancora  quella  di  integrale. 
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Egli  indica  colle  lettere  F , E , n i tre  integrali  anzidelti 
e con  A il  radicale,  laonde  può  scrivere 


F=F(*)  = F (*,*)  = f'A-l 

O 

E = E (9)  = E ( k , f ) = J*  A d f 
0 

n=n(n,  k,  ?)  = P— 

J ( 1 +nsen*y)A 


Dà  alla  variabile  9 il  nome  di  amplitudine , alla  costante  k 
quello  di  modulo  ed  alla  costante  n quello  di  parametro.  La  ri* 
duzione  alle  tre  forme  fisse  qui  esposte  è , come  Legendre 
stesso  fa  osservare , cosa  capitale  per  lo  stabilimento  della  in- 
tiera teorica  ; da  essa  risulta  il  sistema  di  nomenclatura  e di 
notazione,  che  deve  servire  per  rappresentare  questi  integrali 
negli  usi  ordinarj  deli’  analisi  e per  investigarne  con  maggior 
agevolezza  le  proprietà. 

In  seguito  distingue  gli  integrali  di  terza  specie  in  integrali 
a parametro  circolare  ed  in  integrali  a parametro  logaritmico  , 
distinzione  a cui  una  memorabile  scoperta  di  Jacobi  accrebbe 
sommamente  1’  importanza,  dal  punto  di  vista  della  calcolazione 
0 realizzazione  numerica. 

2.  Confronta  tra  loro  gli  integrali  di  una  stessa  specie,  dif- 
ferenti soltanto  per  l’ amplitudine.  Questa  parte  si  divide  in 
tre,  relative  ordinatamente  a ciascuna  delle  tre  specie  ; 0 ne  è 
fondamento  il  teorema  d’  Eulero. 

3.  Trova  relazioni  fra  integrali  delle  differenti  specie,  tra 
le  quali  essenzialmente  da  notarsi  compajcno  : la  relazione 
semplicissima  fra  gli  integrali  completi  di  prima  e seconda  specie, 
dipendenti  da  due  moduli  complementari  ; e quella  di  scambio 
fra  parametro  ed  argomento  nell’  integrale  di  terza  specie. 
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Completi  gì  chiama  gli  integrali  F,E,  TI , quando  1’  amplitudine 

sia  ^ ; e complementari  due  moduli,  quando  la  somma  dei  loro 
2 


quadrati  sia  I’  unità. 

4.  Sviluppa  gli  integrali  in  serie  , che  possano  servire  a 
calcolarne  i valori. 

5.  Espone  il  metodo  delle  successive  trasformazioni , la 
cui  origine  vedemmo  doversi  a Lagrange.  Siccome  la  trasfor- 
mazione ripetuta  indefinitamente  conduce,  si  nell’  uno  che  nel- 
1’  altro  senso,  verso  integrali  di  natura  più  semplice,  cioè  cir- 
colare o logaritmica  ; cosi  si  hanno  due  modi  di  approssima- 
zione , uno  per  serie  di  integrali  a moduli  crescenti , 1’  altro 
per  serie  di  integrali  a moduli  decrescenti.  Per  le  tre  specie 
di  integrali  ne  provengono  quindi  in  complesso  sei  processi 
d’  approssimazione  da  considerare.  Oltre  questa  scoia  di  moduli, 
Legendre  trova  ed  espone  nel  Traili  una  seconda  specie  di 
trasformazione  e quindi  una  seconda  scala  di  moduli,  che,  com- 
binata colla  prima,  dà  luogo  alla  formazione,  cote’  egli  dice,  di 
una  specie  di  scacchiere  analitico,  i cui  quadretti  corrispondono 
alle  trasformazioni  in  numero  infinito,  che  il  più  semplice  de- 
gli integrali  ellittici  può  subire,  senza  cessare  di  essere  simile 
a sè  stesso. 

G.  La  riduzione  ad  integrali  ellittici  di  quadrature  non 
contenute  nell’  integrale  generale  su  indicato. 

7.  La  costruzione  di  tavole  numeriche,  affinchè  l'uso  de- 
gli integrali  ellittici  potesse  introdursi  nell’  analisi  come  quello 
delle  funzioni  circolari  e logaritmiche;  affinchè  cioè  il  loro  va- 
lore si  potesse  prontamente  calcolare  in  ogni  caso  particolare , 
e si  potessero  riguardare  come  efTcttivamento  integrate  , e 
occorrendo  calcolabili  senz’  altro  , tutte  le  espressioni  che  ai 
medesimi  si  trovassero  ridotte.  Egli  fa  osservare  che  non  poteva 
essere  questione  di  costruir  tavole  per  gli  integrali  di  terza 
specie  ; poiché  , contenendo  essi  oltre  la  variabile  principale  , 
cioè  1’  amplitudine , due  costanti  arbitrarie  , cioè  il  modulo  ed 
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il  parametro , si  sarebbe  dovuto  costruire  tavole  a tripla  en- 
trata , cosa  pressoché  impossibile  (1). 

Come  dicemmo , i matematici  non  presero  parte  ai  lavori 
di  Legendre  intorno  agli  integrali  ellittici.  < Questa  specie  di 
abbandono  , dico  Legendre  nel  Trailé , ha  senza  dubbio  ri- 
tardato i progressi  della  Teorica  degli  integrali  ellittici  ; ma 
1’  Autore  , con  sforzi  rinnovati  a grandi  intervalli  di  tempo  , 
giunse  infine  a quasi  affatto  completarla.  » Ma  i primi  due  vo- 
lumi del  Trailé  erano  appena  comparsi  in  pubblico  , che  , di 
mezzo  alla  generale  noncuranza,  balzarono  fuori  lo  grandi  sco- 
perte di  Abel  e Jacobi.  La  prima  Memoria  di  Abel  sulle  tra- 
scendenti ellittiche,  contenuta  nel  secondo  volume  del  giornale 
di  Creile,  apparve  nella  primavera  del  1827;  e nell’estate  di 
questo  medesimo  anno  Jacobi  pubblicava  nelle  Astronomische 
Kachrichten  del  sig.  Schumacher  il  primo  annunzio  delle  suo 
scoperte  intorno  alle  medesime  trascendenti. 

Per  queste  pubblicazioni  la  teorica  delle  trascendenti  el- 
littiche assumeva  un’aspetto  affatto  nuovo,  e lungi  dall’apparire 
quasi  compiuta  , come  già  agli  occhi  di  Legendre  , essa  pre- 
servasi come  appena  incominciata  e quindi  esigento  altri 
grandi  stridii,  per  essere  condotta  a compimento.  L’assai  pro- 
vetto ed  illustre  matematico  accolse  con  entusiasmo,  degno 
d'ogni  lode,  le  scoperte  dei  due  novelli  analisti. 

Innanzi  che  diciamo  dei  lavori  di  questi , ci  si  permetta 
di  ricordare  la  dichiarazione  fatta  nella  prefazione,  che,  cioè, 


(I)  Propria  mento  l’opera,  ohe  suolsi  complessivamente  denotare  col  titolo  di  TVasie  de  t 
forte tions  clliptiquei  contiene  anche  altre  parti.  Essa  consta  di  tre  volumi.  Ciò  che  noi 
abbiamo  sommariamente  indicato  è lutto  compreso  nei  due  primi  volumi  insieme  con  ap~ 
plicazioni  alla  geometria  ed  alla  meccanica  , col  trattato  degli  integrali  euleriani , e con 
qualche  altra  ricerca.  Il  primo  volume  veniva  presentalo  dall’ autore  nel  1825  all’Accademia 
delle  Scienze,  ma  non  compariva  in  pubblico  che  nel  1827,  insieme  col  secondo  volume,  li 
terzo  volume  infine  consta  di  tre  supplementi  destinati  ad  arricchire  il  Tratte  di  una  parie 
delle  scoperte  di  Abel  e Jacobi  ; supplementi  ebe  perciò  comparvero  gradatamente  piu  tardi, 
il  terzo  non  csseudo  stato  compilo  che  ne]  Marzo  1832. 
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non  entra  ne!  piano  di  queste  Notizie  di  menzionare  tutti  i 
risultali  d’  importanza  nella  teorica  speciale  delle  trascendenti 
ellittiche  o nelle  singole  altre  teoriche , delle  quali  dovremo 
far  cenno  (1). 

Comunque  la  trasformazione  ed  il  progresso  della  teorica 
delle  funzioni  ellittiche  dovuti  ad  Abel  e Jacobi  sieno  risultati  dal- 
l’ azione  simultanea  di  parecchi  pensieri,  che  si  ajutano  reciproca- 
mente, pure  a due  di  questi  sembra  che  debba  attribuirsi  la  mag- 
giore importanza  , penetrando  essi  intimamente  tutte  le  parti 
della  nuova  teorica  , come  poi  anche  le  successive  teoriche 
delle  trascendenti  superiori. 

L’  uno  di  questi  pensieri  ò quello  di  considerare  , come 
principale  funzione  da  studiarsi,  non  già  la  dipendenza  dell’  in- 
tegrale (ellittico  di  prima  specie)  dal  suo  limite,  ma  la  dipen- 
denza del  limite  dal  valor  dell’  integrale.  Crediamo  utile  di 
commentare  questa  idea  della  inversione  dell’  integrale  riportando 
parte  di  quanto  Jacobi,  qualche  anno  dopo,  esponeva  nella  Me- 
moria Considerationes  generales  de  transcendentibus  Abelianis.  (2) 

< Eulero  dimostrava  che  la  trascendente  <b(a;),  definita  da 


(1)  Per  non  mancare  di  troppo  alle  indicazioni  desiderabili  circa  i lavori  di  Abcl  e 
Jacobi  faremo  notare  ciò  che  segue. 

La  maggior  parte  dei  lavori  pubblicati  da  Abel  lo  furono  nei  primi  quattro  tomi  del 
giornale  di  Creile.  Dopo  lu  sua  morte  , lutto  ciò  eli'  egli  aveva  già  fatto  pubblicare  e ciò 
che  rimaneva  ancora  inedito  fra  le  carte  da  lui  lasciate  , venne  raccolto  per  cura  de)  sig. 
Holtnboe , prof,  all’  Università  di  Christinnia,  e pubblicalo  nel  1839  , a spese  del  Governo 
di  Norvegia,  col  titolo  OEuvret  complétes  He  jV.  II.  Abel.  In  questa  raccolta  manca  soltanto  la 
Memoria  presentata  all’  Istituto  di  Francia  , per  ottenere  allora  copia  dello  quale  il  sig. 
Holmboe  dichiara  che  ogni  sforzo  riuscì  infruttuoso. 

Quasi  tutti  i lavori  pubblicati  da  Jacobi  lo  furono  per  la  prima  volta  nei  primi  42 
tomi  del  giornale  di  Creile.  Quanto  alle  funzioni  ellittiche  , bisogna  eccettuare  la  famosa 
opera  Fundamcnfa  nova  /Acori®  funetionum  ellipticantm  pubblicata  a Kónigsberg  nel  1829. 
Quest’opera,  com’è  chiaro  per  la  stessa  sua  data,  non  contiene  che  una  parte  delle  ricerche 
di  Jacobi  sulle  trascendenti  ellittiche,  e non  è,  come  forse  il  titolo  potrebbe  lasciar  credere, 
perfettamente  adatta  come  primo  oggetto  di  studio  per  chi  trovasi  affatto  digiuno  di  ciò 
che  sia  teorica  delle  funzioni  ellittiche  anche  nel  senso  attribuitole  dapprima  da  Legendrc. 
Sono  poi  tuttora  in  corso  di  ordinamento  e pubblicazione,  per  volumi,  molti  e svariati  lavori, 
ai  quali  la  sorte  non  permise  cha  Jacobi  desse  1’  ultima  mono. 

(2)  Creile,  tomo  9. 
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dove  f è funzione  intera  dei  quarto  grado,  gode  della  singolare 
proprietà  , che  , postò 


4»  (*)  + 4>  (y)  = *(«), 

si  può  determinare  algebricamente  a per  mezzo  di  x ed  y.  Su 
questo  teorema  , e col  sussidio  della  trasformazione  della  tra- 
scendente <I»  ( x ) scoperta  dal  eh.  Landen  , Lcgendre  costruì 
un’  estesa  teorica,  presentemente  chiamata  teorica  delle  funzioni 
ellittiche.  Tuttavia  non  è possibile  di  conoscere  perfettamente 
la  natura  di  queste  trascendenti  col  considerare  la  sola  fun- 
zione <J>  ( x ) ovvero  questa  più  generale 


/*  f (ar)  d x 

V ? (*) 

o 


dove  f ( x ) è funzione  razionale  di  x , ma  bisogna  considerare 
la  funzione  , di  cui  la  <I>  (x)  è la  inversa,  cioè  bisogna  conside- 
rare l’ intervallo  o limite  X come  funzione  dell’  integrale  <I>  (x).  » 

« Imperocché,  se,  volendoci  regolare  per  analogia  , consi- 
deriamo le  funzioni  circolari , che  sono  comprese  come  casi 
particolari  nelle  ellittiche,  vediamo,  che  anche  per  esse,  posto 


gli  analisti  considerano  il  limite  scorno  funzione  dell’integrale  u, 
denominandola  seno.  La  qual  funzione  sappiamo  che  gode  di 
proprietà  sommamente  importanti , che  ne  rendono  frequentis- 
simi l’ uso  e P applicazione  in  tutta  P analisi.  Essa  gode  , 
tacendo  di  altre,  delle  seguenti  proprietà  : ha  un  solo  e deter- 
minato valore  per  ogni  valore  della  variabile  od  argomento  u ; 
può  svilupparsi  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  di  u e 
convergente  per  qualunque  valore  reale  od  imaginario  di  que- 
st’ argomento  ; può  decomporsi  in  fattori  lineari  , che  vengono 
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determinati  dai  valori  di  u per  i quali  la  funzione  si  annulla  ,* 
insomma  gode  di  tutte  ìe  proprietà  di  una  funzione  razionale  in- 
tera di  u.  All’incontro  u vien  considerata  dagli  analisti  soltanto 
come  inversa  della  funzione  x=sen  u,  dicendosi  eh’  essa  è quel- 
l’arco il  di  cui  seno  è eguale  a x,  ovvero  scrivendosi  u=arcsen  x; 
una  siffatta  funzione  u di  x non  si  può  in  nessun  modo  svi- 
luppare in  serie  sempre  convergente  c non  ammette  un  solo 
valore  ; ma  ne  ammette  una  infinità,  essendo  in  sostanza  come 
radice  dell' equazione  algebrica  di  grado  infinito  x — sen  u (1). 
Quindi  non  si  stimò  conveniente  di  stabilire  a bella  posta  per 
essa  un  nome  ed  un  segno  particolare.  » 

« Lo  stesso  avviene  della  trascendente 


(,)=»= r 


d x 

V ? 0*0  ’ 


La  funzione  <l>(a:)  non  può  in  nessun  modo  svilupparsi  in  serio 
sempre  convergente , non  ammette  un  solo  valore,  ma  ne  am- 
mette un  numero  doppiamente  infinito.  Mentre,  al  contrario  , 
la  funzione  x dell’  integrale  <I> , ossia  di  u , gode  di  tutte  le 
proprietà  di  una  funzione  razionale  fratta ; potendosi  considerare 
come  una  frazione  , della  quale  tanto  il  numeratore  quanto  il 
denominatore  sono  funzioni  razionali  intere  di  grado  infinito. 
Queste  funzioni  razionali  intere  di  grado  infinito  si  possono  svi- 
luppare in  serie  rapidissimamente  convergenti  per  qualunque 
valore  di  u reale  od  imaginario;  si  possono  decomporre  in  fat- 
tori lineari,  che  si  determinano  facilmente,  per  l’una  mediante 
i valori  di  u per  i quali  x si  annulla  ; per  1’  altra  mediante  i 
valori  di  ti  per  i quali  x diviene  infinita.  Finalmente  la  fun- 
zione x di  u gode , tacendo  di  altre , della  proprietà  di  avere 
due  periodi,  uno  reale,  l’altro  imaginario,  ove  il  modulo  sia 


(I)  Ossia 


dove  il  segno  lim  esprime  che  il  grado  del  polinomio  fra  parentesi  deve  crescere  all’ influito. 
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reale  ; per  il  che  riesce  distinta  sopra  tutte  le  trascendenti  fi- 
nora conosciute.  Come  la  funzione  circolare  x = seti  u possiede 
il  periodo  reale  in  , poiché  sen  (u  + in)  = set i « ; come  la 
funzione  esponenziale  eu  possiede  il  periodo  imaginario  2n\/rZZT> 
poiché  e*  + s*'/  — * = : cosi,  per  osservazione  fatta  da  noi 

e dal  eh.  Abel  , la  funzione  ellittica  x di  u possiede  i due 
periodi  4/f  c , vale  a dire  non  muta  di  valore 

mutando  « in  w + 4/t  ovvero  in  «+  2Ay|A  — i , esprimendo 
K c K'  gli  integrali  definiti 

TZ  7T 

K—  r dj  Kt=  r _ d? 

V 1 — k*  sen?  y V cos*  <f  + A(I) 2  sen*  y 

Per  queste  ragioni  noi  ed  il  eh.  Abel  giudicammo  che  1’  arte 
analitica  acquisterebbe  grandi  incrementi,  introducendo  questa 
nuova  funzione  x — setiamu,  di  cui  la  trascendente  u = <I>  (x) 
è inversa , cioè  una  delle  radici  dell’  equazione  algebrica 
x — senamu,  delle  quali  il  numero  è doppiamente  infinito.  > 
Quind’  innanzi  la  denominazione  di  funzioni  ellittiche  fu  ri- 
servata per  la  funzione  sen  am  u e per  due  altre , che  , con- 
template puro  si  da  Abel  che  da  Jacobi , venivano  da  questo 
espresse  con  cosamu  e A am  u , e sono  cosi  strettamente  le- 
gate alla  seti  am  u (1,),  e si  presentano  cosi  inevitabilmente  in 
questa  teorica  , come  il  coseno  è legato  e si  presenta  insieme 
col  seno  nella  teorica  delle  funzioni  circolari.  Per  aver  dunque 
riguardo  alle  suesposte  ragioni,  uniformarci  al  presente  uso  ge- 
nerale , ed  evitare  nel  tempo  stesso  ogni  confusione  , noi  ab- 
bandonammo sin  dal  principio  la  denominazione  di  funzioni 

(I)  Le  relazioni  sono 

co»  am  m ~ ^/" i — zen*  om  u,  A am  u = \f  I — Jfc*  irn3  am  u , 

«love  i radicali  ridnronsi  all*  unità  coli’  annullarsi  di  tàn  am  u. 
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ellittiche  data  agli  integrali  ellittici  da  Legendre  ; di  cui  potrà 
fare  meraviglia  , che  mai  non  gli  sia  sorto  il  pensiero  di  con- 
siderare il  limite  come  funzione  dell’  integrale. 

Il  secondo  dei  due  pensieri  principali,  comune  esso  pure 
ad  Abel  e Jacobi , fu  quello  d’ introdurre  I’  immaginario  in 
questa  teorica.  E qui  sarebbe  da  stupire  che  siffatta  idea  sia 
sfuggita  ad  Eulero  , fra  i primi  e più  bei  trovati  del  quale  si 
novera  quello  di  aver  condotta  la  teorica  delle  funzioni  circo- 
lari , trattandole  come  grandezze  esponenziali  imaginarie,  a tal 
grado  di  semplicità  c d’  estensione  , che  a quasi  tutto  il 
campo  dell’analisi  no  fu  portata  una  essenziale  trasformazione. 

Egli  è introducendo  I’  imaginano  nelle  nuove  funzioni  da 
essi  contemplate,  cioè  nelle  funzioni  ellittiche , che  Abel  e Ja- 
cobi poterono  riconoscere  che  le  medesimo  partecipano  della 
natura  delle  funzioni  circolari  insieme  e delle  esponenziali , 
vale  a dire  che  sono  doppiamente  periodiche. 

Abel  e Jacobi  rivolsero  dapprima  le  loro  ricerche  verso 
due  differenti  regioni  della  teorica  delle  trascendenti  ellittiche  (1). 

Abel  mirò  principalmente  ai  problemi  della  moltiplicazione 
e della  divisione  (2).  Col  principio  del  doppio  periodo  pene- 


(1)  Colla  parola  tratitndrnii  intenderemo  abbracciare  tuli’ assieme  le  funzioni  inverse, 
(cioè  i limiti  considerati  come  funzioni  degli  integrali)  c gli  integrali  considerati  come  fun- 
zioni dei  limiti  o di  altre  variabili , c specialmente  delle  variabili  determinate  da  inte- 
grali di  prima  specie.  Poiché  si  vedrà , tanto  per  le  ellittiche  quanto  per  le  trascendenti 
superiori , eh'  egli  è considerando  gli  integrali  di  seconda  c terza  specie  in  opportuna  di- 
pendenza da  quelli  di  prima  specie  cogli  stessi  limili  che  si  ottennero  posteriormente  i ri- 
sultati i più  rimarchevoli. 

(2)  D’  ora  innanzi  designeremo  le  funzioni  ellittiche  colla  notazione  di  Gudermann,  più 
breve  di  quelln  di  Jacobi  , cioè  con  tu  u,  m u,  dn  v. 

Il  problema  della  moltiplicazione  consiste  nel  determinare  inniu,  cn  mu  , dn  mu , dove 
m significa  un  numero  intero,  mediante  itn  u , cn  u . dn  u.  È assai  facile  , e si  trovano  per 
in  mu,  cn  mu,  dn  mu  espressioni  razionali  in  gnu,  en  u,  dn  u. 

Il  problema  della  divisione  è l’ inverso  del  precedente  ossia  è il  problema  di  determi- 
nare sn  — , cn  — , dn  — mediante  in  u . cnu  , dn  u.  È molto  più  difficile  , dipendendo 

m m m 

dalla  risoluzione  di  un’  equazione  del  grado  m*. 

Questi  problemi  possono  riferirsi,  secondochè  piace,  alle  dette  funzioni  od  all’  integrale. 
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trancio  bene  addentro  nella  natura  delle  radici  dell’  equazione, 
da  cui  la  divisione  dipende,  giungeva  alla  scoperta  adatto  ina- 
spettata, che  la  divisione  generale  dell’  integrale  ellittico,  con 
limile  arbitrario,  può  essere  edettuata  sempre  algebricamente  , 
cioè  con  semplici  estrazioni  di  radici,  ogni  qualvolta  si  presup- 
ponga già  eseguita  la  divisione  particolare  dell’  integrale  com- 
pleto. Oltre  i risultati  concernenti  la  divisione,  il  primo  lavoro 
di  Abel  contiene  altre  scoperte,  che  per  l’analisi  sono  forse  di 
ancor  maggiore  momento.  Facendo  crescere  all'  infinito  il 
moltiplicatore  nelle  forinole  relative  alla  moltiplicazione  , e 
cioè  nelle  formole  per  via  delle  quali  egli  aveva  rappresen- 
talo le  funzioni  ellittiche  di  un  argomento  multiplo  mediante 
le  funzioni  dell’  argomento  semplice  , ottenne  espressioni  di 
sommo  rilievo  per  le  funzioni  ellittiche:  le  une  sotto  forma 
di  serie  doppiamente  infinite  di  frazioni  razionali  ; le  altre 
sotto  forma  di  prodotti  doppiamente  infiniti  di  fattori  razionali, 
ossia,  come  torna  meglio  considerarle,  sotla  forma  di  quozienti 
di  prodotti  doppiamente  infiniti  di  fattori  razionali  interi. 


d'  onde  esse  provennero.  Riferito  all’  integrale  , il  problema  della  divisione  enuneierebbesi 
come  segue  : Determinare  y per  mezzo  di  x in  modo  che  sia  : 


C V <*y 

o •r<n=? )ii—*v) 


1 f* dj 

«•  i * (I  — **)  (!  — **«•)  * 


Possiamo  riflettere  ehe  il  teorema  d*  Eulero  esibiva  precisamente  la  risoluzione  dei  due 
problemi  d’  addizione  e sottrazione.  Ponendo  : 

jr  = t*u,  y — tn  v , 

la  eguaglianza 


/ 


X di r V rfj r » dj 


d* 

b i«  («  -f  e)  , 

e la  relazione  ulgehrira  fo.  nita  dal  teorema  euleriano  determina  algebricamente 
tn  ( « °)t  am  be  en  («  -j-  v) , dn  (u  -f- t>) , 


mediante 


in  u,  tn  v ; cn  u , rn  t*  ; dn  u,  dn  v. 
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Jacobi  invece  esordi  col  problema  della  trasformazione. 
La  trasformazione  di  Landen  e Lagrange  era  la  sola  che  Ja- 
cobi conoscesse  , non  essendosi  ancora  propagata  in  Germania 
la  seconda  trasformazione,  trovala  da  Legendre.  Una  induzione 
felice  , nella  quale  ebbe  parte  principale  il  sottile  e affatto 
nuovo  pensiero  di  considerare  la  trasformazione  e la  moltipli- 
cazione da  un  comune  punto  di  vista  , e 1’  ultima  come  caso 
speciale  della  prima,  condusse  Jacobi  a presentire,  che  funzioni 
razionali  if  ogni  grado  fossero  alte  a trasformare  un’  integrale 
ellittico  in  un  altro  della  stessa  forma.  E pertanto  intraprese  e 
riusci  a dimostrare  , che  ciò  ha  luogo  in  realtà  , palesando 
1’  intima  natura  analitica  della  espressione  fratta  appropriata 
alla  trasformazione.  Da  un  solo  anello  egli  ha  saputo  dedurre 
1’  esistenza  e riconoscere  la  natura  di  una  catena  infinita. 

Ma,  come  dicemmo,  noi  non  dobbiamo  enumerare  tulle  le 
ricerche  ed  i risultati  conseguiti  da  Abel  e Jacobi  per  fabbri- 
care la  teorica  delle  trascendenti  ellittiche.  E però,  ommetlendo 
ormai  ogni  altra  speciale  indicazione  , ci  restringeremo  a toc- 
care di  quella  trascendente,  che  fu  il  principale  strumento  di 
Jacobi  nelle  sue  posteriori  ricerche  (che  con  lui  (1)  designe- 
remo sino  d’  ora  con  5),  e che  non  solo  prese  a dominare  tutta 
la  teorica  delle  trascendenti  ellittiche,  ma  che,  opportunamente 
generalizzata,  divenne  l’ elemento  analitico  principale  delle  teo- 
riche, che  andarono  sorgendo  per  le  trascendenti  superiori.  Ja- 
cobi concepì  la  idea  d’ introdurre  nell’  analisi , come  trascen- 
dente che  avesse  una  esistenza  propria,  uno,  e quindi  tutti  (2) 
i prodotti  infiniti,  per  i cui  quozienti  eransi  trovate  esprimibili 
le  funzioni  ellittiche.  Abel  otteneva,  come  già  si  è detto, 
questi  prodotti  considerando  il  caso  limite  ( m=zoc ) della 


(!)  Nei  Fund.  Aou.  Jacobi  adopera  propriamente  la  majuscola  (-).  Fors’ anche  non  è 
attuilo  inutile  I’  avvertire  che  si  adopera  pure  l'altra  minuscola  0. 

(2)  Questi  quattro  prodotti  sono  lutti  di  una  stesso  natura  analitica  , sono  esprimibili 
scmplicissiinamcnlc  I’  uno  per  I’  altro  , e possono  riguardarsi  come  casi  particolari  di  una 
sola  trascendente.  Perciò,  anche  volendo  alludere  a tutti  quattro,  si  potrà  dire  indifferente- 
mente la  trascendente  o Ir  trascendenti 
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moltiplicazione , Jacobi  li  ottenneva  invece  considerando  il  caso 
limile  della  trasformazione.  1 prodotti  di  Abel  prcscnlavansi 
come  doppiamente  infiniti,  quelli  di  Jacobi  come  semplicemente 
infiniti.  Quando  Jacobi  riusci  a porre  sotto  forma  di  serie  sif- 
fatti prodotti,  vi  riconobbe  una  funzione  presentatasi  già  ai  mate- 
matici francesi  nello  ricerche  di  fisica  matematica.  Però,  men- 
tre allora  la  detta  funzione  era  stala  poco  considerata  e solo 
una  delle  sue  proprietà  era  stata  avvertita,  Jacobi  la  sottopose 
ad  un  profondo  esame  , ne  riconobbe  la  natura  analitica,  e la 
introdusse  nello  studio  degli  integrali  ellittici  di  seconda  e 
terza  specie.  Ciò  ebbe  per  effetto  che  queste  due  specie  di 
integrali  venissero  ridotte  a dipendere  da  quest’ unica  funzione 
ed  in  modo  assai  semplice  ; e che  quindi  , non  solo  venisse 
riconosciuto  l’ intimo  legame  di  già  note  ma  isolale  proprietà 
degli  integrali  stessi,  ma  diventasse  possibile  una  grande  sem- 
plificazione di  tutta  quanta  la  teorica  delle  trascendenti  ellittiche, 
la  quale  veniva  a potersi  fabbricare  con  un’  unico  elemento 
analitico,  vale  a dire  con  la  sola  5.  La  riduzione  dell’  integrale 
di  terza  specie  , che  dipende  da  tre  quantità  letterali  , alla 
funzione  $ , che  dipende  soltanto  da  due  , riusciva  un  fatto 
estremamente  rimarchevole.  Faremo  riflettere  , che , risultando 
reali  queste  due  quantità  per  I’  integrale  a parametro  logarit- 
mico, diventa  possibile  di  calcolare  il  valore  di  siffatto  integrale 
con  tavole  a doppia  entrata;  il  che  non  avvenendo  per  1’  in- 
tegrale a parametro  circolare,  cresce  moltissimo  la  importanza, 
come  dicemmo,  dal  punto  di  vista  della  realizzazione  numerica, 
della  distinzione  fra  queste  due  sorta  di  integrali. 

Colla  funzione  5 Jacobi  volle  più  tardi  mutare  l’ intero  ordine 
di  trattazione  della  teorica,  prendendo  nel  corso  delle  proprie 
lezioni  la  considerazione  della  5 come  punto  di  partenza.  Egli 
dovèlle  trovar  conveniente  di  battere  colesla  via,  onde  evitare 
quelle  difficoltà  che  allora  si  presentavano  nel  fondare  la  teorica 
sulla  considerazione  degli  integrali;  difficoltà  provenienti  dalla 
infinità  dei  valori  che  gli  integrali  vengono  ad  ammettere  colla 
introduzione  degli  imaginari.  Ma  queste  difficoltà  mercè  i moderni 
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lavori  sono  dissipate.  Quindi  noi  ci  permettiamo  di  riflettere  , 
che,  sebbene  questa  seconda  trattazione  delle  trascendenti  ellitti- 
che sia  riuscita  molto  semplice  e chiara,  ed  abbia  con  grande 
vantaggio  della  scienza  servito  di  modello  a ricerche  poste- 
riori (1)  , tuttavia  non  sembra  quella  che  presentemente  con- 


(1)  Le  ricerche  del  prof.  Itoseli  Ini  in  e di  Gòpcl  sulle  funzioni  abeliane  del  primo  ordine, 
che  accenneremo  in  seguilo. 

Per  ciò  che  si  riferisce  al  fondare,  come  dicevamo  di  Jacobi , la  (corica  delle  funzioni 
ellillichc  , non  già  sulla  considerazione  degli  integrali , ma  sulla  considerazione  dell’  ente 
analitico  ^prodotto  inf.  o serie  S)  per  cui  mezzo  le  funzioni  ellittiche  riescono  esprimibili, 
noi  qui  volentieri,  a canto  di  Jacobi,  citiamo  Cauchy,  Caylcy,  Eisenslcin.  Tulli  e tre  pensarono 
di  prendere  a fondamento  di  una  trattazione  delie  funzioni  ellittiche  la  considerazione  ilei  pro- 
dotti infiniti.  Cauchy  , che  si  era  occupato  di  quei  prodotti  semplicemente  infiniti  ni  quali 
dava  il  nome  di  factorieUes  rèciproques  d’  onde  si  hanno  gli  sviluppi  di  Jucohi,  dedusse  da 
questi  le  proprietà  fondamentali  delle  funzioni  ellittiche.  Caylcy  ed  Eisenslcin  le  dedussero 
invece  dai  prodotti  doppiamente  infiniti,  compiendo  cosi  rispetto  agli  sviluppi  dovuti  ad  Abel 
riù  che  Cauchy  rispetto  a quelli  dovuti  a Jacobi.  Il  sig.  Caylcy  osserva,  per  quanto  all’essere 
preferibile  1’  una  pitiUoslorhè  1*  altra  maniera,  che  le  espressioni  tallo  forma  di  prodotti  sem- 
plicemente infiniti  delle  /unzioni  jacobiane  non  mettono  cosi  bene  in  evidenza  la  l'era  natura 
di  queste  funzioni  come  le  espressioni  sotto  forma  di  prodotti  doppiamente  infiniti  ; queste 
ultime  zono,  inoltre  , tanto  analoghe  alle  formale  in  prodotti  infiniti  delle  funzioni  circolari , 
che  è persino  da  meravigliare  , che  alcuno  non  abbia  già  prima  pensato  di  porle  a priori 
come  le  definizioni  le  più  semplici  delle  funzioni  doppiamente  periodiche , per  dedurne  la 
teorica  di  queste  funzioni.  Nei  lavori  del  sig.  Caylcy  c di  Eisenslcin  additeremo  specialmente 
siccome  ricerche  importantissime  , allora  nuove , e nelle  quali  si  trova  assai  maggiore  inte- 
ressamento che  diilicotlà,  quelle  che  versano  sulle  alterazioni,  che  il  valore  di  un  prodotto 
o di  una  serie  doppiamente  infinita  può  subire,  alterando  I’  ordine  dei  fattori  o dei  termini 
d*  onde  si  compongono. 

11  lavoro  di  Cauchy  si  trova  nel  volume  17  dei  Compie»  lìcndus  (2  Jun.  1843, 
png.  821»),  c porla  il  titolo  Sor  la  rèduction  det  tappar  1$  de  faclorielles  rèciproques  aux 
fonctions  ellipliques. 

Il  lavoro  del  sig.  Caylcy,  comparso  dapprima  nel  quarto  volume  del  Cambridge  Mathe- 
motivai  Journal  col  titolo  On  lAf  Inverse  Elliptic  Functions , comparve  poscia,  ampliato,  nel 
tomo  10  (1843)  del  giornale  del  sig.  Liouvillc  col  titolo  Mèmoire  sur  les  fonctions  doublement 
periodi i/ues»  Nel  tomo  19  fi  834;  di  questo  stesso  giornale  il  sig.  Caylcy  pubblicava  poi 
una  seconda  .Memoria  sull'  argomento. 

Il  lavoro  di  Eisenslcin  fa  parte  dei  suoi  Beitrùgc  sur  Theorie  der  elliptischm  Funaio - 
nc n , ed  è propriamente  quella  sezione  dei  Beitrùgc  che  porla  il  titolo  di  Gcnaue  l'nlersu- 
chung  der  unendlichen  Dopprlprodurtr  , aus  uelchen  die  elliptischcn  Functionen  alt  Quo - 
licnten  zusammengesetz  sind,  und  der  mit  ihnen  zusammenhangcnden  Doppelrtihen;  la  quale 
è contenuta  nel  tomo  33  del  Creile  ( 1847  ).  Si  direbbe  clic  Eisenslcin  siasi  affrettalo  alle 
ricerche  consegnale  in  questo  stupendo  lavoro  per  potersi  al  più  presto  possibile  riabi- 
litare dinanzi  «Ile  giuste  e severe  osservazioni  emesse  dn  Jacobi  (Creile,  Ionio  .10,  pag.  184) 
su  ciò  eh’  egli  aveva  pubbli*  alo  nel  tomo  27  dello  stesso  giornale. 
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venga  di  seguire,  almeno  in  quanto  s’  intenda  dare  una  teorica 
delle  trascendenti  determinate,  direttamente  od  inversamente, 
dagli  integrali  ellittici.  Sembra  invece  affatto  conforme  a tale 
intento  il  seguire  I’  ordine  stesso  col  quale  andò  effettivamente 
sorgendo  siffatta  teorica  ; cominciare  cioè  cogli  integrali , de* 
sumere  da  essi  I’  esistenza  e i caratteri  analitici  delle  funzioni 
snu,  enti,  dnu,  e lasciare  che  la  funzione  di  Jacobi  si  presemi 
naturalmente  nelle  successive  investigazioni  (1). 

Riguardo  alla  trascendente  in  discorso,  Uiricblet  osservava, 
non  potersi  rifiutare  alla  medesima  il  primo  posto  dopo  le  tra- 
scendenti elementari,  già  da  lungo  tempo  introdotte  nella  scienza, 
riflettendo  a questo  tre  cose:  eh’  essa  domina,  come  fu  detto, 
tutta  la  teorica  delle  funzioni  ellittiche;  che  dalle  sue  proprietà 
discendono , come  Jacobi  ha  mostrato , importanti  teoremi  del- 
I’  aritmetica  superiore  ; e infine,  eh’  essa  stessa  ha  parte  prin- 
cipale in  molte  applicazioni  , fra  le  quali  basterà  ricordare  la 
rappresentazione  dei  moto  di  rotazione  , data  per  suo  mezzo , 
eh'  è uno  degli  ultimi  e più  bei  lavori  di  Jacobi.  G pertanto  , 
reputando  singolare  che  una  funzione  di  tanto  momento  non 
avesse  ancora  altro  nome  , se  non  quollo  di  trascendente  0 , 
datole  per  caso  dallo  stesso  Jacobi  ne’  suoi  primi  lavori , egli 
dichiarava , che  i matematici  avrebbero  adempiuto  un’  obbligo 

Finalmente  ci  permettiamo  ili  chiamare  in  questa  stessa  occasione  l' attenzione  so- 
pra la  Noie  tur  la  Theotie  des  fonclions  elliplùiuet  aggiunta  dal  sig.  Ilermitc  alla  sesta 
edizione  del  (ruttato  cirm.  di  cale,  di  I.acroix  (I8G2),  nella  quale,  senza  molto  ingombro 
di  culcoio  e con  grande  facilità  ed  eleganza , espone  i principali  risultati  della  teorica 
delle  trascendenti  ellittiche,  cominciando  dalla  considerazione  dei  prodotti  infiniti,  e portandosi 
successivamente  a lotti  i più  rimarchevoli  punii  di  vista  d’  onde  le  questioni  furono  trat- 
tale , e mostrando  in  molteplici  maniere  le  attinenze  di  questa  teorica  colle  più  elementari 
già  sviluppate  e colle  superiori  che  si  vanno  sviluppando  (Nell*  A/tcrru  tur  Ut  (onci,  de  pi. 
variatile » ccc.  à tuttavia  a desiderare  qualche  modificazione). 

(I)  Tale  è P ordine,  che  trovasi,  per  esempio,  preferito  nelle  pubblicazioni  dei  sigg. 
Wcierstrau,  Briot  e Bouquet. 

Gli  integrali  ellittici  cesserebbero  di  essere  il  più  naturale  punto  di  purlenza  in  quei 
lavori  , nei  quali  non  s’ intendesse  sin  dal  principio  di  prendere  in  considerazione  le  fun- 
zioni ellittiche;  ma  s*  intendesse,  per  esempio,  intraprendere  una  teorica  delle  funzioni  dop- 
piamente periodiche  in  generale.  Noi  avremo  in  seguito  da  indicare  con  sommo  encomio  i 
lavori  che  iu  questo  scuso  fecero  i sig.  I.iouvillc  ed  Hermile. 
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di  riconoscenza  accordandosi  a mutare  lai  nome  in  quello  dello 
insigne  scopritore.  Nelle  più  recenti  pubblicazioni  la  trascen- 
dente © trovasi  quindi  frequentemente  chiamata  funzione  jacobiana. 

I lavori  riguardanti  la  teorica  delle  funzioni  ellittiche  non 
sono  gli  unici  nè  i più  rilevanti  che  Abel  abbia  regalato  alla  scienza. 
La  di  lui  maggiore  scoperta  è contenuta  in  una  proposizione  che 
porla  il  suo  nome  ed  è più  d’ogni  altra  profondamente  improntata 
del  suo  straordinario  intelletto.  Il  teorema  d’Euloro  formava  nella 
propria  categoria  il  limite  della  scienza  e,  per  varcarlo,  invano 
si  erano  affaticati  Eulero  stesso,  Lagrange  ed  altri  predecessori 
di  Abel.  Or  bene.  Abel,  con  quella  potente  facoltà  del  suo  spirito 
di  mettere  tra  loro  in  comunicazione  correnti  diverse  di  idee, 
fece  stupendamente  fruttare  le  sue  prime  ricerche , che  versa- 
rono sulle  equazioni  algebriche  , nel  nuovo  argomento  delle 
trascendenti  originate  dalla  integrazione.  Una  applicazione  di 
quelle  sue  prime  ricerche  fruttò  le  scoperte  sulla  divisione 
delle  funzioni  ellittiche;  un’  altra  applicazione  fruttò  la  genera- 
lizzazione del  teorema  d’  Eulero  , ossia  quell’  estesissimo  teo- 
rema , di  cui  I’  euleriano  non  è che  un  caso  particolarissimo. 
Noi  non  staremo  nemmeno  ad  enunciare  questo  generalissimo 
teorema,  richiedendosi  ben’  altro  che  una  semplice  enunciazione 
per  poterne  afferrare  anche  solo  incompletamente  lo  spirito  e la 
portata.  Ma,  limitandoci  a dire  di  esso,  che  abbraccia  gli  integrali 
di  tutti  i differenziali  algebrici  (I)  c ne  rivela  la  proprietà  fon- 
damentale , daremo  invece  più  precisa  idea  (2)  di  quel  suo 
caso  particolare  , che  potrebbe  dirsi  una  prima  estensione  del 


(I)  Integrali  «li  differenziali  algebrici  dieonsi  tulli  quelli  che  può  somministrare  la 
forinola 

J A*,  sd  •*  * . 

dove  f può  essere  qualsiasi  funzione  razionale  di  x,  y,  ed  y qualsiasi  funzione  algebrica  di  r, 
vale  a dire  radice  di  qualsiasi  equazione  algebrica  , i cui  coeflò  icnlì  eie  no  formali  razionai* 
mente  con  x. 

(3)  Il  die  stimiamo  sufficiente  per  tener  dietro  a ciò  che  vogliamo  additare  iu  queste 
Notizie. 
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teorema  d’  Eulero  ; del  qual  caso  avvenne , che  esclusivamente 
avessero  dapprima  contezza  gli  analisti , e che  perciò  dal 
medesimo  esclusivamente  prendessero  dapprima  a dedurre 
quella  serie  di  conseguenze  , che  nel  nostro  progredire  rico- 
nosceremo. 

Questo  caso  Abel  lo  diffondeva  colla  Memoria  Rmarques 
sur  quelques  propriétés  générales  d’  tuie  certaine  sorte  de  foticlions 
transcendantes , che,  non  avvenendo  tosto  la  pubblicazione  della 
maggior  Memoria  (1)  , da  lui  presentala  nel  1826  all’  Istituto 
di  Francia,  egli  inseriva  nel  tomo  3 (1828)  del  giornale  di 
Creile.  Legendre,  scrivendo  ad  Abel  nel  Gennajo  1829(2),  cosi 
si  esprime  riguardo  al  lavoro  pubblicalo  < Ma  la  Memoria . . . 
intitolala  Remarques  sur  quelques  prupriétés  ecc.  mi  pare  che 
sorpassi  quanto  finora  pubblicaste  per  la  profondità  dell’analisi 
che  vi  regna,  come  per  la  bellezza  e la  generalità  dei  risultati». 
Questo  è il  teorema  a cui  fu  dapprima  applicata  la  denomina- 
zione di  teorema  abeliano,  la  quale  vennegli  esclusivamente  con- 
servata quasi  anche  un  po’ dopo  essersi  diffuso  il  teorema  genera- 
lissimo. Siffatta  denominazione  veniva  proposta  da  Jacobi  , del 
quale  riporteremo  qui  un  brano  , dove  appunto  dà  l’ idea  del 
teorema;  brano  appartenente  ad  una  Memoria,  che  già  citam- 
mo (3),  che  avremo  ancora  da  citare  in  seguito  e che  amiamo 
sin  d’ora  segnalare  siccome  quella  che  determinò  la  direzione 
delle  ricerche  più  importanti  che  in  seguilo  siensi  pubblicate 
circa  le  trascendenti  occasionale  dalla  iutegrazione. 

« 11  teorema  d’  Eulero  ...  fu  dal  eh.  Abel  generalizzato 
in  modo  meraviglioso  , e cioè  esteso  a comprendere  qualsiasi 
grado  per  la  funzione  intera,  che  sotto  il  segno  radicale  ascen- 
deva per  gli  integiali  ellittici  soltanto  al  quarto  grado.  Per  co- 
minciare dal  caso  più  semplice  dopo  I’  euleriano  ovvero  ellil- 


(I)  Queliti  cioè  dove  espone  il  teorema  generalissimo  insieme  roti  preziose  giunte,  c che 
ha  per  titolo  : Sur  unr  proprietà  generale  d'  une  ciotte  Irci  - élendue  de  fonctiont  tran - 
scendante  t. 

(2i  Vedi  il  tomo  I «Ielle  OEuvret  compirla  di  Abel,  pap.  X. 

(3|  Contidcralionn  generala  de  Irantcendenlibui  Abtlianit.  tìiorn.  di  Creile,  tomo  9. 
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tico,  sia  <?  ( x ) una  funzione  intera  ilei  quinto  o sesto  grado  e 
si  ponga 


/ 


(il  -{-  At  x)  d x 

V ?oo 


Abel  dimostrò  , che  , proposta  la  equazione 

* (Xi)  + (<rs)  + <I>  (a:,)  = <K  (yt)  + 4*  (y,)  , 

le  quantità  y, , y,  si  possono  determinare  algebricamente  mediante 
le  xl,xi , x3.  In  generale  poi,  imaginando  ? (a:)  del  grado 
2 m o 2t»  — I e ponendo 


(A  + Atx  4-  /l2.r24~  ■ • • • + A m 


2 sf*  *)  d X 


=*(*). 


fu  dal  eh.  Abel  dimostrato,  che,  dato  un  numero  m di  valori 
della  variabile  x 


x,  a-, , xm  — | , 

si  possono  con  essi  determinare  algebricamente  m — {quantità 

!/>  Ih  > Vì .ff»-* . 

tali  che  soddisfino  all’  equazione  trascendente 

*(*)+*(*»)+  ...  +i'(irm- ,)='b(y)+®(y1)-l: ... .+i >(y«-*). 

E le  anzidette  quantità  y,  y, , . . . furono  da  lui  trovale  come 
radici  di  una  equazione  algebrica  dell’ (m — 1)  esimo  grado, 
della  quale  ciascun  còeflìciente  è razionalmente  esprimibile 
mediante 

x,x{,..  .,xm-,  ; l/f  (x),  l/f  (#2),  . . . , (xm-,) . « 

* Dal  quale  teorema  discende  anche  facilmente,  che,  dato 
un  numero  qualsiasi  di  valori  di  x,  la  somma  delle  trascendenti 
<I>  (<r),  che  corrispondono  a tutti  questi  valori  , si  può  sempre 
esprimere  mediante  m— 1 trascendenti  <I>(x),  che  corrispondono 
ad  ni  — 1 valori  di  x,  determinabili  algebricamente  per  mezzo 
di  quelli  dati  >. 

t Al  teorema  precedente  , siccome  bellissimo  monumento 
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di  mirabile  ingegno  rapito  da  morte  immatura,  vogliasi  dare  il 
nome  di  teorema  abeliano.  E le  trascendenti  <t>  (x)  , quando  il 
grado  di  9 (x)  sia  maggiore  di  quattro,  vogliansi  chiamare  tra- 
scendenti abeli ane  » (1). 

* La  contemplata  Memoria  di  Abel  abbraccia  del  resto  an- 
che i casi  in  cui  nella  formola 


<t> 


f (x)  dx 

V?  (*) 


la  f (x)  non  sia  una  funzione  intera  ed  al  più  del  grado 
(m — 2)esimo,  ma  una  qualunque  funzione  razionale;  si  che,  per 
esprimere  la  somma  di  un  qualsivoglia  numero  di  integrali  <t> 
mediante  un  determinato  numero  di  integrali  della  stessa  na- 
tura , possa  rendersi  necessario  di  aggiungere  alla  somma  di 
questi  ultimi  integrali  una  quantità  algebrica  e logaritmica  , 
come  già  per  gli  integrali  ellittici  di  seconda  e terza  specie  (2). 


il)  Propriamente  Jacobi  proponga  per  la  prima  u»ll«  lu  denominazione  di  teorema 
abeliano  nella  Notizia  che  del  terzo  supplemento  al  Traile  di  Lcgcndru  dava  nel  tomo  8 
del  giornale  di  Creile.  Ivi  dichiara  (png.  415)  u che  questo  teorema,  il  quale  esprime  sotto 
forma  semplice  e senza  apparato  di  calcolo  il  pensiero  matematico  più  profondo  c più  vasto, 
egli  lo  riguarda  come  la  maggior  scoperta  del  nostro  tempo,  sebbene  tutta  la  sua  impor- 
tanza non  possa  venir  resa  manifesta  che  da  un  nuovo  c grande  lavoro , forse  ancora  lon- 
tano n.  Vedremo  che  questo  nuovo  e grande  lavoro  veniva  bentosto  principialo  dallo  stesso 
Jacobi  colla  Memoriti  or  ora  segnalila.  Quanto  alla  denominazione  di  abeliane  per  le  tra- 
scendenti qui  considerate,  facciamo  notare  : che  Legendre  nell’  anzidetto  Supplemento  pro- 
poneva la  denominazione  di  ultra-ellittiche , cui  Jacobi  opportunamente  traduceva  con  ipe- 
rellittiche ; che  diffusasi  In  conoscenza  del  più  generale  teorema  abeliano,  venne  in  uso  di 
chiamare  abeliane  ili  generale  tulio  le  trascendenti  che  scaturiscono  tifili*  integrazione 
d*  ogni  surla  di  differenziali  algebrici;  che,  perciò,  dai  più  (e  noi  nc  seguiremo  l'esempio) 
si  preferisce  ormai  la  denominazione  di  iperellillici , quando  si  allude  agli  integrali  or  ora 
considerati , mentre  però  veggonsì  ancora  quasi  indistintamente  usate  le  denominazioni  di 
ipcrellittichc  e di  abeliane  per  le  funzioni  inverse  del  medesimi. 

(2)  Ritornando  ni  teorema  più  generale,  faremo  osservare  che.  Ire  anni  dopo  la  presen- 
tazione della  Memoria  all’  Istituto  di  Frauria,  Alici  pubblicava  anche  questo  teorema  nel  tomo 
4 del  giornale  di  Creile  mediante  un  brevissimo  articolo  intitolato  Dèmonslralion  <V  une  pro- 
prietà generale  d’  une  crrlaine  riasse  de  fonclions  Iraseendanlet , il  quale,  portando  la  data  del 
Gcnnajo  1829,  è forse  stato  l’ultimo  de’ suoi  scritti.  Il  teorema  stesso  comparve,  dopo  la  di 
lui  morte,  con  maggiori  sviluppi  nel  secondo  volume  delle  sue  OEuvres  Complète * col  titolo 
Sur  la  comparaison  dee  fonclions  transce ndantes  ; articolo  scritto  prima  de’  suoi  viaggi  e 
quindi  prima  della  Memoria  di  Parigi. 
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Prima  di  abbandonare  questo  grande  matematico , dobbia- 
mo ancora  mettere  in  rilievo  quelle  sue  ricerche  che  hanno 
per  iscopo  la  effettiva  integrazione  dei  differenziali  algebrici  , 
e cioè  le  ricerche  : se  esistano  e quali  sieno  le  espressioni 
finite  dei  loro  integrali,  le  espressioni,  s’ intende,  che  implicano 
un  numero  finito  di  operazioni  o funzioni  di  data  natura.  Que- 
ste importantissime  ricerche  sono  fors’ anche  precisamente  quelle 
che  lo  condussero  al  teorema  celeberrimo  precedentemente 
segnalato. 

Già  dicemmo  come  non  fosse  stato  possibile  di  molto 
progredire  nella  effettiva  integrazione  delle  formole  differen- 
ziali, e come  difettosi  fossero  i metodi  che  solevansi  seguire 
in  simili  ricerche.  Abbiamo  poi  dello  quali  idee  esponesse  e 
cosa  principiasse  a fare  Legendre.  Tuttavia  Legendre  non  pro- 
clamava decisamente  come  destituiti  di  carattere  scientifico  e 
da  abbandonarsi  onninamente  nel  calcolo  integrale  quei  melodi, 
che  nel  particolare  campo  degli  integrali  ellittici  egli  insegnava 
a surrogare  colle  sue  ricerche  ben  meglio  regolale.  Il  procla- 
mare affatto  apertamente  questa  severa  sentenza  era  riservato 
al  giovane  genio  del  Norvegio , che,  additando  i caratteri  fon- 
damentali di  metodi  migliori,  ne  dimostrava  splendidamente  la 
fecondità  colle  grandi  sue  scoperte  in  vari  rami  d’  analisi. 

Nel  principio  della  Memoria,  postuma  ed  incompiuta.  Sur 
la  résultilion  algébrique  dcs  dquatiom  (I)  , Abel  fa  le  seguenti 
riflessioni  : 

< Uno  dei  problemi  più  interessanti  dell’  algebra  è quello 
della  risoluzione  algebrica  delle  equazioni.  Perciò  se  ne  occu- 
parono quasi  tutti  i più  distinti  geometri.  Si  giunse  senza  dif- 
ficoltà all’  espressione  delle  radici  delle  equazioni  dei  primi 
quattro  gradi.  Si  scoperse  un  metodo  uniforme  per  risolvere 
queste  equazioni,  cui  ritenevasi  di  poter  applicare  ad  un’  equa- 


(I)  OEm  i rs  mm/ilrirt , lomo  2,  pag.  1H3.  Siamo  persuadi  flit*  il  brano,  clic  riponiamo, 
non  sembrerà  troppo  lungo  a chi  consideri  quanto  debba  esser*;  preziosa  ogni  riflessione  di 
un  Unito  pensatore. 
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zione  di  un  grado  qualunque  ; ma,  malgrado  tutti  gli  sforzi  di 
Lagrange  e di  altri  insigni  geometri  , non  fu  possibile  di  rag- 
giungere la  meta  proposta.  Ciò  fece  presumere,  che  la  risoluzione 
delle  equazioni  generali  fosse  impossibile  algebriramenle  ; ma 
non  si  poteva  su  tal  punto  portare  deciso  giudizio  , atteso  che 
il  metodo  adottato  non  avrebbe  potuto  condurre  a conclusioni  sicure,  se 
non  quando  le  equazioni  fossero  state  risolubili.  Ed  invero , propone- 
vansi  di  risolvere  le  equazioni,  senza  sapere  se  ve  ne  fosse  la  possibilità. 
In  simil  caso,  si  potrebbe  ben  giungere  alla  risoluzione,  quan- 
tunque ciò  non  fosse  niente  affatto  sicuro;  ma,  se  per  disgrazia 
la  risoluzione  fosse  impossibile , si  potrebbe  cercarla  un’  eter- 
nità, senza  trovarla.  Per  giungere  infallibilmente  a qualche  cosa 
in  questa  materia  , bisogna  dunque  prendere  un’  altra  via.  Si 
ha  da  dare  al  problema  tal  forma  che  sia  sempre  possibile  di  ri- 
solverlo, la  qual  cosa  può  sempre  farsi  rispetto  a qualsiasi  pro- 
blema. Invece  di  domandare  una  relazione,  che  non  si  sa  se  esista 
o non  esista,  bisogna  domandare  se  una  tale  relazione  sia  possibile. 
Nel  calcolo  integrale  , per  esempio  , invece  di  cercare  , come  a 
tentone  e quasi  divinando  , di  integrare  le  formale  differenziali , 
bisogna  piuttosto  cercare  , se  sia  possibile  di  integrarle  in  tale 
o tale  maniera.  Presentando  un  problema  in  questo  modo,  l’  enun- 
ciato stesso  contiene  il  germe  della  soluzione , e mostra  la  via  da 
prendersi;  ed  io  credo  che  si  daranno  pochi  casi,  nei  quali  non 
si  giungerà  a proposizioni  più  o meno  importanti,  quand’ anche 
non  si  saprebbe  rispondere  completamente  alla  questione  a 
motivo  della  complicazione  dei  calcoli.  Questo  metodo , incon- 
trastabilmente T unico  scientifico,  siccome  I’  unico  del  quale  si 
sa  anticipatamente  che  può  condurre  allo  scopo  proposto  , fu 
poco  usato  nelle  matematiche  in  causa  della  estrema  complica- 
zione a cui  sembra  soggetto  nella  maggior  parte  dei  problemi, 
sopratutto  quando  abbiano  una  certa  generalità;  ma  in  moltis- 
simi casi  questa  complicazione  non  è che  apparente  e sparirà 
subito  in  sul  principio.  Io  trattai  in  questa  maniera  varj  rami 
dell’analisi,  e quantunque  mi  sia  proposto  sovente  dei  pro- 
blemi che  sorpassarono  le  mie  forze  , giunsi  tuttavia  ad  un 
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gran  numero  di  risultati  generali,  che  gettano  molta  luce  sulla 
natura  delle  quantità,  la  cui  cognizione  forma  l’oggetto  delie 
matematiche  * (1). 

Dopo  di  ciò,  in  speciale  riguardo  delle  ricerche  che  dianzi 
dicemmo  dover  noi  mettere  in  rilievo,  segue:  « Nel  calcolo  in- 
tegrale sopratulto  questo  metodo  è di  facile  applicazione.  Darò 
in  altra  occasione  i risultati  che  ottenni  in  queste  ricerche  , 
non  che  il  procedimento  che  mi  vi  condusse.  » Ma  quella 
morte  immatura,  che  gli  toglieva  di  proseguire  queste,  come  tutte 
le  altre  investigazioni,  gl’  impediva  altresì  di  render  noti  tutti 
i risultati  già  ottenuti.  Nel  campo  delle  ricerche,  di  cui  ora  dob- 
biamo riferire,  questi  risultati  dovettero  essere  certamente  assai 
numerosi  ed  importanti,  se  si  riflette  alle  dichiarazioni  eh’  ebbe 
a fare  e che  qui  in  parte  riprodurremo.  Nella  lettera  da  lui 
scritta  il  25  Novembre  1828  a Legendre  (2)  dice  : 

c Oltre  le  funzioni  ellittiche  vi  hanno  due  altri  rami  del- 
I’  analisi , dei  quali  mi  sono  molto  occupato  , cioè  la  teorica 
dell’  integrazione  delle  forinole  dillerenziali  algebriche  e la  teo- 
rica delle  equazioni.  Per  mezzo  di  un  metodo  particolare  ho 
trovato  molli  risultati  nuovi , che  godono  sopratutto  d’  una 
grandissima  generalità.  Ho  preso  le  mosse  dal  seguente  pro- 
blema della  teorica  dell’  integrazione  : » 

t Essendo  proposto  un  numero  qualunque  di  integrali 

\y  d x , Jyt  dx  , fyìdx , ecc. 

dove  y,yitijì,  • • • sono  funzioni  algebriche  qualunque  di  x, 
trovare  tutte  le  relazioni  possibili  fra  essi,  che  possano  espri- 
mersi per  funzioni  algebriche  e logaritmiche.  » 


(I)  Le  idee  tracciale  ne!  brano  qui  riprodotto  inspirarono  tutte  quante  le  ricerche  di 
Abel.  Kgli  non  ricorre  mai  nò  a tentativi , nè  ad  artifìci  di  sorta.  Suol  proporsi  questioni 
di  una  generalità  sorprendente,  ed  i ragionamenti,  coi  quali  penetra  nella  risoluzione  di  ogni 
questione,  sembrano  presentarsi  rosi  spontaneamente  I* uno  dopo  I*  altro,  che  chiunque,  leggen- 
doli, è tentalo  di  cre  dere,  clic,  all' uopo,  si  sarebbero  presentati  nella  stessa  man  era  alla  sua 
propria  mente. 

(2)  OEuvrcn  Complète»,  Tomo  2 , pag.  260 
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« Ho  da  prima  trovato,  che  una  relazione  qualunque  deve 
avere  la  forma  seguente  : 

Ajy  dx+At  jijtdx+Ai  fi/idx  + ..  = u+B{ log tq+fi* log t’s+... , 

in-  cui  A,Ai,Ai,..Bi,Bi,..  ecc.  sono  costanti,  ed  u,vi,vi 
funzioni  algebriche  di  x.  Questo  teorema  facilita  estremamente 
la  soluzione  del  problema;  ma  il  più  importante  è il  seguente:  > 

« Se  un’  integrale  jydx,  in  cui  y è legata  ad  x da 
una  equazione  algebrica  qualunque,  può  esprimersi  in  qualche 
modo  esplicitamente  od  implicitamente  per  funzioni  algebriche  e 
logaritmiche , si  potrà  sempre  supporre  : 

jydx  = u + A{  log  tq  + 4.,  log  t)s  + . . + logem, 
dove  Ait  Aìt  . . . sono  costanti  , ed  u,  t\ , v.2 , ...  »„  (unzioni 
razionali  di  x ed  y.  » 

Dopo  altre  indicazioni  sopra  queste  ricerche , aggiunge  : 

< Le  belle  applicazioni  , eh’  avete  dato  delle  funzioni  el- 
littiche all’  integrazione  delle  formole  differenziali  , mi  hanno 
impegnalo  a considerare  un  problema  generalissimo  a questo 
riguardo , cioè  : » 

« Esprimere,  se  sia  possibile,  un’integrale  della  forma 
jydx,  ove  y sia  una  funzione  algebrica  qualunque  , per  fun- 
zioni algebriche,  logaritmiche  ed  ellittiche  nel  modo  seguente  : 

jydx  =.  funz.  algeb.  di  (x,  log  vit  log t>, , log v3, . . . , 

n,  (*,),  n,  (a,),  n, 

e4,  t-s  > ca> • • • » -i>  2i>  • • • essendo  funzioni  algebriche  di  a;, 

le  più  generali  possibili,  e ff,,  n4,  IIS , . . . esprimendo  inte- 
grali ellittici  qualunque  in  numero  finito.  Ho  fatto  il  primo 
passo  verso  la  soluzione  di  questo  problema , dimostrando  il 
teorema  seguente  : » 

« Se  è possibile  di  esprimere  jydx  nel  modo  anzidetto, 
si  potrà  sempre  dare  alla  sua  espressione  la  forma  seguente  : 
jydx=zt  + A{  logtt+  i4s Iogtj+  . . . 

+ b{  n,  (yj)  + fi , n,  (2,,)  + «3  n3  (*)  + . . , 
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dove  l,  f, , fs ,V< • & > & sono  tulle  funzioni  razio- 

nali di  x ed  y ; ma , conservando  alla  funzione  y tutta  la  sua 
generalità  , fui  arrestalo  a questo  punto  da  difficoltà  superiori 
alle  mie  forze  e che  non  vincerò  mai.  Mi  sono  dunque  conten- 
talo di  alcuni  casi  particolari,  principalmente  di  quello  in  cui  y 


è della  forma  r ed  /f  essendo  funzioni  razionali  qualun- 
que di  x,  che  è già  mollo  generale  ». 

Nel  Prède  d’  uve  théorie  dcs  fonctions  elliptiques  (I),  all’  oc- 
casione del  teorema  precedentemente  citato  sull’  esprimibililà 
di  jydx  per  funzioni  algebriche  e logaritmiche,  dice: 

* Fio  fondato  sopra  questo  teorema  una  nuova  teorica  della 
integrazione  delle  forinole  differenziali  algebriche,  che  fin’ adesso 
non  ho  ancora  potuto  pubblicare.  Questa  teorica  oltrepassa  di 
molto  i risultati  conosciuti , ed  il  suo  scopo  è di  operare  tutte 
le  riduzioni  irnssibili  degli  integrali  delle  foratole  algebriche,  per 
mezzo  delle  funzioni  algebriche  o logaritmiche.  Si  giunge  per 
tal  modo  a ridurre  al  minimo  numero  possibile  gli  integrali 
che  rappresentano  sotto  forma  finita  tutti  gli  integrali  di  una 
stessa  classe  ». 


Ma  disgraziatamente,  nelle  Memorie  venute  in  luce  si  prima 
che  dopo  la  sua  morte  , non  trovansi  trattati  che  alcuni  casi 
particolari  delle  questioni  in  discorso.  Il  primo  trovasi  fra  i lavori 
postumi  e versa  sulla  riduzione  degli  integrali  ellittici  al  minimo 
numero  di  trascendenti.  Come  il  sig.  Weierstrass  osserva  (2) , 
questa  quistionc  è manifestamente  una  delle  prime  da  lui  trattale; 
la  esposizione  ò ancora  poco  elegante , e la  soluzione  del 
problema  proposto  viene  raggiunta  più  per  mezzo  di  meccaniche 
calcolazioni,  adatte  al  caso  speciale  preso  di  mira,  che  per  mezzo 
di  principj  generali.  In  un’  altro  lavoro  da  lui  pubblicato  nel 
tomo  I del  giornale  di  Creile,  tratta  la  questione  di  trovare 


p d x 

tutti  i differenziali  della  forma  , i cui  integrali  possano  espri- 


(l,i  OEuvrex  Complèta.  Tomo  I,  pag.  353. 

(i)  Nella  Nola  l'rbrr  die  Integralion  algrbrnisrhrr  Differ emtiale  rermilteht  Logori thmen, 
iiueriu  nel  Mnnntxberieht  t ter  K.  Alt  ad  ernie  der  Wittcntchafien  zu  Verini.  26  Febr.  I8!f7. 
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mersi 


i per  una  funzione  della  forma  log  ^ K ■ 

\p  - q 1/  «/ 


essen- 


do fi,  R,  p,  q simboli  di  funzioni  intere  della  x;  d'  onde  risulta 
1’  importante  teorema,  che  la  esprimibilità  non  ha  luogo  se  non 
quando  la  frazione  continua,  secondo  cui  J/  R può  svilupparsi, 
riesca  periodica. 

Abcl  muore  nell'  Aprile  del  1829,  disparendo,  non  anche 
compiuti  i 27  anni,  da  quel  grandioso  campo  di  studi,  dove  al 
degno  suo  emulo,  allora  poc’  oltre  il  ventiquattresimo  anno,  re- 
stavano da  cogliere  altri  splendidi  allori,  e dove  ancora  si  doveva 
ammirare  il  quasi  ottuagenario  Legendre. 

Giunti  a questo  punto,  innanzi  di  proseguire  nella  esposi- 
zione delle  Notizie,  diremo  qualche  parola  dell’ordinamento 
che  abbiamo  dato  alle  medesime.  Importando  assai  più  di  tener 
dietro  alla  concatenazione  delle  idee  che  all’  ordine  cronologico, 
pensammo  di  scindere  il  complesso  delle  notizie  in  due  serie; 
riunendo  in  una  prima  serie,  colle  notizie  già  d^te , le  altre 
concernenti  i lavori  che  si  possono  considerare  come  più  di- 
rettamente provocati  dai  già  delti  di  Legendre,  Abel  e Jacobi; 
e formando  una  seconda  serie  colle  notizie  di  quei  lavori  che 
si  possono  invece  considerare  come  traenti  urigine  , non  già 
dalle  trascendenti  ellittiche  , ma  piuttosto  principalmente  dal 
pensiero  di  introdurre  e dare  inline  il  dovuto  posto  in  tutto 
il  campo  dell’  analisi  alla  tanto  feconda  considerazione  della 
variabilità  complessa.  (1) 


(I)  In  questa  serio  dominano  per  lungo  tratto  i lavori  di  Cauchy.  É in  essa  che  più 
propriamente  vedremo  costituirsi  gli  elementi  della  moderna  teorica  geucrulc  delle  funzioni, 
vale  a dire  della  teorica  delle  funzioni  basata  sul  concetto  il  più  esteso  possibile  della  va* 
riabilitò,  sul  roncetlo  della  variabilità  complessa  La  qual  teorica,  del  resto,  potrebbe  conce* 
pirsi  in  senso  cosi  luto  da  abbracciare  in  se,  come  casi  particolari , anche  le  varie  teoriche 
speciali  sviluppatesi  con  lavori  della  prima  serie. 

Vogliasi  poi  riflettere,  che,  se  una  distinzione  dei  lavori  in  due  serie  può  in  complesso 
giovare  assai  alla  chiarezza  e connessione  delle  nostre  Notizie , non  può  tuttavia  riuscire 
senza  inconvenienti.  Vari  lavori,  che  porremo  nell’  una,  troverebbero  posto  opportuno  ambe 
nell’  altra.  Sarrmo  costretti  a lasciare  lungo  intervallo  tra  !«•  indicazioni  di  lavori  dell’  una 
e dell*  altra  serie,  i quali  nella  realtà  stanno  invece  in  assai  stretta  colleganza  tra  loro;  es- 
sendo, per  esempio,  non  di  rudo  accaduto,  che  da  lavori  dell’  una  serie  emergessero  quelle 


Digitized  by  Google 


52 


Avendo  principiato,  come  ben  si  doveva,  colla  prima  serie, 
ora  proseguiremo  esclusivamente  colla  medesima , sino  a che 
I’  avremo  esaurita.  Ma  osserviamo , che  in  questa  stessa  serie 
( come  poi  anche  nella  seconda  ) giova  violar  nuovamente 
1’  ordine  cronologico  per  seguire  sempre  meglio  la  figliazione 
delle  idee. 

Prendendo  a considerare  le  idee  esternate  da  Legen- 
dre  nel  principio  della  introduzione  al  Traité  si  è portati  a 
seguire  senza  interruzione  tutte  quelle  ricerche  , che  versano 
principalmente  sulle  quadrature  ossia  sugli  integrali  conside- 
rali di  preferenza  come  funzioni  dei  loro  limiti,  quali  sono  le 
ricerche  sulla  classificazione  e sulla  riduzione  di  tutti  gli  integrali 
di  ciascuna  classe  a certi  tipi  o forme  canoniche  irriducibili  tra  loro  e 
della  maggior  possibile  semplicità,  le  ricerche  delle  varie  tras- 
formazioni degli  integrali,  ed  in  generale  delle  loro  proprietà  , 
non  che  dei  mezzi  di  calcolarne  i valori  approssimati.  Appar- 
tengono a questa  schiera,  essendo  in  sostanza  (come  negli  stessi 
brani  su  riferiti  vien  detto)  questioni  di  riduzione  degli  integrali 
ad  altri  integrali  ossia  funzioni  più  semplici,  quelle  ricerche  che  ci- 
tammo da  ultimo  siccome  esse  pure  avviate  colla  solita  maestria 
da  Abel,  sull’integrazione  cioè  delle  formole  differenziali  algebriche. 

Prendendo  invece  a considerare  la  idea  che  tradussero  in 
atto  Abel  e Jacobi,  di  introdurre  cioè  nella  teorica  delle  trascen- 
denti ellittiche  le  funzioni  inverse,  si  è portati  a seguire  senza 
interruzione  tutti  quei  lavori , che  hanno  per  iscopo  la  inver- 
sione degli  integrali,  non  che  la  formazione  delle  teoriche  per 
le  funzioni  inverse,  propriamente  dette,  e perle  altre  specie  di 
trascendenti  che  la  inversione  conduce  a considerare  (1). 


idee  che  furono  1'  occasione  ed  il  fondamento  di  lavori  dell’  altra.  Ciò  si  poli  ti  riscontrare, 
fra  gli  altri  , nel  raso  delle  ricerche  sulle  funzioni  doppiamone  periodiche  , intraprese  dai 
sigg.  Liouville  ed  llcrmile,  partendo  dal  concetto  della  doppia  periodicità  ; ricerche  che  noi 
ci  siamo  indotti  a menzionare  nella  seconda  serie. 

(1)  Anche  questa  suddivisione  non  è scevra  da  inconvenienti.  Chi  abbia  anche  soltanto 
conoscenza  dei  Fundam.  Aòt>.  riconoscerà,  almeno  per  le  trascendenti  ellittiche,  come  inevi- 
tabilmente si  leghino,  s1  intreccino  tra  loro  le  ricerche  dell’ una  e dell'ultra  parte.  Tuttavia, 
stimiamo  vantaggioso  di  allenerei  per  quanto  possiamo  alla  medesima. 
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Legendre  piglia  le  mosse  dalla  riferita  Memoria  abeliana 
Remarques  sur  quelques  propriHés  . . . per  proseguire  I’  effettua- 
zione delle  proprie  idee,  replicatamente  citate,  gettando  i primi 
fondamenti  di  una  teorica  dettagliata  degli  integrali  iperellit- 
tici  (1).  In  primo  luogo  distingue  questi  integrali  in  classi,  a 
seconda  del  grado  della  funzione  intera  y contenuta  nel  radi- 
cale, riguardando  cioè  : come  integrali  di  prima  classe  quelli 
per  i quali  il  grado  di  y sia  3 o 4 ; di  seconda  classe  quelli 
per  i quali  il  grado  di  y sia  5 o 6;  ed  ingenerale,  di  (m — t)'*ilua 
classe  quelli  per  i quali  il  grado  di  y sia  2 m — I o 2 m (2).  Il 
carattere  che  giustifica  questa  prima  divisione  , in  quanto  che 
rivela  una  diversità  essenziale  fra  le  classi  , ossia  mostra  im- 
possibile la  riduzione  di  una  classe  qualunque  ad  una  classe 
inferiore  , fatta  ben’  inteso  astrazione  da  casi  particolari  , si  è 
quello  del  minimo  numero  di  integrali  , per  la  cui  somma  , 
coll’  aggiunta  di  una  espressione  algebrica  e logaritmica,  riesce 
esprimibile  , come  fu  detto  , secondo  il  teorema  abeliano  , la 
somma  di  un  numero  qualsivoglia  di  integrali  della  stessa  na- 
tura. Per  la  prima  classe,  cioè  per  gli  integrali  ellittici,  questo 
numero  è I ; per  la  classe  (in — t)e,im*  è m — 1. 

Stabilita  la  divisione  in  classi,  egli  fa  riflettere,  che  si  può 
stabilire  una  suddivisione  in  specie , cioè,  che  gli  integrali  in 
ciascuna  classe  possono  dividersi  in  tre  specie,  come  gli  ellittici. 
Ciò  che  caratterizza  la  specie  è la  natura  della  espressione 
algebrica  e logaritmica  su  nominata.  Come  per  gli  ellittici,  cosi 
in  generale,  questa  espressione  è una  costante  per  gli  integrali 
della  prima  specie,  è semplicemente  algebrica  per  gli  integrali 
della  seconda  specie,  è semplicemente  logaritmica  per  gii  inte- 
grali della  terza  specie.  Questa  suddivisione,  che  piu  lardi  ve- 
dremo anche  dettata  da  altro  punto  di  vista  , va  fissata  non 
meno  attentamente  della  divisione  in  classi  od  ordini.  Si  vedrà, 


(1)  Vedi  il  terio  Supplemento  al  Tratte. 

(2)  Nella  enumerazione  delle  «lassi  però  venne  poscia  in  uso  di  lasciare  in  disparte  gli 
ellittici  c principiare  cogli  ipcrcilittici,  dicendosi  quindi  integrali  iperdliltici  di  prima  classe 
v primo  ordine  quelli  clic  Legendre  disse  della  classe  portante  il  numero  2,  e cosi  via. 
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che  le  (unzioni  inverse,  proposte  da  Jacobi  alla  investigazione 
degli  analisti,  sono,  precisamente  come  nel  caso  degli  ellittici , 
le  inverse  degli  integrali  di  prima  specie  ; e eh’  egli  è,  ancora 
come  per  gli  ellittici,  nella  considerazione  degli  integrali  di  se- 
conda e terza  specie  , che  si  giunge  nel  modo  il  più  naturale 
alla  scoperta  di  una  funzione,  la  quale  tenga  nella  teorica  delle 
trascendenti  abeliane  anche  le  più  generali  lo  stesso  posto  , 
che  la  funzione  di  Jacobi  nella  teorica  delie  trascendenti 
ellittiche. 

Nello  stesso  §.  del  supplemento  in  discorso,  il  nostro  autore 
tratta  della  riduzione  di  tutti  gli  integrali  d’  una  stessa  classe  a 
determinati  tipi,  come  per  gli  integrali  ellittici.  Ma  non  crediamo 
opportuno  di  qui  entrare  in  maggiori  dettagli  circa  questo  punto, 
come  neppure  circa  l’ altre  ricerche  contenute  nel  medesimo 
supplemento  (4). 

Mentre  la  grande  Memoria  di  Abel  giaceva  inedita  presso 
1’  Accademia  di  Parigi,  ed  anche  più  tardi,  parecchi  matematici 
andarono  pubblicando  risultati  più  o meno  generali  intorno 
alle  trascendenti  di  integrazione , sviluppando  le  idee  da  Abel 
fatte  conoscere  nel  giornale  di  Creile  ed  anche  proseguendo 
le  discussioni  e riduzioni  degli  integrali  principiate  da  Legendre, 
le  loro  trasformazioni , ecc.  Ma,  sebbene  importanti  per  uno 
studio  dettagliato  degli  integrali  stessi , noi  possiamo  in  queste 
Notizie  tacere  di  simili  risultati,  in  quanto  che  non  veniamo  ad 
ommettere  idee  essenziali  per  il  seguito,  e non  sapremmo  rias- 
sumerli in  pochi  e semplici  teoremi  di  grande  e generale  im- 
portanza per  il  nostro  corso.  Ci  contenteremo  pertanto  di  av- 
vertire , che  i medesimi  rinvengonsi  nel  giornale  di  Creile  e 


(i)  Forse  non  sembrerà  superfluo  V avvertire,  die  Legendre  incorreva  in  una  inesattezza, 
lasciando  credere  die  I’  integrale 


V d x 

n (*) 


(pag.  187  del  Suppl.) 
appartenesse  sempre  alle  prime  due  specie  della  rispettiva  classe. 
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sono  dovuti  agli  insigni  matematici  Richelot , Broch , Minding , 
Bosenhain  ed  altri  (i). 

Noi  vorremmo  poter  citare  ogni  singola  ricerca  nel  posto 
per  essa  più  adatto  , e però  vorremmo  adesso  in  particolare 
poter  dire  parola  di  tutte  quelle  parti  , che  qui  fossero  per 
convenire,  anche  degli  studi  assai  generali  intrapresi  in  questi 
ultimi  anni  da  celebri  matematici  che  avremo  da  nominare  più 
volto  in  queste  Notizie  e più  ancora  nel  progredire  del  nostro 
corso.  Ma  le  informazioni  che  di  tali  studi  essi  diedero  colla 
stampa  sono  cosi  scarse  , e ciò  che  in  questo  punto  potrebbe 
forse  star  bene  trovasi  ad  ogni  modo  (come  per  il  meglio  do- 
veva avvenire)  cosi  strettamente  intrecciato  con  quanto  viene 
ad  avere  posto  più  acconcio  in  seguito , che  sembra  miglior 
partito  riservarne  i pochi  cenni  per  noi  possibili  a queste  suc- 
cessive occasioni.  Crediamo  però  di  dover  qui  segnalare  alcuni 
scritti  molto  importanti  dei  sigg.  Aronhold  e Brioschi. 

Il  sig.  Aronhold,  eccitato  dalle  ricerche  del  sig.  Weierstrass 
di  cui  fra  breve  daremo  il  titolo , compiva  e presentava  nel 
1861  all’Accademia  delle  Scienze  di  Berlino  (2)  una  riduzione 
algebrica  dell’  integrale 

/ F {x,  y)  d x 

alla  forma  fondamentale  delle  trascendenti  ellittiche,  F signi- 
ficando qualsiasi  funzione  razionale  di  x,y  e fra  x,  y sussistendo 
una  equazione  di  terzo  grado  della  forma  la  più  generale  ; e 
nel  tomo  61  del  giorn.  di  Crelle-Borchardt  somministrava  una 
nuova  trattazione  algebrica  degli  integrali  della  forma 

f II  (x,  y)  d r , 


(!)  Nella  prima  delle  Memorie  del  sig.  Richelot,  alle  quali  s’ intende  qui  f itta  allusione, 
[De  inlegraiibus  Abcliani»  primi  ordini»  commentatio  prima.  Creile  tomo  I2f  il  risultato  prin- 
cipale è : che  un*  integrale  ipcrellillico  non  può  trasformarsi  in  altro  integrale  ipcrrllittico 
della  stessa  classe  , per  mezzo  di  una  sostituzione  razionale  , se  questa  non  sia  del  primo 
ordine.  La  qual  cosa  costituisce  non  poco  rimarchevole  divario  da  ciò  che  ha  luogo  per  gli 
integrali  ellittici. 

(2)  Vedi  i Monatsberitchtc  del  detto  anno,  pag.  462. 
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essendo  n ancora  funzione  razionale  qualsiasi  di  x,y  e fra  x,  y 
sussistendo  una  equazione  generale  di  secondo  grado. 

Il  sig.  Brioschi  pubblicava  nei  Compie*  R.  degli  anni  1863, 
1864  (tomi  5G , 59)  una  seconda  trasformazione  per  la  ridu- 
zione del  suddetto  integrale 

jF(x,y)dx 

basata  sulla  teorica  dei  covarianti  delle  forme  ternarie;  ed  una 
Memoria  sulla  moltiplicazione  delle  funzioni  ellittiche. 

Coi  suddetti  lavori  , che  introducono  nella  trattazione  al- 
gebrica degli  integrali  in  questione  molta  eleganza  e semplicità, 
i sigg.  Aronhold  e Brioschi  diedero  i primi  esempi  di  rappre- 
sentazione delle  coordinate  dei  punti  di  certe  linee  piane  in 
funzioni  ellittiche  di  un  parametro  , concetto  sviluppato  ed 
esteso  dal  sig.  Clebsch  nelle  sue  preziose  Memorie  contenute 
nei  tomi  63 , 64  del  giorn.  di  Crelle-Borchardt. 

Riprendiamo  adesso  il  filo  delle  ricerche  che  già  vedemmo 
avviale  da  Abel  sulla  integrazione  dei  dilTerenziali  algebrici  in 
termini  finiti.  Dopo  di  lui  dobbiamo  subito  menzionare  il  sig. 
Liouville,  il  quale  dal  1832  in  poi  andava  presentando  all’  Ac- 
cademia delle  Scienze  i risultati  di  sue  investigazioni  sull’  ar- 
gomento. Anteriormente  al  sig.  Liouville  e ad  Abel  stesso 
avremmo  potuto  citare  Condorcet  e Laplace , a qualche  teo- 
rema del  quale  forse  si  deve  che  il  sig.  Liouville  abbia  rivolto 
a simili  ricerche  la  propria  attenzione. 

Ma  ritornando  al  sig.  Liouville , egli  presenta  dapprima 
due  Memorie  Sur  la  de'termination  des  intégrales , doni  la  valeur 
est  algdbrique  (1).  In  esse  dà  un  metodo  per  decidere  se  l’ in- 
tegrale J" »/ c/ ;z; , dove  y s’  intende  funzione  algebrica  di  x,  sia 
o non  sia  esprimibile  in  termini  algebrici  , e per  trovarne  il 


(I)  Queste  Memorie  possono  leggerti  nel  22  Cahier  del  giornale  della  scuola  politecnico 
Nel  tomo  IO  del  giornale  di  Creile,  in  seguito  sii  rapporto  di  Pois*on  sulle  medesime,  c nel 
tomo  o del  proprio  giomulc  , il  sig.  Liouville  espone  delle  semplificazioni  ed  aggiunte  alle 
Memorie  stesse. 
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valore  nel  caso  afTermalivo.  Egli  considera  in  primo  luogo  gli 
integrali  razionali  di  un  sistema  di  equazioni  differenziali  lineari 
di  un’  ordine  qualunque  a coefficienti  razionali  ; e fa  vedere 
come  si  possano  trovare  siffatti  integrali , ove  esistano , ovvero 
dimostrare  che  non  esistono.  In  secondo  luogo  dimostra  , che, 
so  I’  integrale  è algebrico , può  sempre  supporsi  ridotto  alla 
forma 

fydx  = «.-\-^y-\-yyi-\-  . . . + X t/”1-1, 

a,  /3,  y,  ....  X essendo  funzioni  razionali  di  x,  legate  a questa 
variabile  da  altrettante  equazioni  differenziali  lineari.  Tutto  adun- 
que si  riduce  a cercare,  col  procedimento  già  esposto,  gli  integrali 
razionali  di  queste  equazioni;  non  esistendo  i quali,  si  verrebbe 
nella  certezza  che  fydx  non  è esprimibile  algebricamente.  Nella 
prima  delle  due  Memorie  considera  propriamente  il  solo  caso 
di  y funzione  algebrica  esplicita.  Un  corollario  di  uno  dei  teo- 
remi, ch’ivi  espone,  è,  che  gli  integrali  ellittici  di  prima  e 
seconda  specie  non  si  possono  esprimere  algebricamente  me- 
diante il  loro  limite  variabile. 

In  seguito  presenta  una  Memoria  Sur  les  transcemlantes 
elliptiqucs  de  première  et  de  deuxième  éspèce , considérées  cotnme 
functions  de  leur  amplitude  (1)  , la  quale  egli  considera  come 
la  prima  parte  di  una  teorica  generale  , avente  per  iscopo  di 
determinare  il  valore  di  fydx,  allorquando  si  possa  espri- 
mere esplicitamente  coll’  adoperare  un  numero  finito  di  volte 
i segni  o(x),  e*,  Ioga;.  Con  a (a;)  egli  intende  una  funzione 
algebrica  tanto  esplicita  che  implicita  della  x.  Stabilisce  una 
classificazione  delle  funzioni  trascendenti  in  specie  , analoga  a 
quella  che  precedentemente  stabiliva  per  le  funzioni  irrazionali. 
L’  oggetto  del  primo  paragrafo  è il  teorema  fondamentale  che: 
Se  l’integrale  fy  d x ò esprimibile  nella  maniora  sopra  indi- 
cata, si  potrà  sempre  supporre  ridotto  alla  forma 

fy  dx  — u -f  A{  log  t)t  + At  log  t'j  H -f-  Am  log  vn . 


(I)  Si  può  leggere  nel  23  Cahier  del  giornale  della  scuola  politecnica. 
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Il  risultato  del  terzo  ed  ultimo  paragrafo,  che  l’autore  fa  scopo 
delia  Memoria,  è:  che  gli  integrali  ellittici  di  prima  e seconda 
specie  non  sono  esprimibili  nell’  anzidetta  maniera. 

Ottenute  queste  interessanti  conclusioni  sugli  integrali  el- 
littici, considerati  come  funzioni  del  loro  limite,  il  sig.  Liouville 
prende  ad  investigare  gli  integrali  stessi,  considerati  come  fun- 
zioni del  loro  modulo  (I).  Credo  conveniente  di  qui  riportare 
alcuni  brani  della  introduzione  alla  memoria  su  quest’argomento. 

« Dando  al  modulo  un  valor  fisso  , che  suppongo  diverso 
da  zero,  i due  integrali  ellittici  di  prima  e seconda  specie  di- 
pendono soltanto  dall’amplitudine  e costituiscono,  come  altrove 
ho  dimostrato  , delle  trascendenti  allatto  distinte  dai  logaritmi 
e dalle  esponenziali  , dimodoché  non  si  possono  scrivere  sotto 
forma  finita  col  mezzo  dei  soli  segni  algebrici  , esponenziali  e 
logaritmici  . . . . > 

« Dando  invece  all’  amplitudine  un  valore  fisso  diverso  da 
zero  e lasciando  variabile  il  modulo,  i suddetti  integrali  diver- 
ranno funzioni  del  modulo,  e si  può  domandarsi,  se  sarà  ancora 
impossibile  di  esprimerli  sotto  forma  finita  in  termini  algebrici, 
esponenziali  e logaritmici,  rispetto  alla  nuova  variabile.  Or  bene 
sono  giunto  a dimostrare  che  sussiste  appunto  questa  impossi- 
bilità; ma  I’  analisi  di  cui  mi  sono  valso  per  tal  fine  differisce 
assai  da  quella  che  ho  impiegato  nella  Memoria  del  1 833  (23  Cahier 
del  giornale  della  scuola  politec.)  Gli  integrali  ellittici  di  prima 
e seconda  specie  , considerati  come  funzioni  del  modulo , sod- 
disfanno infatti  a due  equazioni  differenziali  del  second’  ordine 
assai  complicate  ; mentre  come  funzioni  dell’  amplitudine  sono 

semplici  integrali  indefiniti  , di  cui  ò noto  I’  elemento 

Pertanto  gli  integrali  ellittici  sono  trascendenti  di  un’  ordine 
più  elevalo  rispetto  al  modulo  che  rispetto  all’  amplitudine.  » 

• Queste  ricerche,  e parecchie  altre,  che  pubblicai  anterior- 


(I)  La  Memoria  ronienenli*  queste  ulteriori  ricerche,  presentala  all*  Accademia  nel  1840  , 
può  leggersi  nel  (omo  5 del  giornale  del  >ig.  Liouville,  pag.  441.  Alla  pag.  34  trovasi  una 
introduzione  alla  medesima. 
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mente,  appartengono  ad  noa  grande  teorica,  che  i geometri  non 
hanno  ancora  studiato,  io  credo,  colla  debita  perseverante  atten- 
zione. Questa  teorica  ha  per  oggetto  di  scoprire,  in  ogni  questione, 
tutte  le  soluzioni  che  possono  scriversi  col  mezzo  d’  un  numero 
limitato  di  segni  analitici  dati  anticipatamente,  o di  dimostrare 
che  soluzioni  di  tal  sorta  non  esistono.  Essa  sola  può  condurre 
ad  una  classificazione  veramente  filosofica  delle  trascendenti  . . 
. . . . Non  è egli  evidente  ....  che  dopo  aver  aggiunto  alle 
funzioni  algebriche  le  funzioni  esponenziali  e le  funzioni  loga- 
ritmiche , le  quali  non  possono  ridursi  tra  loro  , bisogna,  ogni 
qualvolta  s’  incontri  una  quantità  nuova,  cercare  se  si  possa  o 
no  esprimere  mediante  le  funzioni  già  conosciute  ? > 

Per  non  lasciare  troppo  incompleta  la  rivista  di  ciò  che 
si  deve  al  sig.  Liouville  sull’  argomento,  aggiungeremo  che  : nel 
tomo  43  del  giorn.  di  Creile  si  trova  una  Memoria  (1)  sugli 
integrali  della  forma 

fé*  y dx  , 

essendo  y funzione  algebrica  di  x;  nel  tomo  4 del  di  lui  giornale 
una  Memoria  (2)  sulla  integrazione  dell’  equazione 


essendo  P funzione  intera  della  x ; nel  tomo  6 dello  stesso 
giornale  uno  scritto  sull’equazione  di  Riccati,  steso  per  dimo- 
strare che  i casi  di  integrabilità  in  termini  finiti  ( nel  solito 
senso)  sono  precisamente  soltanto  quelli  che  già  si  conoscevano. 

Quest’  ultimo  lavoro  porse  occasione  ad  una  bella  Memo- 
ria del  prof.  Genocchi  (3),  comparsa  nel  4865;  la  quale  del 
resto  abbraccia  assai  più  che  non  la  sola  equazione  di  Riccati. 
Lo  stesso  matematico  presentava  già  un  anno  prima,  parimenti 


(I)  Mémoire  tur  l’  integration  d*  une  classe  de  fonctiont  trame  endante». 

(ì)  Mémoire  sur  l'integration  d ’ une  ciotte  d‘  équatiom  differenti ellet  du  tecond  ordre 
en  quanti  tei  fini  et  explicilet. 

(3)  Studi  intorno  ai  tati  di  intt grati one  sotto  forma  finita.  .Memorie  dell’  Accademia 
di  Torino.  Serie  2 Tomo  23. 
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all’  Accademia  torinese  , una  Memoria  intorno  alle  equazioni 
differenziali , a cui  conduce  la  trasformazione  delle  funzioni 
ellittiche. 

Come  scritti  italiani  dello  stesso  genere  citeremo  anche  : 
le  considerazioni  che  il  prof.  Mainardi  pubblicava  nel  1846  (1) 
sulla  integrazione  della  formolo 

F 

E fa  ’ 

F,  E,  V essendo  funzioni  intere  di  una  medesima  variabile;  alcuni 
scritti  del  sig.  C.  Piuma  , uno  dei  quali  nel  tomo  4 degli  an- 
nali del  prof.  Torlolini  ; ed  una  Memoria  del  P.  Pepin  nel 
tomo  5 degli  stessi  annali  , nella  quale,  collegandosi  colla  Me- 
moria del  sig.  Liouville  sull’  equazione 


espone  una  soluzione  del  problema:  Essendo  data  l’equazione 
differenziale 


/Pj 
d xì 


+ Rzzzzo  , 


in  cui  Q ed  R esprimono  funzioni  razionali  di  x,  decidere  se  z 
si  possa  esprimere  con  un  numero  limitato  di  segni  algebrici  , 
esponenziali  , logaritmici  e di  segni  di  integrazione  indefinita 
rispetto  ad  x. 

Ritorniamo  ai  lavori  dei  matematici  stranieri.  Dopo  il 
sig.  Liouville  incontriamo  I’  eminente  matematico  di  Russia,  il 
sig.  Tchebichef.  Questi  pubblicava  nel  1853  una  Memoria  (2) 
sulla  integrazione  per  funzioni  algebriche  e logaritmiche  di  una 
espressione  formata  razionalmente  colla  variabile  c con  una 
radice  di  una  funzione  intera,  indicando  come  si  possa  trovare 
la  parte  algebrica  dell’  integrale  e determinare  la  forma  dei 


(1)  Volume  2 delle  Memorie  dell*  Istituto  Veneto. 

(2)  Sur  /’  integration  det  di fférenUtllct  irrationnellet.  giorn.  di  Liouville  tomo  18. 
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termini  logaritmici.  La  completa  determinazione  di  questi  ter- 
mini non  vi  è trattata. 

Nell’  anno  successivo  comparo  una  sua  seconda  Memoria 
sulla  integrazione  per  funzioni  algebriche  e logaritmiche  dei 
differenziali  contenenti  una  radice  quadrata  di  una  funzione  intera 
del  terzo  e quarto  grado  (1).  In  questa,  dopo  aver  determinalo 
colle  regole  date  nella  prima  Memoria  la  parte  algebrica  ed  il 
numero  dei  termini  logaritmici , 1'  autore  scrive  le  equazioni 
che  servono  a determinare  le  funzioni  affette  dai  segni  logarit- 
mici e mostra  il  modo  di  ridurre  queste  equazioni  , spesso 
assai  complicate  , ad  altre  simili  più  semplici  , riducendo  cosi 
infine  la  questione  a quella  trattata  da  Ahel,  nel  tomo  i del 
giorn.  di  Creile  (2). 

Ma,  secondo  il  metodo  di  risoluzione  che  da  questo  lavoro 
di  Abel  scaturisce , bisognerebbe  sviluppare  il  radicale  in  fra- 
zione continua  e proseguire  lo  sviluppo  sino  a che  se  ne  ma- 
nifestasse la  periodicità,  qualora  la  medesima  esistesse.  Ma,  non 
conoscendosi  anticipatamente  il  numero  dei  termini  del  periodo 
(od  un  limite  superiore  di  esso  numero)  , è chiaro  che  , nel 
caso  ove  manchi  la  periodicità  , siffatto  metodo  condurrebbe  a 
proseguire  indefinitamente  lo  sviluppo  senza  mai  ottenere  un 
risultalo  che  desse  sicuro  avviso  di  questa  mancanza.  Onde  ri- 
mediare a tale  difetto  il  sig.  Tchebichef  presenta  un  nuovo 
metodo  (3)  nel  Bulletin  de  1'  Académie  de  St  - Pétersbourg  per 
l’anno  1860  (tomo  3).  Seguendo  questo  metodo,  con  due  serie 
di  operazioni  algebriche,  il  numero  delle  quali  in  ciascuna  serie 


fi)  Mr moirei  de  V Aeadémie  imp.  de t Science!  de  St  - Pétenbourg.  Si z téme  Sèrie.  Scien- 
te! matti,  et  phyt.  T.  6.  Ovvero  , giornale  ili  Liouvillc,  tomo  2 della  serie  2. 

(2)  Que*l-'i  Memoria  diede  occasione  ad  una  Nota  intorno  la  integrazione  delle  funzioni 
irrazionali  pubblicata  negli  annali  del  prof.  Torloliui  per  I’  anno  1856. 

(5)  La  relativa  Memoria  ha  per  titolo  : Sur  /'  integration  de  la  differcntielle 


; : ax  . 

1/ autore  ne  diede  un'estratto  nei  Compia  H.  dell’  Accad.  di  Parigi  (tomo  51).  Si  la  Me- 
moria che  P estratto  comparvero  poi  anche  nel  (omo  9 dell»  serie  2 del  giuri),  di  Liouville. 
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non  può  superare  un  limite  determinabile  anticipatamente,  o si 
raggiunge  la  certezza  della  impossibilità  deli'  integrazione  nel 
modo  desiderato,  o si  effettua  questa  integrazione  completamente. 
Il  metodo  però  vale  soltanto  per  il  caso  in  cui  i coefficienti 
della  funzione  intera  sotto  il  segno  radicale  sieno  razionali  (I). 

La  seconda  Memoria  del  sig.  Tchebicbef  determinava  il 
sig.  Weierstrass  ad  indicare  , con  lettura  del  26  Febb.  1857 
dinanzi  all’  Accad.  delle  scienze  di  Berlino  (2),  come  si  potesse 
fare  la  stessa  ricerca  in  maniera  più  semplice  e più  chiara.  In 
essa  faceva  dapprima  riflettere  < che  il  problema  stesso  (limi- 
tato com'  è alla  radice  quadrata  di  una  funzione  intera  del 
quarto  grado)  trovasi  propriamente  già  a pieno  risoluto  in  virtù 
dei  principi  svolti  da  Abel  nel  suo  ultimo  lavoro,  sgraziatamente 
incompiuto,  concernente  le  relazioni  più  generali  possibili  tra  fun- 
zioni ellittiche,  logaritmiche  ed  algebriche;  i quali  principi  per- 
mettono nel  tempo  stesso  di  formarsi  un  concetto  più  chiaro  e più 
profondo  della  natura  della  cosa  , di  quello  che  si  possa  ottenere  , 
proponendosi  di  raggiungere  il  risultato  immediatamente  con  un 
calcolo  algebrico,  di  necessità  assai  complicato,  senza  riferirsi  alla 
teorica  della  intiera  classe  di  quantità,  a cui  appartiene  quella  presa 
in  considerazione  ». 

Il  saggissimo  riflesso  contenuto  nel  secondo  periodo  di 
questo  brano  merita  tutta  1’  attenzione  ; esso  caratterizza  già 
in  parte  il  metodo  seguito  dal  sig.  Weierstrass  nella  della  par- 
ticolare ricerca,  o più  in  generale , caratterizza  già  in  parte  il 
metodo  che  in  tutte  le  ricerche  di  simil  natura  venne  con 


(t)  Crediamo  dover  filare  a questo  proposito  le  sostituzioni  indicate  dal  sig.  Ilermilc 
{Creile,  tomo  52)  c dal  sig.  Brioschi  [Annali  di  matematica,  tomo  3;  Compiei  H,,  tomo  56; 
Rendiconto  dell’ adon.  24  Febbr.  1864  del  R.  Islil.  Lombardo),  per  le  quali  il  di  Aereo- 
d x 

ziale , dove  9 (x)  significa  funzione  intera  del  quarto  grado,  si  trasforma  per  modo 

V*  (*) 

ebe  la  espressione  sotto  il  segno  radicale  riducesi  a non  contenere  altri  coefficienti  letterali 
ebe  gli  invarianti  quadratico  e cubico  della  forma  9 (x)  ; perché  appunto  i criteri  ed  i li- 
miti stabiliti  nella  sua  Memoria  dal  sig.  Tchebichcf  diventano,  per  le  sostituzioni  stesse, 
più  evidenti,  ed  acquistano  un  carattere  di  maggiore  generalità. 

(2)  Vedi  la  Nota  Veber  die  Intcgr.  già  citata  a pog.  30. 
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buona  ragione  a conseguire  il  predominio  , ossia  a sostituirsi 
ai  metodi  seguiti  nei  lavori  dianzi  citati  (1). 

Il  sig.  Weierstrass  deve  aver  compiuto  ricerche  generalis- 
sime sull’  argomento  di  cui  stiamo  riferendo.  Ma  di  esse  non 
siamo  in  grado  di  dare  alcuna  precisa  informazione,  attesoché 
finora  non  abbiamo  potuto  averne  alcuna  esatta  contezza. 
L’  illustre  matematico , forse  per  cagione  delle  gravi  malattie  , 
ma,  del  resto,  non  unico  fra  i Sommi  nel  rifuggire  dalle 
noje  gravose  della  stampa , non  diede  finora  alle  medesime 
vera  pubblicità  ; limitandone  la  comunicazione  alla  stretta  cer- 
chia degli  amici  o dei  colleghi  nell'  Accademia.  Chi , bramoso 
di  conoscere  siffatti  studi  , ricorre  alle  pubblicazioni  del- 
l’ Accademia  , fa  passare  indarno  i volumi  delle  Memorie  e 
nei  resoconti  mensili  trova  la  più  parte  delle  di  lui  comunica- 
zioni segnate  coll’  asterisco,  vale  a dire  ridotte  ai  puro  titolo. 
Fra  queste  citeremo  con  speciale  rincrescimento,  per  riguardo 
alle  ricerche  di  cui  qui  dovevamo  compiere  la  indicazione , le 
seguenti  : Allgemeine  Untersuchungen  ueber  die  Integrale  algebrai- 
scher  IJifferentiale  (2).  Ueber  die  amlgtische  Form  der  Integrale 
algebraischer  Differentiale.  Ueber  die  Theorie  der  aUgemeinsten 
Abel’  schen  Transcendenlen  (3). 

Come  già  si  è potuto  alcun  poco  vedere,  le  ricerche  sul- 
I’  integrabilità,  con  date  funzioni,  delle  forinole  differenziali  non 
procedettero  separate  dalle  analoghe  ricerche  per  le  equazioni 
differenziali.  Ciò  è ben  naturale  ; dappoiché  le  prime  ricerche 
possono  a dir  vero  considerarsi  come  casi  particolari  delle  se- 
conde. Di  queste  ci  occuperemo  espressamente  nella  seconda 
serie  delle  nostre  Notizie ; non  già  col  proposito  di  dare  una  com- 


(I)  IVr  altro  «|uc»li  metodi  non  *0110  tulli  veramente  da  abbandonarsi,  e come  ossrrva, 
e prova  il  prof.  Gcnocchi  , il  metodo  emergente  dui  principi  del  sig.  Liouvillc  , può  pur 
sempre  condurre  a pregevoli  risultati. 

(3)  Di  esse  non  possiamo  dir  altro  se  non  che  ne  fu  comunicala  una  parte  all'  Acca- 
demia nella  seduta  del  6 Luglio  1837.  Egli  t da  queste  ricerche  che  il  sig.  Aronbold  traeva 
motivo  , come  ucrcunammo  , di  fare  un  importante  lavoro. 

(3)  Atonatiberichle  vom  1865. 
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pietà  indicazione  di  esse  o,  più  in  generale,  d’ogni  ricerca  impor- 
tante nell’ argomento  delle  equazioni  differenziali;  ma  col  pro- 
posito, più  ristretto  e più  adatto  alle  nostre  forze,  di  mostrare 
che  dalle  moderne  ricerche  basale  sulla  variabilità  complessa 
andò  sorgendo  por  lo  studio  delle  equazioni  differenziali  un 
nuovo  metodo,  che  noi  crediamo  di  poter  qualificare  come  ve- 
ramente scientifico  e fecondo,  metodo  che  si  deve  principal- 
mente riconoscere  dai  lavori  di  Cauchy  e dei  signori  Briot  e 
Bouquet,  Weierstrass,  Rieraann. 

Passiamo  adesso  ai  lavori  che  concernono  la  inversione 
degli  integrali  e le  varie  sorta  di  trascendenti  che  con  essa  si 
è condotti  a considerare. 

L’  importanza  dei  risultati  ottenuti  colla  introduzione  delle 
funzioni  inverse  nella  teorica  delle  trascendenti  ellittiche  non 
poteva  a meno  di  provocare  bentosto  il  tentativo  della  inver- 
sione degli  integrali  d’  ordine  superiore  , e precisamente  , in 
primo  luogo,  degli  iperellitici  di  primo  ordine.  Cosi  infatti  av- 
venne : i tomi  9 e 13  del  giornale  di  Creile  porsero  le  medi- 
tazioni di  Jacobi  a tale  intento  (1). 

Queste  meditazioni  rivelavano  però  delle  difficoltà  allatto 
nuove.  Jacobi  faceva  vedere  (tomo  i 3),  chela  funzione  inversa 
di  un  integrale  iperellittico  di  primo  ordine  e prima  specie 
deve  possedere  quattro  periodi  irriducibili  fra  loro.  Ma,  d’altra 
parte,  ivi  pure  dimostrava,  che,  se  una  funzione  di  una  sola 
variabile  possiede  più  di  due  periodi  irriducibili  tra  loro,  essa 
deve  possedere  anche  periodi  infinitamente  piccoli.  Per  ciò 
una  funzione  , la  quale  abbia  un  sol  valore  per  ogni  valore 
della  variabile  e sia  sempre  continua  allorché  finita  , come 
sono  le  circolari  e le  ellittiche,  non  può  ammettere  più  di  due 
periodi  irriducibili  (2).  E pertanto  , volendo  escludere  la  con- 

(1)  Cnnsidcrationea  generala  de  trantccndmlibus  Abeliani» , Tomo  9. 

De  funclionibua  duarum  variabilium  quadruplici  ter  ptrindicie , quibus  thè  ori  a tranteen- 
dentium  Abeliannntm  innititur.  Tomo  13. 

(2)  Il  sig.  Puiscux  presentò  nel  1856  all’  Accademia  delle  Sciente  di  Pungi  la  estensione 
di  questa  proposizione  di  Jacobi  a funzioni  di  un  numero  qualunque  di  variabili  con  periodi 
simultanei.  Compì,  fi.  , tomo  43,  png.  321  c 681. 
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siderazione  di  funzioni  trascendenti,  che  potessero  comportarsi 
in  modo  ben  diverso  da  quello  già  riconosciuto  nelle  funzioni 
circolari  ed  ellittiche  , e sulle  quali  non  fosse  quindi  possibile 
di  costruire  teoriche  analoghe  a quelle  già  costrutte  sulle  dette 
funzioni,  bisognava  rinunciare,  cominciando  dagli  iperellittici  di 
prim’  ordine,  all’  idea  d’  introdurre  nell’  analisi  funzioni  di  una 
sola  variabile,  che  fossero  inverse  degli  integrali  considerati  ad 
uno  ad  uno.  Jacobi  abbandonava  quindi  infatti  il  pensiero  di 
una  simile  inversione  ; ma  , non  tale  da  acquietarsi  a questo 
risultato  puramente  negativo  , egli  volle  e riuscì  a scoprire 
come  si  potesse  tuttavia  procedere  ad  una  inversione  degli 
integrali  iperellittici,  senza  inciampare  nelle  difficoltà  prenotate. 
Ei  trovò  che  basta  considerare,  invece  di  un  solo,  p integrali  (ri- 
ferendoci agli  iperellittici  di  un’  ordine  qualsivoglia  (p— l)MÌn,°) 
di  prima  specie  ; prendere  ognuno  di  essi  con  p diversi  li- 
miti superiori  x, , x, , . . . , Xp  ; eguagliare  ognuna  delle  som- 
me , composte  coi  p integrali  cosi  ottenuti  da  uno  stesso  , 
ad  una  nuova  variabile.  Ne  risultano  di  tal  guisa  p equazioni 
fra  i limiti  xt,xt , . .. . ,xr  e le  nuove  variabili  u4 , w,, . . .,  up; 
e sono  precisamente  i p limiti  , riguardati  come  dipendenti 
dalle  p variabili  ut , u,  , che  Jacobi  propone  d’  in- 

trodurre nell’  analisi  , come  funzioni  inverse  per  gli  integrali 
in  discorso.  Tutto  ciò  è contenuto  nelle  stesse  due  precitate 
Memorie.  La  ragione  di  cosi  fatte  funzioni  inverse  venne 
desunta  dal  teorema  abeliano;  il  quale  per  tal  maniera  diventò 
il  fondamento  di  una  delle  più  mirabili  successioni  di  lavori 
che  I’  analisi  possa  noverare.  Ma,  per  ben  fissare  le  idee  su 
questo  punto  cardinale,  stimiamo  opportuno  di  qui  riportare 
quei  brani  della  Memoria  del  tomo  9 , che  più  specialmente 
si  riferiscono  alle  funzioni  inverse  per  gli  integrali  iperellittici 
di  primo  ordine  (t). 


(I)  In  questo  Memori»  Jacobi  considero  simultaneamente  due  questioni:  quell:)  delle  funzioni 
inverse,  e quella  delle  equazioni  differenziali,  di  cui  il  teorema  abeliano  fornisce  gli  integrali 
algebrici.  Le  due  questioni  si  eongiungono  cosi  naturalmente  Ira  loro  ned  teorema  abcliaoo 
che  non  crediamo  di  dover  escludere  olfatto  i brani  relativi  allo  seconda. 
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« Quando  I’  integrale 


-fi 


d x 

V ? (* ) 


sia  ellittico,  il  teorema  d’  Eulero  insegna,  che,  considerando  x 
come  funzione  di  m,®  = X(u)  , la  funzione  X («  -(-  u')  della 
somma  di  due  argomenti  può  esprimersi  algebricamente  mediante 
le  funzioni  X (u)  e X («')  dei  due  argomenti  separatamente  ; 
come  dagli  elementi  si  sa  aver  luogo  per  le  funzioni  circolari. 
Ora  domando  quali  sieno  le  funzioni  inverse  degli  integrali  abe- 
liani  e come  si  presenti , considei'ato  dal  loro  punto  di  vista  , il 
teorema  abeliano.  » 

« Il  teorema  d’  Eulero  dà  algebricametUe  I’  integrale  gene- 
rale dell’  equazione  differenziale  , 


V ? (*)  V ? (y) 


quando  y ( x ) sia  funzione  intera  del  quarto  grado.  Ora  do- 
mando, quali  sieno  le  equazioni  differenziali , i cui  integrali  gene- 
rali sono  dati  algebricamente  dal  teorema  abeliano.  > 

< Cominciamo  dal  caso  più  semplice  degli  integrali  abe- 
liani , dal  caso  cioè  in  cui  <p  (2)  sia  del  quinto  0 sesto  grado. 
Ritenuto  che  sia 


d x 

^?(«) 


= ® (*) 


r 


xd  x 

V ? (*) 


= 4>,  (x) 


pongo 


(x)  + a»  (y)  = « , 4>,  (x)  + «q  ( y ) = » 
e considero  x ed  y come  funzioni  di  u e v,  esprimendole  con 
x — l(u,v)  , y = X4  (u,  v ) . 


Siffatte  funzioni  delle  due  variabili  neo  sono  quelle  che  bisogna 
introdurre  nell’  analisi,  se  si  vuol  conservare  anche  nelle  abe- 
liane  1’  analogia  delle  funzioni  circolari  e.d  ellittiche.  Posto 
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ossia 

n (z)  = A 4>  ( x ) 4-  A{  4»!  (a:)  , 

il  teorema  abeliano  insegna  che  esiste  una  soluzione  algebrica 
dell’  equazione 

n (*)  + n(y)  + n (z)  = n (0)  + n(6), 

e cioè,  che  si  possano  determinare  algebricamente  o e 6 per  mez- 
zo di  x,  y,  z.  Ma  osservo , che  il  problema  di  determinare  o e b 
per  mezzo  delie  quantità  date  x,  y,  z è indeterminato , e che 
quindi  il  teorema  abeliano,  così  proposto,  non  altro  insegna  se 
non  che,  fra  le  innumerevoli  soluzioni  della  proposta  equazione 

n(«)  + n(6)=n(*)  + n(y)  + n(»), 

havvene  una  algebrica.  Ora  però  osservo  , che  le  relazioni  al- 
gebriche date  dal  eh.  Abel,  per  le  quali  a e b vengono  deter- 
minate mediante  x,y,z,  non  dipendono  per  nulla  affatto  dalle 
quantità  A ed  Ax . Perciò  le  stesse  due  relazioni  algebriche 
fra  x,  y,  z,a,  b soddisferanno  simultaneamente  ali’ una  ed  al- 
l’ altra  equazione  trascendente 

<I>  (o)  4-  <t>  (6)  = 4>  (z)  4-  ® (y)  4*  ® (2) 

(«)  4-  (b)  = 4»1  (z)  4-  *1  (y)  4-  *1  (2)  • 

Ove  queste  due  equazioni  sieno  date  simultaneamente,  le  quan- 
tità a 0 b vengono  ad  essere  totalmente  determinate  mediante 
le  x,  y,  *.  Pertanto  il  teorema  abeliano  , volendone  rettamente 
considerare  la  forza  e la  natura , devesi  proporre  nel  modo 
seguente 

TEOREMA 

Essendo  proposte  le  equazioni  simultanee 

4»  (a)  4-  4>  (è)  = 4*  (z)  4*  * (y)  4*  4*  (2) 

4>,  (a)  4-  (è)  = 4>j  (z)  4-  (y)  4"  (2)  . 

le  quantità  a e b possono  determinarsi  algebricamente  per  mezzo 
delle  quantità  date  X,  y,  t.  • 
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• Il  teorema  precedente  si  estende  facilmente  al  caso  in 
cui  sia  la  somma  di  quattro  o di  qualsivoglia  numero  di  tra- 
scendenti che  si  esprime  per  la  somma  di  due,  i cui  argomenti 
dipendano  algebricamente  dagli  argomenti  delle  prime.  Consi- 
derando il  caso  in  cui  la  somma  di  quattro  debba  esprimersi 
per  la  somma  di  due,  il  teorema  abeliano,  al  medesimo  appli- 
cato , insegna  di  nuovo , che  date  simultaneamente  le  due 
equazioni 

(a)  + 4»  (6)  = <I>  (x)  + d>  (y)  + <1*  (a/)  + <I>  (»/) 

<1»,  (a)  + <!>,  (6)  = 0»,  (x)  + 1»,  (J 0 + <I',  (xf)  + 1>,  (yO 

le  quantità  a e 6 possono  determinarsi  algebricamente  per  mezzo 
delle  quantità  date  x,y,xf,y'.  Ora  poniamo 

4>  (x)  + 4*  (y)  —■  u , <I>  (a/)  + $ (yO  = u' 
e 

4»,  (x)  + (y)  = v , <b{  (a/)  + (yO  = v'  ; 

per  le  equazioni  proposte  si  ha 

4i  («)  -f  4 (i)  = a -f  ti' , 
dq  (»)  + d’i  (h)  = *>  + o,• 

Ma , per  la  notazione  superiormento  introdotta  , abbiamo 
viceversa 

* ==  X (u,  v)  , y = X4  (u,  v)  , 

x?  = 1 («',  vf ) , y'  = ).j  («',  vr) , 

a = X (u  + u'  , o + 1/)  , fe  = X4  (m  + u'  , v + t>')  . 

E però,  per  le  nuove  funzioni  X (u,  v),  X,  (u,  v),  abbiamo,  corno 

traduzione  del  teorema  abeliano,  il  seguente 


TEOREMA 

Le  funzioni 

X (u,  v ) , X1  (w,  c) 

godono  della  proprietà  simile  a quella  che  dagli  clementi  si  conosce 
aver  luogo  per  le  funzioni  circolari  ed  ellittiche,  cioè  che  le 

X (u  + u',  p + v')  , X,  (u  -«'»»+  »') 
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si  esprìmono  algebricamente  mediante  le 

X (u,  v) , ).  («',  v')  ; X,  (m,  u)  , X,  (u',  vr).  » (1) 

« Il  teorema  d’  Eulero  dà  algebricamente  l’ integrale  ge- 
nerale di  un’  equazione  differenziale  del  prim’  ordine  fra  due 
variabili  , in  essa  separale.  Così  pure  il  teorema  di  Abel  dà 
algebricamente  m — 1 integrali  generali  (cioè  contenenti  m — i 
costanti  arbitrarie)  di  m — 1 equazioni  differenziali  del  primo 
ordine  fra  m variabili,  le  quali  sono  in  ciascuna  equazione  se- 
parate. Cominciamo  ancora  dal  caso  più  semplice,  cioè  di  <?(x) 
del  quinto  o sesto  grado.  In  tal  caso  sappiamo  dal  teorema 
abeliano,  ebe  le  due  equazioni  trascendenti 

<b  (x)  -f  ( y ) + 4>  (z)  = 4)  (a)  + <I>  (6) 

(*)  + (i-,  (y)  + (*)  = «*i  («)  + ( b ) 

tengono  luogo  di  due  equazioni  algebriche  fra  le  cinque  quan- 
tità x,  y,  2,  a,  b.  Consideriamo  a e b come  costanti  ; differen- 
ziando le  due  equazioni  ora  scritte,  scompajono  affatto  a e b , 
c si  ha 

dx  dy  dz 

V 9 (#)  V ? ( y ) V ? (2) ~ ° ’ 

x dx  y dy  z d 2 

V?ix) + V?(y)  + V?  0)  ~ ° 

Sono  queste  pertanto  le  due  equazioni,  di  cui,  nel  caso  sem- 
plicissimo preso  in  considerazione,  il  teorema  abeliano  dà  al- 
gebricamente gli  integrali  generali,  i quali  sono  appunto  le  due 
nominate  equazioni  algebriche  fra  x,  y,  z e le  costanti  arbitra- 
rie a,  b.  » (2) 

(\)  Esposto  questo  teorema  <f  addizione  degii  argomenti  per  le  funzioni  inverse  degli 
integrali  ipercllillici  di  prim’  ordine  , I'  autore  espone  il  teorema  stesso  per  le  funzioni  in- 
verse degli  integrali  iperelliltici  dell’  ordine  qualsiasi  m — 2.  Indi  passa  alle  considerazioni, 
che  qui  riportiamo,  sulle  equazioni  differenziali. 

(2)  Dopo  di  ciò,  l’Autore  espone  il  sistema  delle  equazioni  differenziali  per  iJ  esso  degli 
integrali  iperellittici  del  sccond’  ordine  ; tralasciando,  siccome  coso  affatto  ovvia,  di  esporre 
il  sistema  generale  , cioè  corrispondente  agli  integrali  dell’  ordine  qualsiasi  m — 2 , il  quale 
si  compone  di  m — 1 equazioni  fra  m variabili.  Finalmente,  termina  la  Memoria  raccoman- 
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Ritornando  alle  funzioni  X e X4  , esse  sono  bensì  dotate 
di  periodicità  quadrupla,  ma  la  periodicità  , riferendosi  adesso 
non  più  ad  una  sola  variabile,  si  bene  alle  due  variabili  u , v 
ad  un  tempo  , non  trae  più  seco  le  conseguenze  additate  per 
il  caso  di  funzioni  d’  una  sola  variabile.  La  maniera  di  veri- 
ficarsi della  periodicità  nella  funzione  X,  e lo  stesso  intendasi 
della  funzione  X, , sta  espressa  nell’  equazione  : 

l(u+nA+n'A,+n''A"+n"'A'",  v+nB+n'B'+n"B"+n'"Bm) 

= * («»  »)  , 

dove  A,  A',  A",  A"’  denotano  i periodi  relativi  alla  variabile  u; 
B,  B' , B" , B'"  quelli  relativi  a »;  n,n',n",n'"  numeri  interi 
arbitrari.  Facendo  crescere  u , per  esempio  , del  periodo  A , 
bisogna  far  crescere  nel  tempo  stesso  v del  periodo  B , se  si 
vuole  che  il  valore  di  X non  soffra  alterazione  (1). 


dando,  come  problema  da  risolvere  , la  diretta  integrazione  di  questi  sistemi  di  equazioni , 
in  modo  da  ottenere  una  dimostrazione  del  teorema  di  Abe)  simile  a quella  che  Lagrange 
riuscì  a dare  del  teorema  d’  Eulero. 

Siffatti  sistemi  d’  equazioni,  ossia  dirò  , il  tistema  generale  delle  equazioni  differenziali 
iperellitliche , fu  poscia  designato  col  nome  di  ttitlcma  jacobiano. 

Circa  la  risoluzione  di  questo  problema,  si  osservino  : Jacobi  ( Creile , tomo  24,  pag.  28 
c tomo  32,  pag.  22  M,  Rirhclot  ( Creile , tomo  23  , pag.  354  c tomo  23,  pag.  97)  , Mainardi 
(Memorie  di  Mut.  e Fis.  della  Società  Italiana  , tomo  23.  Modena  , 1846),  Minich  ( Memorie 
dell'Istituto  Veneto,  volume  3,  1847),  Brioschi  (Crelle-Borcliardt,  tomo  55).  Nel  1862  il  sig. 
Wcierstrass  presentò  all'  Accademia  di  Berlino  una  Nola  sull'  integrazione  dello  stesso  sistema 
(Mona tsberi chi  von  Februar). 

(1)  Ciò  che  diciamo  delle  X c Xt  intendasi  analogamente  anche  delle  funzioni  di  qual- 
sivoglia numero  di  variabili.  Nell*  argomento  qui  toccato  figurano  due  diverse  specie  di 
considerazioni  : considerazioni  dirette  a riconoscere  quanta  periodicità  possa  darsi  in  una 
funzione  di  una  o di  un  certo  numero  di  variabili  , che  debba  possedere  talune  proprietà  , 

come  , per  esempio  , di  avere  un  solo  valore  c di  essere  continua  per  ogni  sistema  di 

volori  finiti  delle  variabili  ; e considerazioni  dirette  a riconoscere  quanti  e quali  ncriodi 
spettino  a funzioni  inverse,  ossia  quanti  moduli  di  periodicità  ad  integrali  proposti.  Entrambe 
queste  specie  di  considerazioni  riceveranno  il  dovuto  sviluppo  nel  corso  delle  nostre  lezioni; 
ma  in  questa  serie  di  notizie,  come  già  si  sarà  notalo,  noi  noti  le  tocchiamo  che  leggerissi- 
mamente. Le  considerazioni  della  prima  specie  sono  di  un  carattere  elementare  c puramente 
aritmetico;  e per  trarne  le  conclusioni,  che  importano  nella  teorica  delle  funzioni,  basta  di 
conoscere  alcuni  teoremi  fondamentali,  qual’  è questo,  clic,  se  una  funzione  non  varia  per 
quanto  si  voglia  breve  tratto  finito  ul  variare  della  variabile  per  gradi  insensibili 

entro  limili  fra  i quali  la  funzione  debba  avere  un  solo  valore  ed  essere  continua  , 
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Finalmente  faremo  ancora  notare  in  riguardo  alle  investi- 
gazioni di  Jacobi  sulle  nuove  funzioni  ( intendiamo  sì  X e X4 
come  le  altre  degli  ordini  superiori)  che  , in  una  Nota  letta 
nel  1843  all’Accademia  delle  Scienze  di  Pietroburgo  (1),  egli 
indicò  la  proprietà  che  hanno  di  essere  componibili  algebrica- 
mente con  funzioni  di  una  sola  variabile  ; proprietà  che  non  è 
altro  ancóra  che  una  traduzione  del  teorema  abeliano. 

Passiamo  ormai  ad  indicare  i lavori  provocati  dal  tracciato 
indirizzo  jacobiano. 

11  primo,  che,  a nostro  credere,  sia  comparso  intorno  alle 
nuove  funzioni , fu  del  1843  , dovuto  ad  un’  allievo  dei  primo 
anno  della  scuola  politecnica  di  Parigi  : che  tale  era  allora  il 
sig.  Hermite.  Questo  lavoro  versa  sulla  divisione  delle  funzioni 
abeliane  (2).  Cominciando  dalle  funzioni  abeliane  del  prim’ or- 
dine, vale  a dire  dalle  funzioni  X e X,  (3),  e rammentando  la 


essa  non  è propriamente  una  funzione , ma  una  costante.  Le  considerazioni  della  se* 
conda  specie  sono  pure,  al  giorno  d’oggi,  affatto  ovvie;  ma  tali  non  erano  quando  venivano 
in  luce  le  due  Memorie  di  Jacobi.  Queste  considerazioni,  relative  alla  determinazione  di  tutti 
ì valori,  clic  un’  integrale  può  assumere,  senza  che  i suoi  limili  si  cambino  , liberuronsi  da 
ogni  oscurità,  mercè  la  idea  della  integrazione  curvilinea,  ossia  con  variabile  complessa,  in- 
trodotta, come  vedremo,  nell’  analisi  da  Cauchy. 

(1)  Jiullctin  de  la  classe  phys.-math.  de  V Acad.  Tome  2 A’o . 7.  Od  anche  , Creile  , 
tomo  30,  pag.  183. 

(2)  Il  lavoro  vicn  presentato  all’  Accad.  delle  scienze  nella  seduta  del  IO  Luglio.  Nel 
Compie  Renda  della  sedutu  del  li  Agosto  se  ne  trova  il  rapporto  steso  dal  sig.  Liouville. 
Questo  rapporto  si  trova  anche  nel  tomo  8 del  giornale  del  sig.  Liouville  , susseguito  du 
una  lettera  di  Jacobi  al  novello  analista.  Il  lavoro  venne  poi  pubblicalo  nel  tomo  IO  dei 
Mimoirti  prèsenlès  » . • 

(3)  Essendo  da  noi  qui  sempre  adoperati  gli  stessi  segni  X c X,  per  designare  le  fun- 
zioni inverse  degli  integrali  ipcrcllitlici  di  prim’  ordine  e prima  specie,  giova  avvertire  clic 
queste  non  s*  intendono  per  ciò  sempre  definite  precisamente  come  dapprima  fu  indicato  , 
cioè  mediante  le  equazioni 

X Xj 

J K»(*i  J 

X Xj 

fi* L + . 

</ V 9 (*)  J v'  9 (*) 

la  luogo  di  questi  integrali  potranno  essere  intesi  altri  fra  quelli  rappresentati  in  generale 
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proprietà  fondamentale  di  queste  funzioni , di  essere  cioè  le 
quantità 

X(u  + ti',  » + t/)  , \ (u  + u',  v + v') 
radici  di  un’  equazione  di  secondo  grado,  i cui  coefficienti  sono 
funzioni  razionali  di 

X (m,  e),  X,  (u,  e),  t/ <p  ( X(u,i>))  » |/ y (X^n.c)) 

^(u'y),  x/u'.y'),  y (x(V,«/))  • |/?  ( x^u'.c')  ) ; 

riflette  che,  qualunque  sia  il  numero  intero  n,  le  due  funzioni 
X (nu,  nv) , X,  (n«,  nv)  saranno  pure  le  radici  di  un’  equazione 
di  secondo  grado  a coefficienti  razionali  in 

X(u,e),  X4(u,o),  |/  <f  (X(m,p))>  |/ij>  (Xt(u,t-))  ; 


per  cui , mediante  la  risoluzione  di  due  equazioni  algebriche  , 
si  potrà  determinare  inversamente 

X (u,  y)  e X4  ( u , e) 


per  mezzo  di 


X (no,  ne)  e X4  (no,  no)  . 


In  questa  determinazione  consiste  appunto  la  divisione  delle 
funzioni  X e X1 . L’  autore  riesce  ad  effettuarla  mediante  radicali, 
ammettendo  la  divisione  delle  funzioni  complete.  Inoltre  fa  vedere 
che  considerazioni  adatto  simili  a quelle  impiegale  per  il  primo 
ordine  si  applicano  agli  altri  ordini  delle  funzioni  abeliane.  Cosi 


nella  forinola 


/ 


A * 
>»(*) 


d x 


Faremo  poi  notare  di  passaggio  che  la  forma  canonica,  ossia  In  forma  sotto  la  quale  soglion&i 
di  preferenza  supporre  gli  integrali  iperellitlict  di  primo  ordine,  è quella  clic  già  si  trova 
impiegata  da  Jacobi  nella  precitata  celebre  Memoria  del  tomo  13  in  cui,  cioè  9 (*)  suppo- 
nevi della  forma 

» («)  — * (I  — *)  d — ***)  (I  — **  *)  (■  — I»’  *)  • 

Le  costauti  x1,  ).*,  p1  $*  immaginano  , d’  ordinario  , reali  positive  c minori  deir  unità. 
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egli  conseguiva  , in  tanto  giovane  età  , per  le  equazioni  a più 
incognite  della  divisiono  delle  funzioni  iperellittiche  , quanto 
trovava  di  già  fatto  per  le  equazioni  ad  una  sola  incognita  della 
divisione  delle  funzioni  ellittiche. 

Poco  dopo  , in  un  lavoro  , di  cui  leggesi  un’  estratto  nel 
Compie  Rendu  della  seduta  del  17  Giugno  1844,  egli  introduce 
le  funzioni  inverse  per  le  trascendenti  a differenziali  algebrici 
qualunque  , e somministra  per  esse  importanti  risultati.  Co- 
mincia col  generalizzare  , mediante  il  teorema  abeliano  più 
generale,  le  considerazioni  fatte  da  Jacobi  mediante  il  teorema 
abeliano  relativo  agli  integrali  iperellittici  nella  già  considerala 
Memoria  del  tomo  9 del  giorn.  di  Creile. 

Successivamente,  e cioè  nel  1855,  in  notabilissime  ricer- 
che (1),  le  quali  veramente  dovrei  accennare  un  po’  più  tardi, 
egli  sviluppa  la  teorica  della  trasformazione  delle  funzioni  abe- 
liane  del  prim’  ordine.  Indicando  con  (ì{u,  t>),  . . . . , fK(u,v) 
le  quindici  funzioni  abeliane  che  si  presentano  (2)  prendendo 
in  considerazione  le  equazioni 


x 

0 


d x 


xdx 

V ? (®) 


indicando  inoltre  con  F,  ( u,v ),  . . . , v)  le  altre  quin- 
dici funzioni  alle  quali  si  giunge  partendo  dalle  equazioni 

-f/3*  Py  * + P y 


p**  + px  p 

J |/*(a0 


k'K*) 

7+^ 


+ P 

J 1/<P(X)  ^ J 


VHy) 

11  •/  + * y 

V'b  (y) 


(I)  Vedi  il  lomo  40  dei  Compie»  Rendu». 

(iì  Vedi  più  sotto  ciò  clic  si  riferisce  al  sig.  Roscnhain  ed  a Gdpel. 


Digitized  by  Google 


54 


dove  &,P,y,à  sono  costanti  e '}(*)  funzione  intera  come  <?(x)  del 
quinto  o sesto  grado;  egli  pone  come  segue  il  problema  della 
trasformazione.  « Data  essendo  la  funzione  intera  f(x),  determi- 
nare i coefficienti  diif(*)  e le  costanti  a, /3,y,d  in  modo  che  le 
quindici  funzioni  F(u,v)  possano  esprimersi  razionalmente  per 
mezzo  delle  quindici  funzioni  f {u,  v)  >.  La  considerazione  dei 
periodi,  che  le  funzioni  suddette  devono  possedere,  lo  conduce 
tosto  a considerare  sistemi  di  4*  numeri  interi  che  devono 
soddisfare  a certe  condizioni.  Collo  studio  aritmetico  delle 
proprietà  di  questi  sistemi  e colle  forme  analitiche  date  dal 
sig.  Rosenhain  e da  Gopel  I’  autore  si  pone  in  grado  di  intra- 
prendere la  teorica  della  trasformazione,  della  quale  stabilisce 
due  punti  cardinali. 

A queste  ricerche  va  collegata  la  Nota  Sur  la  théorie  de  la 
transformation  des  fonctions  abélieties  (1  ) , colla  quale  il  sig. 
Brioschi  determina  i coefficienti  dei  polimoni  omogenei  sommi- 
nistranti le  forinole  di  trasformazione. 

Dopo  il  primo  lavoro  del  sig.  Hermite,  un  nuovo  passo,  di 
capitale  importanza  per  le  nuove  funzioni,  si  compie  per  opera 
di  Gópel  e del  sig.  Rosenhain.  Essi  giungono,  I’  uno  all’  insaputa 
dell’  altro  , a scoprire  una  effettiva  espressione  per  le  funzioni 
l(u,v)  e ).,(«, t>).  La  Memoria  di  Gopel  compare  nel  1847  nel 
giornale  di  Creile  (2);  quella  del  sig.  Rosenhain  vien  presentata 
nel  1846  all’  Accademia  di  Parigi , premiata  e pubblicata  nel 
1851  (3).  Il  punto  di  partenza  dei  loro  lavori  è lo  stesso,  ma 
non  identica  la  via  che  battono.  Essi  non  contemplano  dappri- 
ma le  due  equazioni  differenziali  ; ma  , togliendo  a modello  la 
trattazione  adottata  in  ultimo  da  Jacobi  per  la  teorica  delle 
funzioni  ellittiche  , riescono  con  felice  divinazione  a generaliz- 
zare opportunamente  la  legge  di  formazione  della  serie  infinita 


(1)  Compiti  lì.  , tomo  il  (1858) , pag.  310. 

(2)  Ultori  ac  transcendentium  Abrlianarum  primi  ordini t a dumbrotin  Irvis.  Tomo  35. 

(3)  Mèmoiret  tur  Ut  ftnclioat  de  dtux  variatiti  « quatt  ri  perioda  uri  ionio  1 1 del 
Mt'mnirci  pr  è tenta  . . . Vedi  anche  T Auszutj  mehrtrcr  Sthrtiben  nn  den  llerrn  Prof.  C. 
G.  J Jacobi  ùber  die  hypcrclliplitchcn  Transccndtntcn  nel  tomo  40  del  giorti.  di  Creile. 
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esprimente  la  funzione  jacobiana , e trovano  , che  con  questa 
serie  generalizzata  ( funziono  dello  due  variabili  u e v ) , si 
esprimono  affatto  semplicemente  i coefficienti  dell’equazione  di 
secondo  grado,  le  cui  radici  sono  le  funzioni:  X(w,o)  e X^u,!»). 
Da  questa  serie  si  hanno  propriamente  sedici  serie  cosi  natu- 
ralmente come  quattro  della  serie  jacobiana.  I rapporti  fra  le 
sedici  serie  danno,  oltre  i coefficienti  dell’  equazione  suddetta, 
ossia,  oltre  le  due  funzioni  X-j-XjC  XX,,  altre  tredici  funzioni, 
le  quali  dipendono  in  modo  algebrico  irrazionale  dalle  prime  ; 
ed  il  sistema  di  tutte  e quindici  tiene  lo  stesso  posto  nella 
teorica  delle  trascendenti  ipcrellittiche  di  prim’  ordino  , come 
il  sistema  delle  tre  sn  u,  cn  u,  iln  u nella  teorica  delle  trascen- 
denti ellittiche. 

I risultati  di  Gopel  sono  appena  fatti  di  pubblica  ragione, 
e non  ancora  lo  sono  quelli  del  sig.  Rosenhain,  che  in  un  pro- 
gramma ginnasiale  (1)  vengono  annunziati  risullamenti  di  ri- 
cerche mollo  più  generali , riguardanti  cioè  le  trascendenti 
iperellittiche  , non  del  solo  primo  ordine  , ma  di  un’  ordine 
qualunque.  Questa  Memoria , colla  quale  il  sig.  Weierslrass 
veniva  a mettersi  fra  i primi  matematici  del  nostro  tempo  , 
aveva  propriamente  per  iscopo  speciale  di  far  conoscere  lo  re- 
lazioni fra  gli  integrali  iperellittici  (di  ordine  qualunque)  completi 
di  prima  e seconda  specie  ; relazioni  analoghe  a quella  , che 
segnalammo  di  Legendre  per  gli  integrali  ellittici,  c necessarie 
per  lo  studio  e la  rappresentazione  analitica  delle  trascendenti 
su  nominale  (2).  Una  Memoria  espressamente  destinata  a render 
noti  i risultati,  che  nella  teorica  di  queste  trascendenti  il  sig. 
Weierslrass  conseguiva,  compare  nel  1854  (3).  La  distesa  trat- 
tazione però  non  viene  in  luce  se  non  per  una  parte  delle 


i\)  Jahretberìeht  uber  da»  K . Kaih.  Gymnatium  tu  /iraunsberg  in  dem  Sehuljahre  1848- 
49.  La  Memoria  porta  il  tilolo  di  Dcilrag  zur  Thtorie  der  Aber  tchen  Integrale. 

(2)  In  una  Memoria  , che  si  legge  negli  Annali  di  malcra.  del  sig.  Tortolini  pel  1838 
(pag.  12,  il  sig.  Brìoscki  ottiene  siffatte  relazioni,  e sotto  la  stessa  forma  e sotto  forma  dif- 
ferente, per  via  diversa  da  quella  del  sig.  Weierslrass  ed  ili  sommo  grado  semplice  c diretta. 

(3)  Zur  Thtorie  der  Abel'  tchen  Funetionen.  Giorn.  di  Creile,  Tomo  47. 
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medesime  in  una  Memoria  del  1856  (1).  Di  questa  diamo  ora 
qualche  notizia. 

L'  autore  presenta  il  sistema  jacobiano  delle  equazioni  ipe- 
reilittiche  sotto  la  forma 


dut  = K 


P (x,)  d xi 
xi  fli  V fi  (*1) 


+ ....  +H 


P(xp  ) dXp 
xP  a,  [/  R (xp  ) 


dup 


P(* i) 

xi  — aP 


dxi 

V « (*i) 


+ ...-  + K 


Xp  “*  flp 


dove  intende  che  siano 


d Xp 

|/  /?  (xp  ) 


R (x)  — Ae  (x  a4)  ( x Oj)  • . • . (x  ojp^-i) , 

P (x)  = (*  — a4)  (x  — o,)  . . . (x  — Op  ) , 

A„  una  costante,  ai,ai, . . . a*p+  i pure  delle  costanti  reali  o 
complesse  qualsiansi , ma  tutte  differenti  tra  loro  ; e dove  sta- 
bilisce che  le  quantità  x,  , x, , xp  debbano  prendere  i 

valori  a,,a,,  ...  ,ap  quando  le  variabili  indipendenti  u{,uìt  ...,up 
si  annullino  simultaneamente. 

Ciò  posto  , il  problema  jacobiano  d’  inversione  domanda 
che  si  trovino  espressioni  analitiche  delle  x, , x, , . . . , xP  per 
mezzo  delle  u, t/p  . Però,  come  già  si  vide  nel  caso  di 
p = 2 , non  sono  propriamente  le  . espressioni  delle  quantità 
x4  , x, , . . . ,xp,  ma  piuttosto  quelle  delle  funzioni  simmetriche 
di  dette  quantità  che  convien  di  cercare.  Imperocché  , come 
Jacobi  aveva  già  dichiarato  , siffatte  funzioni  simmetriche  rie- 
scono funzioni  delle  ui,ui, . . . , uP  aventi  un  solo  valore  per 
ogni  sistema  di  valori  finiti  delle  variabili  e sempre  continue 
finché  restano  finite.  E pertanto  il  problema  d’ inversione  potrà 
definirsi  siccome  il  problema  di  trovare  le  espressioni  dei  coef- 
ficienti Pt  , P, Pp  dell’  equazione 

xr-  + P,  »- 1 + P3xp~*  + ....+  Pp  = o , 


(I)  Thcorie  dar  Abrl’  tcftrn  Funclionen.  Gì  or*,  di  Creile,  Tomo  Ili. 
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le  cui  radici  debbano  essere  le  funzioni  xltxt . ,xf  de- 
terminate dalle  su  riferite  equazioni  differenziali. 

Ma  diciamo  più  particolarmente  come  mette  la  questiono 
il  sig.  Weierstrass.  Dopo  aver  detto  della  precedente  equazione, 
aggiunge  : 

una  funzione  intera  di  x del  ( p — grado 

Qt  xp-'  -f  OjXP-1  + . . . + QP  , 
i cui  coefficienti  sono  funzioni  della  stessa  natura  delle  Pt  , 
Pt , . . . , Pp  , dà  i valori  da  applicarsi  ai  radicali 

[/ R (xf)  > [/R  (xf\  >••••»  l /R  (,xP  ) > 
mettendo  in  essa  al  posto  di  x ordinatamente  xi,xi,  ...xp  » 

« Quindi  ogni  espressione  , composta  in  maniera  razionalo 
e simmetrica  colle 

x,  ,xìt...,  Xf  e [/R  (*,)  , \/R  (a;,) .... , [/R  (xP  ) , 

riesce  funzione  delle  u, , us ue  della  natura  delle  Pi,Pì,..., 
Pp  . Ed  in  particolare  emerge  , che  il  prodotto 

(a,  — xt)  (ar  — xt) (ar  — Xp), 

dove  r significa  uno  dei  numeri  f,  2, ...»  2 p + 1 , è il  qua- 
drato di  una  simile  funzione.  Se  pertanto , ponendo 

f (x)  =(x  — xt)  (x  — xt)  ....  (x  — x9  ) 
e denotando  con  ..  delle  costanti,  si  considerano 

le  quantità 

h{<?  (a,)  . V /ij  <?  (a,)  » • • • . V /ijpt'  ? (0VH) 

come  funzioni  delle  us, . . . , uv  : queste  funzioni  non  solo 
danno  agevolmente  i coefficienti  Pit  P5 , . . . , Pf  , ma  si  distin- 
guono , al  pari  delle  ellittiche  sen  am  u,  cos  am  u,  A am  u,  alle 
quali  riduconsi  per  p=\  ed  alle  quali  sono  in  generale  per- 
fettamente analoghe,  per  cosi  fatto  numero  di  proprietà  rimar- 
chevoli e feconde  , che  si  è autorizzati  a dare  di  preferenza 
ad  esse  , e ad  una  serie  di  altre  con  esso  legate  , il  nome  di 
funzioni  iperellitlichc  od  abeliane,  e si  è indotti  a fare  delle  me- 
desime I’  oggetto  principale  della  investigazione.  • 
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« La  prima  questiono  , che  ora  si  presenta  , concerne  la 
effettiva  rappresentazione  delle  quantità  testò  definite  , come 
pure  lo  svolgimento  delle  loro  principali  proprietà.  Quindi  si 
richiede  anche  di  rappresentare  1’  integrale 


F(x,)dxt  F{xi)dxì 

l /«(*,)  "*■ 


F(xf  )dxP 
VH{xP  ) 


dove  F ( x ) significa  una  funzione  razionale  qualunque  di  x , 
come  funzione  di  u, , u, , . . . , tiP  *. 

E quanto  al  metodo,  diversamente  da  Gopel  e dal  sig.  Rosen- 
hain,  l’autore  dichiara  « il  mio  studio  fu  sin  dal  principio  diretto 
al  ritrovamento  di  un  metodo,  che,  per  qualunque  valore  di  p, 
potesse  condurre  immediatamente,  per  una  via  semplice  e senza 
arbitrarietà  , dalle  precedenti  equazioni  differenziali  alla  rap- 
presentazione delle  quantità  xi,xi,..-,xe  come  funzioni  di 
ut , u, , . . . , «p  , sotto  forma  valevole  per  tutti  i valori  di  que- 
ste variabili.  Perfezionando  viepiù  un  procedimento,  di  cui  già 
mi  era  valso  con  buon  successo  per  sviluppare  direttamente  le 
funzioni  ellittiche,  senza  presupporre  le  forinole  della  moltipli- 
cazione e trasformazione,  mi  venne  fatto  di  raggiungere  a pieno 
lo  scopo  prefissomi;  e qui  si  presentò  come  risultalo  definitivo 
delle  mie  ricerche , che  tutte  le  funzioni  abeliano  di  un  dato 
ordine  riduconsi  a dipendere  da  una  sola  trascendente,  la  quale 
può  rappresentarsi  sotto  una  forma  semplice.  Così  è conse- 
guilo per  esse  funzioni  ciò  che  Jacobi  operò  a riguardo  delle 
funzioni  ellittiche,  e che  Dirichlet,  nel  discorso  commemorativo 
del  grande  matematico,  a ragione  designa  come  una  delle  sue 
maggiori  scoperte  » (I). 

Alla  trattazione,  nei  cui  dettagli  non  dobbiamo  qui  entrare, 
può  ascriversi  il  merito  di  essere  affatto  indipendente  da  ogni 


(I)  Come  il  nostro  autore  avvertirà  (Creile  , tomo  47  , pag.  298)  i melodi  di  Gòpcl  e 
del  sig.  Rosenhain  non  somministravano  via  opportuna  per  trattare  eziandio  le  funzioni 
ipercllitliilie  degli  ordini  successivi.  Jacobi  aveva  già  osservalo  che  , estendendo  senza  re- 
strizione di  sorta  la  generalizzazione  delle  serie  “i,  operala  con  tanta  perspicacia  dai  due 
suddclli  analisti,  a gradi  di  infinità  superiori,  ne  risultavano  serie  troppo  generali  , vale  a 
dire  contenenti  più  costanti  arbitrarie  che  non  nc  esistano  nelle  funzioni  da  rappresentarsi. 
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sussidio  geometrico  e di  non  esigere  nel  lettore  una  parti- 
colare preparazione.  Il  primo  dei  due  capitoli  componenti 
la  Memoria  può  dirsi  fabbricato  puramente  col  teorema 
abeliano  e colle  proposizioni  fondamentali  della  teorica  delle 
serie.  Ma  come  avvertimmo , questa  trattazione  per  disteso 
rimase  incompiuta.  Quanto  alla  determinazione  delle  richieste 
espressioni  delle  funzioni  abeliane,  egli  dimostra , eh’  esse  per 
valori  qualunque  delle  variabili  ul,ui ,uf  , non  eccedenti 
limiti  finiti  e prefissati  ( però  grandi  quanto  si  voglia  ) sono 
rappresentabili  mediante  quozienti  di  serie  ordinate  secondo  le 
potenze  intere  e positive  dello  medesime;  ma,  per  giungere  al- 
1’  effettivo  ritrovamento  di  espressioni  valevoli  senza  restrizione 

per  qualsiasi  sistema  di  valori  delle  u{,  , gli  fa  di 

bisogno  un  nuovo  principio,  col  quale  decidere,  se  una  o più 
funzioni  definite  da  una  o più  equazioni  differenziali  algebriche 
siano  di  quelle  aventi  il  carattere  delle  funzioni  razionali  fratte  , 
cioè  esprimibili  per  quozienti  di  serie  ordinate  secondo  le  po- 
tenze intere  e positive  delle  variabili  e convergenti  per  tutti  i 
valori  finiti  delle  stesse.  E pertanto  prende  a svolgere  questo 
principio,  per  il  caso  di  una  sola  funzione  e di  una  sola  equa- 
zione differenziale  nel  cominciamenlo  del  secondo  capitolo;  ma 
poi,  innanzi  di  passare  al  caso  delle  funzioni  abeliane  , trova 
conveniente  di  mostrare  1’  utilità  di  tale  principio  per  la  rap- 
presentazione delle  funzioni  ad  un  solo  valore  , applicandolo 
allo  trascendenti  ellittiche.  E quindi  dedica  a queste  lutto  il  resto 
del  secondo  capitolo;  dichiarando  infine,  che  il  metodo  seguito 
in  queste  di  lui  originali  ed  importanti  elucubrazioni  è in  essenza 
quello  stesso  che  seguirà  per  le  funzioni  abeliane.  Ma  rispetto 
a questi  successivi  sviluppi  ed  a ricerche  ancora  più  vaste , 
concernenti  cioè  la  inversione  e gli  altri  problemi,  non  soltanto 
della  teorica  delle  trascendenti  iperellittiche , ma  della  teorica 
delle  trascendenti  abeliane  lo  più  generali  non  ci  resta  che  ri- 
cordare le  già  fatte  dichiarazioni  circa  la  poca  inclinazione  del 
celebre  matematico  per  la  stampa. 

In  riguardo  della  teorica  creata  dal  sig.  Weierstrass  per 
le  trascendenti  iperellittiche  , faremo  ancora  notare  che  il  sig. 
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Brioschi  ne  svolgeva  alcune  parti  colla  solita  eleganza  in  una 
Memoria  stampata  negli  Annali  di  malem.  del  sig.  Tortolini 
pel  1858  (1). 

Un’  anno  dopo  la  pubblicazione  dell’  ultima  su  riferita  Me- 
moria del  prof.  Weierstrass,  e precisamente  nel  tomo  5i  (1857) 
dello  stesso  giornale  di  Crelle-Borchardt,  compare  la  Memoria 
parimenti  intitolata  Theorie  der  Abel' srhen  Fuvclioncn  del  prof. 
Riemann,  nella  quale  è svolta  la  teorica  delle  trascendenti  abeliane 
le  più  generali.  Non  tenteremo  di  qui  significare  come  sia  ordita 
questa  famosa  Memoria,  che,  insieme  con  altre  produzioni  di  que- 
sto grande  analista,  verrà  presa  più  tardi  in  maggiore  considera- 
zione; c quindi  per  ora  accenneremo  soltanto  a questo,  che  nella 
seconda  parte  della  medesima  si  trova  la  risoluzione  del  problema 
d’inversione  jacobiano  , inteso  nella  sua  massima  generalità, 
cioè  relativo  alla  prima  specie  di  integrali  abeliani  qualsiansi. 
Lo  strumento  analitico  della  risoluzione  consiste  nella  serie  5, 
presa  con  quel  grado  di  generalità  che  conviene  alle  funzioni 
da  rappresentarsi.  Questa  parte  della  Memoria  riemanniana 
presenta  pertanto  una  teoria  di  siffatta  particolare  specie  di 
funzioni  S.  Non  entrando  nei  dettagli  di  questa  teoria  e del- 
I’  ufficio  della  5 nell’  intero  campo  delle  trascendenti  abeliane, 
ci  terremo  paghi  di  segnalare  come  fondamentale  il  teorema 
circa  P annullarsi  ili  esse  funzioni  -3-  ; di  ripetere  che  I’  ufficio 
loro  nel  detto  rampo  è lo  stesso  della  3 di  Jacobi  nel  campo 
dello  trascendenti  ellittiche  ; e di  esprimere  infine  il  desiderio 
che  la  loro  introduzione  nella  teorica  delle  trascendenti  abeliane 
avesse  a parere,  anche  nei  modi  di  questo  illustre  autore,  non 
arbitrarietà  o divinazione,  ma  un  passo  necessariamente  voluto 
od  almeno  naturalmente  indicato  dallo  svolgersi  della  investiga- 
zione , come  appunto  il  sig.  Weierstrass  mirò  ad  ottenere  e 
vedemmo  formulato  nei  brani  che  da  lui  poc’  anzi  abbiamo  preso. 

Porremo  termine  finalmente  alla  prima  serie  delle  nostre 
Notizie  coll’  additare  : la  Memoria  del  sig.  Kònigsbergcr,  distinto 


(t)  Sopra  alcune  proprietà  delle  funzioni  abeliane.  Pag.  SO  del  N.  1. 
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allievo  del  prof.  Weierslrass  (1)  , Ueber  die  Transformation  der 
Abelschen  Functionen  erster  Ordnung  ( Creile  , tomo  64)  , che  va 
considerata  nella  debita  dipendenza  dai  lavori  del  suo  maestro 
e dei  sigg.  Hermite  (2)  e Brioschi  (3) , e nella  quale  ricompa- 
jono,  ottenuti  per  via  delle  relazioni  fra  le  S,  anche  risultati 
già  altramente  conseguiti  dal  sig.  Richelot;  e la  Nota  del  sig. 
Gordan  Sur  la  iransformation  des  fonctions  abétiennes  ( Comptes  R. 
tomo  60).  Per  questi  studi,  relativi  cioè  a funzioni  abeliane  di 
un  numero  qualunque  di  variabili,  vuol  essere  segnalata  la  Nota 
che  le  ricerche  del  sig.  Hermite  davano  occasione  al  sig.  Brioschi 
di  comporre  e pubblicare  nel  giorn.  di  Creile  (4).  Questo  il- 
lustre matematico,  stabilendo  chiarissimamente  in  tutta  generalità, 
le  nozioni  d’  algebra  presentate  dal  sig.  Hermite  per  il  caso 
particolare  delle  funzioni  abeliane  di  prim’  ordine , preparava 
colla  succinta  sua  Nota  elementi  algebrici  di  somma  importanza 
per  la  teorica  delle  funzioni  3-  di  un  numero  qualunque  di 
variabili. 


(1)  Quanto  alle  pubblicazioni  inspirate  dai  principi  o dai  metodi  del  prof.  Hicmonn,  Tra 
le  quali  dovrebbero  qui  specialmente  indicarsi  quelle  dovute  ai  signori  Prym  e Nrumanu  , 
ne  daremo  notizia  nella  seconda  scric,  allorché  avremo  parlalo  dei  lavori  propri  del  sig. 
Rieroann  in  maniera  nn  pò1 2 3  meglio  adeguala. 

(2)  Ricerche  citale  del  tomo  40  dei  Compiei  R. 

(3)  Nota  citala  del  tomo  47  dei  Compia  R. 

(i)  Sur  T annlogte  eulre  une  claste  de  determinante  tf  ordre  pair  et  let  determinanti r 
btnaires.  Tomo  52  (I85(ì). 
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SERIE  SECONDA 


In  questa  serie  abbiamo,  come  fu  detto,  da  indicare  quei 
lavori  che  adempirono  più  specialmente  1’  ufficio  di  introdurre 
e dare  infine  il  dovuto  posto  nell’ intero  campo  dell 1 analisi  alla  con- 
siderazione degli  imaginari.  Noi  ci  contenteremo  di  cominciare 
con  Gauss  e Cauchy.  Questi  due  grandi  matematici  furono  dopo 
Eulero  i principali  propugnatori  dell’  uso  e dell’  importanza  da 
doversi  attribuire  agli  imaginari.  Anteriormente  a Cauchy  ed  a 
Gauss  , non  ostante  le  capitali  scoperte  d’  Eulero  , si  vede  gli 
imaginari  insinuarsi,  è vero,  in  quasi  lutti  i rami  della  matematica 
e prendere  posto  in  quasi  tutti  i trattati;  ma,  piuttostochè  rico- 
nosciuti siccome  legittimi  elementi  della  scienza , si  vede  che 
sono  tollerati  in  forza  dei  preziosissimi  vantaggi  che  segnatamente 
nell’  algebra  permettevano  di  conseguire.  Ognuno  sa  che  una 
teorica  generale  delle  equazioni  algebriche  non  sarebbesi  po- 
tuta stabilire  senza  il  loro  intervento. 

Le  pagine,  che  nelle  pubblicazioni  di  Gauss  si  trovano  de- 
dicale espressamente  alla  giustificazione  ed  ai  modi  d’ introdurre 
gl’  imaginari  e come  costanti  e come  variabili  nell’  analisi,  sono 
di  gran  lunga  meno  numerose  di  quelle  che  si  trovano  nelle 
pubblicazioni  di  Cauchy.  Ma  si  potrebbe  in  certo  qual  modo 
asserire  che  Gauss  meditasse  più  profondamente  sulla  natura 
degli  imaginari,  avendone  dichiarata  la  origine  puramente  arit- 
metica, e dato  quindi  come  rappresentazione,  e non  già  siccome 
quasi  loro  essenza,  quel  significato  geometrico,  per  il  quale  ad 
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un’  imaginario  suol  farsi  corrispondere  un  punto  di  un  piano. 
Le  suo  idee  , che  possono  già  ravvisarsi  nella  dissertazione 
inaugurale  ( Demunstralio  nova  theorematis  omnem  funclionem  al- 
gcbraicam  rationalem  integrava  unius  variabilis  in  factores  rcales 
pimi  vel  secundi  gradus  rcsolvi  posse.  1799)  e nella  Memoria 
del  1822  premiata  dall’  Accademia  di  Copenaghen,  vennero  da 
lui  comunicate  nel  1831  all’ Accademia  di  Gottinga  (1).  Seguendo 
lui,  chiameremo  d’ ora  innanzi,  come  oramai  si  suole  dalla  mag- 
gior parte  degli  analisti  di  Germania,  numeri  complessi  quei  che 
dapprima  solevansi  chiamare  quantità  o grandezze  imaginarie  , 
ed  un  tempo  e quasi  ancora  adesso  da  taluno  impossibili  (2). 
Gauss  si  valse  dei  numeri  complessi  non  solo  nell’  analisi  alge- 
brica e nella  infinitesimale,  ma  è noto  a tutti  eh’  egli  fece  fare 
un’  immenso  progresso  alla  teorica  dei  numeri  coll’  introdurvi  i 
numeri  complessi  interi  (3). 


(1)  Vedi  Góttinger  gelehrtc  Anzeigen  1831  , 04  Stòck. 

(2)  Chiameremo,  ancora  secondo  Gauss,  unità  imaginana  positiva  cd  unità  imaginaria 

negativa,  cd  indicheremo  con  ^ i,  lo  due  radici  date  da  y — 1;  e numero  (puramente)  ima- 
ginario un  minierò  della  forma  6»,  6 essendo  reale.  Di  un  numero  complesso  a -f~  fri  , a e 6 

essendo  reali,  a verrò  della  occorrendo  la  parte  reale , fri  la  parte  iMa^ùmria.  La  espres- 
sione numero  complesso  trovasi  per  la  prima  volta  usala  da  Gauss  nella  Thtor.  retiti,  fri- 
quadr.  30  ; il  segno  i nelle  Disquis.  arilhm.  357. 

La  menzionata  rappresentazione  dei  numeri  complessi  mediante  i punti  di  un  piano  è 
concepita  come  segue.  I punti  rappresentativi  dei  numeri  reali  sono  situati  sopra  una  retta, 
cd  invero  i punti  dei  numeri  positivi  da  una  banda  e i punti  dei  numeri  negativi  dalla 
banda  opposta  rispetto  al  punto  dello  zero  (origine.  I punti  dei  numeri  complessi  che  hanno 

comune  In  parte  reale  a sono  situati  sopra  la  retta  che  sega  ortogonalmente  la  prima  nel 

punto  del  numero  a. 

(3)  Gauss  pure  introdusse  i numeri  complessi  nella  teorica  delle  trascendenti  ellittiche,  sco- 
prendo sin  dalla  line  del  secolo  scorso  il  principio  della  doppia  pcriodicitò.  Le  sue  ricerche 
in  questa  teorica  compariranno  in  uno  dei  volumi  della  raccolta  completa  de'  suoi  lavori  , 
che  per  cura  della  II.  Societò  delle  scienze  di  Gottinga  è in  corso  di  stampa.  11  perchè  lo 
straordinario  matematico  non  abbia  dato  egli  stesso  alla  stampa  si  importanti  ricerche 
si  può  rilevare  dalle  seguenti  righe  di  una  suo  risposta  al  Creile  , che  lo  aveva  sollecitato 
di  mandargli  qualche  cosa  sulle  funzioni  ellittiche  per  il  giornale,  ii  Altre  occupazioni  mi 
impediscono  per  ora  di  redigere  queste  ricerche.  Il  sig.  Abel  mi  ha  prevenuto  almeno  d’ un 
terzo.  Si  è avviato  precisamente  per  la  strada  stessa  d'  onde  io  uscii  nel  1798.  Quindi  non 
mi  stupisco  che  , per  la  maggior  parte  ei  sia  giunto  agli  stessi  risultali.  Avendo  messo 
d’  altronde  nella  sua  deduzione  tanta  sagacilà  , prnelrazione  cd  eleganza  , io  mi  credo  per 
ciò  stesso  dispensato  dalla  redazione  delle  ricerche  mie  proprie,  n i Vedi  Oeuvres  Completa 
de  Abel  , tome  1 , pag.  17/). 
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Cauchy  apre  alla  scuola  politecnica  di  Parigi  e poscia  dà 
alle  stampe  nel  1821  il  famoso  corso  d’ Analyse  alyébriquc,  dove 
mette  le  basi  di  quel  lavoro  , col  quale  , proseguendo  con 
meravigliosa  perseveranza  per  tutto  il  corso  della  sua  vita , 
riuscì  ad  innovare  quasi  tutta  I’  analisi  algebrica  c contribuì 
largamente  ad  innovare  l'analisi  infinitesimale.  Dappertutto 
Cauchy  introduce  a fondamento  1’  ampliata  idea  di  numero  , 
cioè  V idea  di  numero  complesso,  stabilisce  delìnizioni  precise 
e proscrive  quei  melodi  , il  cui  imperfetto  rigore  mal  s’  accorda 
colla  vantata  esattezza  delle  scienze  matematiche.  De’  suoi  scritti 
noi  presenteremo  soltanto  i punti  più  essenziali  per  il  nostro 
intendimento.  Una  indicazione  anche  sommamente  concisa  di 
tutto  ciò  che  l’ analisi  matematica  deve  a Cauchy  eccederebbe, 
non  che  le  esigenze  del  nostro  scopo,  anche  d’  assai  le  nostre 
forze.  1 suoi  corsi  di  lezioni  , i lavori  comparsi  sotto  il  titolo 
di  Exercices  de  Mathématiques  dal  1826  al  1830,  quelli  dal 
1830  al  1835  a Torino  ed  a Praga,  quelli  comparsi  come 
Exercices  d’  Analyse  et  de  Physique  mathématique  colla  data  dal 
1840  al  1847  , i lavori  contenuti  nel  giornale  della  scuola  po- 
litecnica, ed  i numerosissimi  contenuti  nelle  pubblicazioni  del- 
P Accademia  delle  scienze  di  Parigi  somministrano,  non  ostante 
le  molte  ripetizioni  , si  enorme  copia  di  ricerche  nuove  ed 
importanti  , che  a farne  un  completo  riassunto  voglionsi  forze 
ben’  altre  che  mediocri. 

Il  corso  d’  Analyse  algébrique  rimase  sempre  il  punto 
di  partenza  di  Cauchy  nei  successivi  lavori  analitici , nei 
quali  se  ne  vedono  infatti  citati  o ripetuti  frequentissima- 
mente i brani.  In  esso  , dopo  d’  avere  dato  una  nuova  de- 
finizione della  continuità  delle  funzioni  , d’  aver  risoluto  fra 
altre  questioni  alcune  relative  alla  determinazione  di  funzioni 
continue  che  debbano  possedere  date  proprietà,  d’  aver  esposto 
i fondamenti  di  una  rigorosa  teorica  delle  serie  reali  , passa 
a considerare  i numeri  complessi,  che  denomina  espressioni  ima- 
ginarie.  E qui,  determina  come  debbansi  effettuare  le  operazioni 
di  calcolo  sulle  medesime  cioè  sui  numeri  compiessi,  occupan- 
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dosi  anche  delle  potenze  di  essi  numeri  d’ esponente  irrazio- 
nale , stabilisce  il  concetto  di  variabile  complessa , espone  gli 
elementi  della  teorica  delle  serie  complesse,  ed  inizia  lo  studio 
delle  funzioni  di  variabili  complesse,  investigando  il  significato 
da  attribuirsi  alle  notazioni  (i) 

A1 2 * *,  sen  x , cos  x 
L x , are  sen  x , are  cos  r , 

quando  la  variabile  x divenga  complessa.  Dà  poi  fra  altre  cose  an- 
che una  dimostrazione  del  teorema  fondamentale  nella  teorica 
delle  equazioni  algebriche  , che  esiste  sempre  una  radice  e 
quindi  tante  quanl’  è il  grado  (2). 

Da  questa  classica  opera  non  risulta  perfettamente  risoluta 
la  questione  fondamentale  per  la  introduzione  dei  numeri 
complessi  nell’  analisi , di  fissare  il  significato  delle  formolo 

a + b ,a  — b , ab,  , o6 , Log*  a , 
o 

per  tutti  i casi  possibili  di  valori  reali  o complessi  delle  lettere 
a e b.  Ma  so  tale  questione,  come  su  altre  pure  importantissime, 
Cauchy  ritorna  replicalamente  nei  lavori  successivi,  per  crescerne 
la  generalità  e viepiù  accostarsi  alla  perfezione.  Egli  è in  sommo 
grado  interessante  di  seguire  dettagliatamente  le  fasi  del  pen- 
siero dell’  operosissimo  matematico  in  tulle  le  principali  que- 
stioni relative  ai  numeri  complessi  ed  alla  teorica  dello  fun- 
zioni , che  sovr’  essi  egli  andò  costruendo  ; siffatto  studio  può 
dirsi  uno  dei  più  efficaci  per  penetrare  con  sicurezza  e rapi- 
dità nella  intima  cognizione  dell’  analisi.  Esso  educa  ad  un’  e- 
same  libero  e rigoroso  dei  principi  da  ammettere  e dei  mezzi 
da  impiegare.  Con  esso  si  sale  a quel  punto  di  vista  indipen- 
dente , da  dove  non  avvieno  di  credere  I’  algebra  una  cifra 
caduta  dal  cielo  , ma  la  si  riconosce  , qual’  è , un  linguaggio 


(1)  Intendasi  con  A numero  reale  positivo  e con  L logaritmo  a base  A. 

(2)  Di  questo  teorema  Gauss,  come  si  sarà  uotnto,  dava  una  dimostratone  bino  dal  1799. 

Piu  lardi  ne  dava  altre  tre,  V ultima  delle  quali  nel  1849  (Vedi  i Beilràgc  sur  Theorìe  dtr 

algcbiaitchcn  Glcichungen  nel  tomo  4 delle  .Memorie  della  R.  Società  delle  Scienze  di  GtHlingen). 
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creato  a poco  a poco  dalla  mente  dell’  uomo  per  esprimere 
con  brevità  concetti  chiari  e deduzioni  rigorose;  e da  dove 
ben  si  vede  tutto  I’  errore  di  coloro  , che , invece  di  adat- 
tare il  simbolo  al  pensiero,  cercano  evocare  idee  à spie- 
gazione di  segni , come  se  questi  avessero  preesislito  con  un 
significato  intrinseco  inviolabile. 

Circa  la  natura  dei  numeri  complessi,  e nell’  Analyse  alg. 
e negli  scritti  posteriori , Cauchy  non  ne  afferma  come  Gauss 
la  necessaria  origine  nelle  operazioni  inverse  dell’  aritmetica 
Nella  Analyse  alg.  li  considera  come  espressioni  simboliche  , 
cioè  come  combinazioni  di  segni  algebrici  che  nulla  significano  per 
se  stesse  ed  alle  quali  si  attribuisce  un  valore  differente  da  quello 
che  dovrebbero  avere  naturalmente  ; e quindi  considera  le  equa- 
zioni fra  numeri  complessi  come  formolo  simboliche  che  prese 
letteralmente  ed  interpretate  secondo  le  convenzioni  generalmente 
ricevute  sono  inesatte  e prive  di  senso,  ma  dalle  quali  si  possono 
dedurre  risultati  esatti  modificando  ed  alterando  secondo  regole  fisse 
o queste  formolo  od  i simboli  che  contengono.  Nella  Memoria  Sur 
la  tintorie  des  équivalences  algébriques  substiluée  à la  t Morie  des 
imaginaires,  contenuta  nel  tomo  4 degli  Excrc.  d’  An.  et  de  Phys. 
malli.,  fa  vedere  come  si  possa  ridurre  il  simbolo  [/ — i ad 
esprimere  una  quantità  reale.  E poco  dopo,  nella  Memoria  Sur 
les  quantitès  géomélriques  contenuta  nel  tomo  stesso  , presenta 
il  numero  complesso  come  ente  geometrico , risultante  dalla 
lunghezza  ( modulo  o valor  numerico ) e dalla  inclinazione  (ar- 
gomento od  azimut)  di  una  retta  rispetto  ad  altra  retta  fìssa  ; 
la  qual  maniera  vedesi  mantenuta  in  numerosi  articoli  susseguenti. 

Seguiamolo  adesso  nelle  modificazioni  e distinzioni  , che 
andò  introducendo  nel  concetto  di  funzione.  La  parola  funzione, 
impiegata  dai  primi  analisti  per  designare  in  generale  le  po- 
tenze di  una  stessa  quantità  , trovasi  da  Leibnitz  e dai  Ber- 
noulli  impiegata  per  designare  una  quantità  esprimibile  in 
qualsiasi  maniera  analitica  per  mezzo  di  un’  altra  quantità 
considerala  come  variabile  indipendente.  Questa  definizione  di 
funzione,  tutta  fondata  sul  concetto  di  una  espressione  analitica, 
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è pur  quella  tenuta  da  Eulero  e da  Lagrange.  La  introduzione 
della  variabilità  complessa  non  dà  occasione  a Cauchy  nell’  Aria- 
hjse  alg.  di  introdurre  alcun  cambiamento  nella  definizione  di 
funzione  : per  funzione  reale  o complessa , di  una  variabile  x 
reale  o complessa,  s’ intende,  nell’  Ànalyse  alg. , od  una  quan- 
tità to  espressa  esplicitamente  mediante  una  formola  contenente 
la  lettera  z,  ovvero  una  quantità  che  dipende  da  z in  forza  di 
un  sistema  di  equazioni  contenenti  le  lettere  z.  w e tante  altre 
pure  rappresen latrici  di  variabili  , oltre  quelle  rappresentatrici 
di  costanti,  quante  sono  le  equazioni  meno  una.  Però,  se  non 
la  definizione  di  funzione  in  generale,  v’  è da  mettere  in  rilievo 
nell’  Analyse  alg.  la  innovazione  del  concetto  della  continuità 
nelle  funzioni,  ossia  lo  stabilimento  di  questo  concetto  nel  senso 
dipoi  universalmente  adottalo.  Il  carattere  della  continuità  ve- 
desi  cioè  desunto  dal  modo  di  succedersi  dei  valori  della  fun- 
zione , e non  dal  modo  con  cui  questa  trovisi  espressa  analiti- 
camente. Ecco  come  Cauchy  medesimo  in  una  pubblicazione 
posteriore  (1)  commenta  questa  innovazione.  « Nelle  opere  di 
Eulero  e di  Lagrange , una  funzione  è chiamata  continua  o di- 
scontinua, secondochè  i diversi  valori  di  essa  corrispondenti  a 
diversi  valori  della  variabile  sono  o non  sono  soggetti  ad  una 
medesima  legge,  sono  o non  sono  forniti  da  una  sola  e mede- 
sima equazione-  Egli  è in  questi  termini  che  la  continuità  delle 
funzioni  trovavasi  definita  da  questi  illustri  geometri  , allorché 
dicevano  che  le  funzioni  arbitrarie  , introdotte  dall’  integrazione 
delle  equazioni  alle  derivale  parziali , possono  essere  funzioni  con- 
tinue o discontinue.  Tuttavia,  siffatta  definizione  è lontana  dal- 
I’ offrire  una  precisione  matematica;  imperocché,  se  i diversi 
valori  di  una  funzione  corrispondenti  ai  diversi  valori  d’  una 
variabile  dipendono  da  due  o più  equazioni  distinte , nulla 
impedirà  di  diminuirò  il  numero  di  queste  equazioni,  ed  anche 
di  surrogarvi  un’  unica  equazione  la  cui  decomposizione  forni- 
rebbe tutte  le  altre.  V’ha  di  più:  le  leggi  analitiche,  alle  quali 


(I)  Mtmoire  sur  les  fune tions  continue t.  Compiei'  lìcndus,  lou>o  18. 
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le  funzioni  possono  essere  assoggettate  , trovansi  generalmente 
espresse  da  formolo  algebriche  o trascendenti,  e può  accadere 
che  diverse  formole  rappresentino  , per  certi  valori  d’  una  va- 
riabile x,  la  stessa  funzione,  e per  altri  valori  di  x,  delle  fun- 
zioni differenti.  Quindi,  se  si  considera  la  definizione  di  Eulero 
e di  Lagrange  come  applicabile  ad  ogni  specie  di  funzioni , 
siano  algebriche,  siano  trascendenti,  un  semplice  cambiamento 
di  notazione  basterà  sovente  per  trasformare  una  funzione  con- 
tinua in  funzione  discontinua  , o reciprocamente.  Cosi , per 
esempio  , supposto  x reale,  una  funzione  che  si  riducesse  ora 
a x , ora  a — x,  sccondochò  x fosse  positiva  o negativa, 
dovrebbe  per  questo  motivo  annoverarsi  tra  le  funzioni  di- 
scontinue ; eppure  la  stessa  funzione  potrà  riguardarsi  come 
continua  quando  sia  rappresentata  dall’  integrale  definito 


O 


Dunque , il  carattere  di  continuità  nelle  funzioni  , 

considerato  dal  punto  di  vista  al  quale  dapprima  si  misero  i 
geometri,  è un  carattere  vago  ed  indeterminato.  Ma  1’  indeter- 
minazione cesserà  se  alla  definizione  di  Eulero  si  sostituisce 
quella  da  me  data  nel  capitolo  2 dell’  Analyse  alg.  Giusta  la 
nuova  definizione  , una  funzione  della  variabile  reale  x sarà 
continua  fra  due  limiti  a e 6 di  essa  variabile  se  entro  questi 
limiti  la  funzione  prende  costantemente  un  solo  valore  finito 
e tale  che  un’  incremento  infinitamente  piccolo  della  variabile 
produca  sempre  un’  incremento  infinitamente  piccolo  della  fun- 
zione   La  continuità  delle  funzioni  cosi  definita  è 

d’  altronde  un  carattere  la  cui  importanza  si  trova  oggidì  ge- 
neralmente apprezzata  dai  geometri.  Egli  è col  tener  conto 
delle  soluzioni  od  interruzioni  osservate  in  questa  specie  di 
continuità,  che  io  giunsi  a determinare  per  le  equazioni  alge- 
briche il  numero  delle  radici  soddisfacenti  a date  condizioni  , 
per  esempio,  il  numero  delle  radici  il  cui  modulo  sia  compreso 
fra  due  limili  dati  ; ed  è ancora  questa  specie  di  continuità 
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che  forma , come  ho  dimostrato  , il  carattere  distintivo  delle 
funzioni  sviluppabili  in  serie  convergenti  ordinate  secondo  le 
potenze  intere  crescenti  di  una  o più  variabili  ......  Dopo 

queste  dichiarazioni  , potrà  forse  parere  superfluo  il  far 
riflettere , come  fosse  naturale  che  Cauchy  prendesse  ad 
esaminare  per  rispetto  alla  continuità,  intesa  nel  detto  senso  , 
le  diverse  specie  di  funzioni,  ed  anzitutto  quelle  più  adoperate, 
e pubblicasse  quindi  importanti  lavori  sull’ argomento  (1).  Que- 
sto concetto  della  continuità  entra  essenzialmente  in  maniera 
più  o meno  esplicita  in  gran  parte  delle  investigazioni  di 
Cauchy , e non  poteva  a meno  di  essere  universalmente 
adottato  e di  provocare  importanti  ricerche  anche  da  parte 
degli  altri  analisti  , essendo  esso  precisamente  il  concetto  sug- 
gerito dalle  variazioni  delle  grandezze  dello  spazio  e del  tempo. 

Ma  passiamo  alle  altre  osservazioni  da  farsi  nella  storia 
del  concetto  di  funzione  presso  Cauchy.  Nella  Memoria  Sur  les 
fonctions  de  variables  imaginaires  , che  può  leggersi  nel  tomo  3 
degli  Exerc.  d’  An.  et  de  Plujs.  malli.  , non  si  trova  ancora  al- 
cuna modificaziono  del  concetto  di  funzione  d’  una  variabile 
complessa  quale  risulta  dall’  Analyse  alg.  Ma  nel  tomo  4 dei 
medesimi  Exercices  , in  seguito  alla  Memoria  Sur  les  quantités 
géome'triqttes , e precisamente  nell’  articolo  Sur  les  fonctions  des 
quantités  géomélriques , s’  incontra  una  nuova  definizione.  Ivi  è 
detto  « Allorché  , adottando  i principi  stabiliti  negli  articoli 
precedenti , si  sostituisce  alle  espressioni  complesse  le  quantità 
geometriche  , le  variabili  complesse  altro  non  sono  che  quantità 
geometriche  variabili.  Resta  a sapere  come  debbano  essere  de- 
finite le  funzioni  di  variabili  complesse.  Questa  questione  ha 


(I)  Citeremo  come  Iute  il  Mèmoire  tur  la  nature  et  les  propriètes  det  racinet  d’  ime 
èquation  qui  renferme  un  parametro  variable  (nel  lomo  2 degli  Ex.  d’ An.  et  de  Phyt.  math.), 
« cui  in  segnilo  verrà  occasione  Hi  ulltnim’.  Considerando  nel  primo  paragrafo  di  questa 
Memoria  una  equazione  qualunque  F (u,  s)  — 0 tra  due  variabili  u e zf  concepita  come  da 
risolversi  rispetto  sul  h , Cauchy  dimostra  , che  , per  uvcrc  certezza  che  una  qualsiasi  delle 
radici,  riguardala  come  funzione  del  parametro  z , riesca  continua  in  prossimità  di  un  va- 
lor particolare  di  zf  basta  che  F(ufs)  aia  essa  medesima  funzione  continua  di  u c z,  in 
prossimità  del  valore  z t di  z c del  valor  corrispondente  di  ti. 
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imbarazzato  sovente  i geometri  ; ma  ogni  difficoltà  scompare , 
qualora,  lasciandosi  guidare  dall’  analogia,  si  estendano  allo  fun- 
zioni di  quantità  geometriche,  le  definizioni  generalmente  adot- 
tate per  le  funzioni  di  quantità  algebriche  ( cioè  reali  ).  Si 
giunge  per  tal  guisa  a conclusioni  singolari  a primo  aspetto,  e 
pure  aHalto  legittime , che  indicherò  in  poche  parole.  Due 
variabili  reali,  o,  in  altri  termini,  due  quantità  algebriche 
variabili  diconsi  funzioni  I’  una  dell’  altra , quando  variino 
simultaneamente  in  guisa  che  il  valore  di  una  determini  il 
valore  dell’  altra.  Se  le  due  variabili  suppongansi  rappresen- 
tare le  ascisse  di  due  punti  soggetti  a muoversi  sopra  una 
medesima  retta,  la  posizione  di  uno  di  questi  punti  determinerà 
la  posizione  dell’  altro  , e reciprocamente  *.  E quindi  1’  au- 
tore conchiude  , che  una  quantità  geometrica  tv  — u + vi 
dovrà  risguardarsi  come  funzione  di  altra  quantità  geometrica 
variabile  z — # + yi , ogniqualvolta  il  valore  di  z determini 
il  valore  di  tv  ; o più  geometricamente  , ogniqualvolta  la  po- 
sizione del  punto  z determini  la  posizione  del  punto  tv  (i)  ; 
per  il  che  basterà  che  u e v sieno  funzioni  determinale  di  x ed  y. 
Qui  facciamo  due  riflessioni.  Una  si  è,  che  questa  definizione  può 
intendersi  come  implicante  puramente  1’  idea  della  dipen- 
denza del  valore  di  tc  da  quello  di  z,  e non  di  necessità  l’ idea 
di  una  espressione  analitica  per  questa  dipendenza.  Sebbene 
Cauchy  continuasse,  direi  tacitamente,  ad  ammettere  il  substra- 
lutti  di  una  espressione  analitica  nei  propri  scritti  sulle  funzioni, 
tuttavia  si  può  scorgere  nella  esposta  definizione  quella  tendenza 
che  i progressi  dell’analisi  e della  fisica  matematica  andavano 
producendo,  di  stabilire  cioè  i principi  di  una  teorica  generale 
delle  funzioni  indipendentemente  dalla  supposizione-di  espressioni 
analitiche.  L’  altra  riflessione  si  è , che  , pur  volendo  abbrac- 
ciare esclusivamente  espressioni  analitiche,  la  nuova  definizione 
è assai  più  generale  della  prima;  imperocché  una  quantità  ot- 

(I)  K scanso  d’equivoci  c per  brevità  ci  permettiamo , nel  trascrivere  i bruni,  di  imi* 
tire  qualche  lettera,  di  dire  complesso  invece  di  iniaginnrio  , di  scrivere  i invece  di  t,' — I » 
e di  designare  colla  medesima  lettera  il  numero  complesso  cd  il  punto  che  lo  rappresenta- 
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tenibile  medianto  operazioni  di  calcolo  da  eseguirsi  sulle  due 
variabili  x e y non  sarà,  che  in  casi  relativamente  particolari, 
ottenibile  mediante  un  sistema  di  operazioni  di  calcolo  da  ese- 
guirsi sopra  l’unica  quantità  composta  x-\-yi.  Siffatta  gene- 
ralizzazione , per  la  quale  qualunque  funzione  di  due  variabili 
x e y può  mettersi  tra  le  funzioni  di  una  sola  variabile  com- 
plessa x + yi,  non  ò,  come  a suo  luogo  diffusamente  spieghe- 
remo, consigliata  da  vera  profonda  analogia;  per  essa  la  teorica 
delle  funzioni  di  una  variabile  complessa  sarebbe  semplicemente 
la  teorica  delle  funzioni  di  duo  variabili,  e non  avrebbe  con- 
seguilo P alto  grado  d'  imponenza  che  effettivamente  giunse  ad 
ottenere.  Egli  è perciò  che  Cauchy  stesso,  pur  conservando  la 
posta  definizione  di  funzione  d'  una  variabile  complessa  x+yi, 
trova  necessario  di  introdurre  un’  epiteto  per  designare  , fra 
tutte  le  funzioni  comprendibili  nella  definizione,  soltanto  quelle 
le  quali , al  pari  di  tutte  le  funzioni  risultanti  dagli  ordinari 
sistemi  di  operazioni  di  calcolo  eseguite  sulla  combinazione 
x + yi,  godano  della  proprietà  di  avere  per  ogni  valore  di 


.c  -j-  yi  una  derivata  indipendente  dal  valore  di L'epiteto 

& J/ 


che  introduce  è quello  di  monogena  (monogène)  ; e nelle  pro- 
prie ricerche  circa  la  teorica  delle  funzioni  abbraccia  esclusi- 
vamente le  funzioni  monogene.  La  condizione  della  monogencilà 
si  traduco  nell’  equazione  differenziale  parziale 


3 w 3 w 
dx  3 y 


ovvero  nelle  due  in  termini  reali 


3«  3 1>  3m  3 o 

3 a;  3 y 3 y dx’ 

d’  onde  si  hanno  queste  altre 


3!  u 33  u 3S  v 3*  v 

1 = 0 , b ^ — 

3 x*  3 y*  3 x-  3 yì 


Siffatte  equazioni  fanno  comprendere  a priori  come  sia  possi- 
bile di  stabilire  proprietà  preciso  ed  importanti  per  le  funzioni 
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di  una  variabile  complessa  , senz’  altro  presupporre  delle  me- 
desime fuorché  la  monogeneità  (1). 

Porremo  fine  a ciò  che  si  riferisce  in  particolare  al  con- 
cetto di  funzione  ricordando  , siccome  adottati  abbastanza  ge- 
neralmente dagli  analisti  , i due  vocaboli  monodroma  ( raono- 
drome)  e sinettica  (synectifjue)  pure  introdotti  da  Cauchy  per 
soddisfare  viemeglio  al  bisogno  cresciuto  col  moderno  progresso 
di  distinguere  accuratamente  i vari  modi  di  comportarsi  di  una 
funzione.  Imaginiamo  che  alla  variabile  a sia  permesso  soltanto 
di  assumere  valori  rappresentati  da  punti  compresi  in  una  de- 
terminata porzione  S del  piano,  o,  detto  più  brevemente,  che  z 
debba  rimanere  entro  S;  se  una  funzione  w di  z prende  sempre 
lo  stesso  valore  in  urto  stesso  punto  di  S , qualunque  sia  il 
cammino  che  z possa  percorrere  per  arrivarvi  , Cauchy  dice 
che  w è funzione  monodroma  di  z in  S.  Dice  poi  , che  una 
funzione  è sinettica  quando  sia  finita  continua  monogena  e mo- 
nodroma in  tutto  il  piano,  cioè  per  qualunque  valor  finito  della 
variabile. 

Il  proposito  di  ricostruirò  1’  edificio  analitico  sopra  la  nuova 
e più  larga  base  della  variabilità  complessa  doveva  condurre 
presto  Cauchy  ad  introdurre  la  medesima  anche  nella  defini- 
zione di  integrale.  Gd  infatti,  quattro  anni  dopo  la  pubblicazione 
dell’  Analyse  alqébnque,  lo  si  vede  sviluppare  questa  idea  nella 
Memoria  Sur  ks  intégrales  définies  prises  elitre  des  limites  imagi- 
naires  (Paris,  Aoùt  1825).  Ivi  si  legge:  * Per  fissare  generai- 


fi)  Due  degli  articoli  che  si  riferiscono  al  presente  punto  sono:  quello  Sur  Ut  differen- 
i ielle  t de  quanti  Ics  algèbriquet  ou  gvvmètriquct  , et  sur  Ut  dèrivées  des  fune  I inni  de  ces 
quantità t , il  quale  trovasi  eoi  giti  citalo  (Sur  Ut  fonet.  des  guani,  genmètr.)  urlio  stesso 
tomo  degli  Excrcicet  ; e quello  Sur  Ut  fnnetions  de  variablet  imaginairet  t il  quale  trovasi 
nei  Compiei  Ilendut  del  I Sem.  1851.  Ricordiamo  però  a questo  proposito  c per  la  inter- 
pretazione geometrica  della  monogenriià  la  gift  citala  Memoria  di  Gauss  premiata  nel  1822, 
dall*  Accad.  di  Copenaghen  : Allgemeine  Auflótung  der  Aufgabe  : die  Theile  einer  gegebenen 
Fiòche  auf  einer  andtm  gegebnen  Fiòche  to  abzubilden , data  die  Abbildung  devi  Abgebilde - 
ten  m den  klèinaten  Theilen  óhnlich  uird  ; della  quale  fu  pubblicata  una  traduzione  italiana 
dal  proC  Beltrami  nel  tomo  4 degli  Annali  del  prof.  Torlolini. 
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mente  il  significato  della  notazione 

X 

Jf{x)dx  , 

X 

0 

x„  ed  x esprimendo  quantità  reali  ed  f(x)  una  funzione  reale 
o complessa  ("t)  della  variabile  x,  basta  considerare  l’integrale 
definito,  rappresentalo  da  questa  notazione,  come  equivalente 
al  limite  o ad  uno  dei  limiti  verso  cui  converge  la  somma 
(st— av>  f(x0)+(xt— xt)f{xt)+  ....  +{\—xn-i)f(xn-l) , 
allorché  gli  elementi 

X„  , Xi  — Xi X * Xn — | 

della  differenza  x — x„ , ritenuti  dello  stesso  segno  di  essa  , 
ricevano  valori  numerici  ognora  più  piccoli.  Dunque  , per  ab- 
bracciare nella  stessa  definizione  gli  integrali  presi  fra  limiti 
reali  e quelli  presi  fra  limiti  complessi,  conviene  rappresentare 
colla  notazione 

x+yi 

f fi*)  <1  * 

il  limile  od  uno  dei  limiti  verso  cui  convorge  la  somma 

[(•»«—  x,)  + (y,  —ya)i]f  (x<>  + ilo  i) 

+ [(*!  — — +»i») 


+ 1 (x — *»-i)  + (y  - y.-i)  » ] f (j"™-,  + y»-t  i) 
allorché  , in  ciascuna  delle  serie 

Xo  * , Xj  ,....,  X 

y°  ’ ih  > !/ì y 

i termini,  sempre  crescenti  o sempre  decrescenti  in  grandezza 
dal  primo  all’  ultimo,  vadano  avvicinandosi  indefinitamente  tra 


TI)  Funzione  completiti  di  una  variabile  reale  x è uua  quantità  esprimibile  eoa 
9 (*)  + * 4»  (*'  > dtave  ? « 4»  figli iflch ino  funzioni  reali  di  x ; il  che  non  va  confuso  con 
funzione  di  una  variabile  completiti. 
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loro  aumentando  perciò  indefinitamente  dr  numero  >.  La  re- 
strizione che  Cauchy  credette  in  questa  Memoria  di  dovgr  porre 
circa  i termini  delle  precedenti  due  serie  fu  in  seguito  da  lui 
medesimo  abbandonata , e solo  attesta  che  la  estensione  del 
concetto  di  integrale  non  era  allora  per  anche  concepita  in 
tutta  perfezione  nella  mente  stessa  di  lui.  Ciò  spiega  come  ta- 
lune immediate  ed  importantissime  conseguenze  di  siffatta  esten- 
sione , quale,  per  esempio,  la  doppia  periodicità  della  funzione 
inversa  dell’  integrale  ellittico  di  prima  specie , non  fossero  da 
Cauchy  a prima  giunta  avvertite.  Abbandonata  la  restrizione 
circa  i termini  delle  anzidette  due  serie , l’ integrale 


*+y* 

f 'tV)dz 


ossia 


dz 


rimase  definito  come  il  limite  verso  cui  tende  la  somma 


(2j— Sj  f(z„)  + (V2|)f(2l)  + + (*— 2„-,)  f (2.-0 

allorché  le  quantità  o (giusta  la  rappresentazione  geometrica) 
i punti 

2o  t 2|  , Zj  >••••,  ® » 

aumentando  di  numero  per  accostarsi  indefinitamente  I'  uno 
al  successivo  , tendano  a costituire  una  linea  continua  (curva 
qualunque)  avente  principio  in  x„  e termine  in  z.  Questa  linea 
o , come  d’  ordinario  diremo  , il  cammino  d'  integrazione  può 
imaginarsi  tracciato  dal  principio  al  termine  prefissi  in  modo 
qualunque  nel  piano  , e quindi  a traverso  qualunque  parte  di 
questo  e con  giri  e rigiri  quali  e quanti  si  vogliano.  Si  viene 
pertanto  a poter  concepire  una  indefinita  varietà  di  cammini 
d'integrazione;  e per  due  dati  limiti  si  possono  quindi  sempre 
concepire  un’  integrale  rettilineo,  che  si  ottiene  facendo  percor- 
rere alla  variabile  il  cammino  rettilineo  , ed  una  indefinita  va- 
rietà di  integrali  curvilinei.  Esposta  la  estensione  del  concetto 
di  integrale  , Cauchy  risponde  subito  alla  prima  e più  impor- 
tante domanda  che  ne  scaturisce,  col  dimostrare,  che  il  valore 


Digitized  by  Google 


75 


dell’  integrale  di  f(z)dz,  ove  f(s ) sia  funzione  di  z nel  senso 
dell’  Amlyse  alg.  ossia  funzione  monogena  di  z secondo  la  de- 
finizione data  più  tardi,  non  cambia  al  cambiare  del  cammino 
di  integrazione  finché  questo  non  sorpassi  certi  punti  singolari. 
Questa  conseguenza  della  monogeneità  costituisce  una  propo- 
sizione veramente  cardinale  nella  nuova  teorica  delle  funzioni. 
Obbligando  la  variabile  di  integrazione  a rimanero  entro  op- 
portune porzioni  del  piano  , gli  integrali  concepiti  nel  nuovo 
più  esteso  senso  potranno  considerarsi , al  pari  degli  integrali 
concepiti  nel  senso  di  prima,  come  dipendenti  soltanto  dai  loro 
limiti,  cioè  dal  principio  e dal  termine  del  cammino  di  inte- 
grazione. Il  detto  ampliamento  del  concetto  di  integrale,  mentre 
permetteva  immediatamente  a Cauchy  , nella  Memoria  stessa 
dell’Agosto  1825,  di  ottenere  senza  artifici  un  gran  numero  di 
formolo  opportune  per  valutare  o trasformare  gli  integrali  de- 
finiti, doveva  produrre  I’  effetto  ben  più  rilevante,  di  spianare 
quelle  gravi  difficolti)  che  si  incontravano  persino  nei  primi 
passi  nel  calcolo  integrale  ; difficoltà  che  i lavori  di  Abel , di 
Jacobi  e degli  altri  analisti  pur  lasciavano  sussistere  nella  teo- 
rica delle  funzioni  ellittiche  considerata  come  parte  del  calcolo 
infinitesimale , e che  inevitabilmente  sarebbonsi  incontrate  nel- 
I’  analisi  di  qualunque  funzione  definita  come  integrale  o funzione 
inversa  di  integrale,  ossia,  più  in  generale  definita  per  mezzo 
di  una  equazione  differenziale.  Conoscendosi  1’  integrale  indefi- 
nito F (x)  di  una  espressione  differenziale  f (x)  dx  , e la  fun- 
zione f (x)  rimanendo  continua  e finita  per  tutti  i valori  reali 
di  x da  x„  ad  x , si  sa  che  l’ integrale  definito 

X 

f f(x)  dx 

xa 

è eguale  alla  differenza  F (x) — F (x0).  Se  la  funzione  f (x) 
divenisse  infinita  per  un  valore  a compreso  fra  x0  ed  x,  ma  i 
duo  integrali  definiti 
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tendessero  verso  limiti  determinali  col  tendere  di  £ ed  i'  verso 
zero  : si  rappresenterebbe  la  somma  di  questi  due  limiti  an- 
cora colla  notazione 


J f {*)dx 


e questa  somma  sarebbe  ancora  eguale  alla  differenza  dei  va- 
lori dell’  integrale  indefinito.  Ma  quando  i due  integrali  non 
tendano  verso  limiti  determinati,  questa  notazione  non  ha  più 
senso  dal  punto  di  vista  della  variabile  reale  ; eppure  I’  inte- 
grale indefinito  darà  ancora  una  differenza  finita  F(x) — F(x„). 
Che  significa  questa  differenza?  Se  si  permette  alla  variabile 
di  assumere  anche  valori  complessi,  e che  quindi  si  faccia  per- 
correre alla  medesima  una  curva  nel  piano  , in  modo  da  evi- 
tare il  punto  a dove  la  funzione  f(x)  diventa  infinita,  e senza 
traversare  certi  altri  punti  dove  possano  presentarsi  lo  stesso 
o certi  altri  accidenti , I’  integrale  (curvilineo)  che  ne  risulterà 
avrà  un  valore  determinato,  dato  ancora  precisamente  dalla  dif- 
ferenza dei  valori  dell’  integrale  indefinito.  Anche  non  presen- 
tandosi tali  accidenti  nel  corso  della  integrazione  reale  , se  la 
espressione  F(x)— F(x„)  ammette  più  valori  e la  f{x)  invece 
un  valor  solo  per  ogni  valore  di  x da  x„  ad  * , si  dimanda 
cosa  significhino  i valori  di  F (\)  — F (a-0)  diversi  dal  valor 
unico  che  risulta  per  I’  integrale 


* 

J f (*)  dx 


o 

facendo  percorrere  ad  x i valori  reali  da  xa  ad  x ? Permei 
tendo  alla  variabile  di  passare  anche  per  valori  complessi  , 
diversi  valori  di  F (x)  — F (*„)  esprimeranno  di  regola  tuli 
i diversi  risultati  ottenibili  con  integrazioni  curvilinee  fra  gl 
stessi  limili  x0  ed  x.  L’  integrale  definito 


/ 

— ! 


* dx 
x 
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per  x reaie,  rimarrebbe  affatto  indeterminato  anche  ricorrendo 
all’  equazione  : 


Ma  se  sarà  concesso  di  far  muovere  la  x affatto  liberamente 
nel  piano  , si  potrà  evitare  il  valore  x — o,  e , passando  da 
— 1 a +1  di  mano  in  mano  per  cammini  differenti  , si  po- 
tranno ottenere  tutti  i valori  ricavabili  dalla  formola 

(2  w + 1)  rr  * , 

col  dare  ad  n tutti  i valori  numerici  interi.  I quali  valori  sono 
appunto  quelli  che  nell’  analisi  algebrica  soglionsi  attribuire  alla 
espressione 

/(,)_<(_!)  , 

differenza  dei  valori  di  Ix  + C,  che  suol  riguardarsi  come  inte- 
da; 

graie  indefinito  di  — . La  periodicità  doppia  (che  nella  inver- 
x 

sione  dell’  integrale  ellittico  compariva  dapprima  come  un  fatto 
isolalo  ed  avvolto  da  tenebre  nell’  origine  sua)  si  presenta  , 
insieme  con  la  semplice  e con  altri  infiniti  gradi  di  periodicità, 
fra  le  più  ovvie  e chiare  conseguenze  della  imaginala  estensione 
del  concetto  di  integrale.  La  funzione  z della  variabile  tr , 
definita  da 


Z 


I 


(il  che  è uno  dei  modi  di  definire  la  e*’)  deve  ammettere  il  pe- 
riodo 2 ir»;  imperocché,  senza  mutare  i limili  dell’  integrale, 
ma  solamente  innestando  , per  cosi  dire  , nel  cammino  di  in- 
tegrazione uno,  due,  . . , n,  . . giri  di  più  intorno  al  punto- 
zero  , si  fa  variare  (crescere  o diminuire , secondo  il  senso  di 
questi  giri)  il  valore  di  «idi  una,  duo,.  .,  n , . . volto  la  co- 
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stante  2 n'.  Cosi  pure  la  funzione  z=senw,  definita  come  in- 
versa dell’  integrale 


deve  ammettere  un  periodo,  e la  funziono  z = snw  , definita 
come  inversa  dell’  integrale 

/dz 

i ~~  w ’ 

ne  deve  ammettere  due.  Imperocché,  innestando  in  un  primo 
cammino  di  integrazione  un  giro  che  comprenda  i due  punti 
+ 1 e -1  , il  valore  del  primo  integrale  varia  della  costante 
2::  ed  il  valore  del  secondo  della  costante  4A'  (giusta  la  solita 
notazione  di  Jacobi)  ; e questo  secondo  integrale  poi  varia 
della  costante  2t  A7,  innestando  nel  cammino  di  integrazione 

\ 

un  giro  che  abbracci  i due  punti  +1  e + -.Però  per  quanto 

ft 

ovvie  possano  ora  parere,  queste  ultime  riflessioni  non  si  trovano 
tosto  fatte  da  Cauchy,  nè  dagli  altri  che  certamente  ebbero  a 
leggere  la  Memoria  dell’  Agosto  4825.  Per  trovare  accennata 
da  Cauchy  la  generazione  su  indicata  dei  periodi  dobbiamo 
portarci  sino  al  1840  (4).  Questi  cenni  sui  periodi  fanno  parte 
di  quelle  considerazioni  sopra  gli  integrali  estesi  a contorni 
di  superficie,  che  vanno  segnalate  all’  attenzione,  siccome  offe- 
renti i teoremi  che  presso  Cauchy  come  presso  il  sig.  Riemann 
costituiscono  i fondamenti  della  teorica  delle  funzioni.  Siffatti 
teoremi  sono  quelli  che  si  riferiscono:  ancora  al  non  variare,  sotto 
certe  condizioni,  il  valore  di  un  integrale  mentre  varia  il  con- 
torno (cammino  di  integrazione)  lungo  il  quale  s’ intende  preso; 
all’  essere  un  integrale  preso  lungo  il  contorno  di  una  super- 


(I)  Si  osservino  i Comjjtct  /tcndu»  del  sceoudo  semestre  di  tal*  anno  (Ionio  23). 
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fide  equivalente  alla  somma  di  integrali  da  prendersi  lungo  i 
contorni  delle  varie  parli  in  cui  piaccia  di  concepire  divisa  la 
superficie  stessa  ; ecc.  Qui  si  trova  anche  , in  particolare  , il 
teorema,  che  I’  integrale  semplice 


preso  lungo  il  contorno  di  una  superficie  piana  , nella  quale 
P e Q sieno  funzioni  di  x,  y monodrome  finite  e continue  , 
equivale  all’  integrale  doppio 


esteso  a tutti  i punti  della  stessa  superficie.  E vedesi  notato 
discendere  immediatamente  da  esso  , che  , ove 
P di r + Q d y 

sia  un  differenziale  esatto  , l’integrale  semplice  è nullo  (1). 

Coi  rimarchevoli  lavori  di  Cauchy  contenuti  in  questo  tomo 
dei  Comptes  R.  si  collogano  cosi  naturalmente  le  importanti 
ricerche  del  sig.  Puiseux  sulle  funzioni  algebriche  e loro  inte- 
grali (2)  (dove  finalmente  piglia  ben  dovuta  parte  la  integrazione 
curvilinea')  che  noi  siamo  indotti  a darne  qui  subito  il  cenno. 
La  prima  Memoria  (tomo  15)  è divisa  in  tre  parti.  Nella  prima 
di  esse  (ricordando  avere  Cauchy  dimostrato  (3)  che  i diversi 
valori  di  w dati  da  un’  equazione  algebrica  f(w,z)=  0 variano 
in  modo  continuo  con  z;  si  che,  fissato  qual  valore  di  w abbiasi 
da  ritenere  corrispondente  ad  un  dato  valor  iniziale  di  z,  pos- 
sano d’  allora  in  poi  concepirsi  determinali  dalla  continuità  i 


(I)  Questo  teorema  si  può  anche  già  vedere  netta  Memoria  di  Gauss,  pubblicata  net  i 840, 
sulle  forte  agenti  in  ragione  inversa  dei  quadrati  dotte  distanze,  clic  in  seguito  più  accura- 
tamente indicheremo. 

• 2)  Reeherches  tur  le»  fonetion»  algèbrique».  G.  «li  Liouvillr,  torno  Ili.  Xouvclles  reeher - 
che*  tur  le»  fonetion»  algèbrique».  G.  di  Idoutille  y tomo  IG.  Queste  Memorie  diedero  occa- 
sione a due  rapporti  di  Coucliy  che  leggonsi  nel  tomo  52  dei  Compie»  fi. 

(3)  Netta  Memoria  Sur  la  nat.  et  le»  pr.  de»  ratine»  d’urie  eg.  ctc.,  che  citammo  par- 
lando delta  continuità  ; nella  qual  .Memoria  però  ricorderemo  clic  Caurhy  non  contempla 
esclusa  amento  le  equazioni  algebriche. 
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lavori  da  ritenersi  per  w al  variare  continuo  di  z,  sin  quando 
tv  non  divenga  infinita  od  eguale  ad  altre  radici  dell’ equazione) 
I’  autore  prende  ad  investigare  l’ influenza  del  cammino  di  z sul 
valor  finale  di  w , cioè  sul  valore  di  w corrispondente  ad  un 
dato  valor  finale  di  z.  Trova  che  il  valor  finale  di  w rimane  lo 
stesso  al  deformarsi  del  cammino  di  z,  finché  questo  non  oltre- 
passi nelle  deformazioni  alcun  punto  dove  w divenga  infinita  od 
eguale  ad  altre  radici  dell’  equazione.  Considera  poscia  1’  in- 
fluenza del  cammino  di  z sul  valore  dell’  integrale  jwdz  , di- 
mostrando il  teorema  fondamentale,  che  già  dicemmo  dato  su- 
bito da  Cauchy  nella  Memoria  dell’  Agosto  1825  , ed  alcuni 
suoi  corollari  , che  sono  pure  fra  i teoremi  già  enunciati  da 
Cauchy  nel  tomo  23  dei  Comples  R.  Ma  questi  teoremi  prendono 
nella  Memoria  del  sig.  Puiseux  una  significazione  più  circo- 
stanziata  e più  feconda  di  conseguenze  , in  virtù  della  circo- 
stanziata  cognizione  che  colle  prime  due  parti  della  Memoria 
si  ottiene  circa  la  maniera  di  comportarsi  di  w al  muoversi  di  z. 
Nella  seconda  parte  della  Memoria  esamina  che  cosa  avvenga 
del  valor  finale  di  w allorché  il  cammino  di  z , deformandosi , 
sorpassi  qualche  punto  a,  dove  w diventi  infinita  od  eguale  a 
qualche  altra  radice  di  f(tv,z)—0.  Facendo  z un  giro  intorno 
ad  un  punto  , fra  i valori  delle  radici  si  effettua  una  sostitu- 
zione , che  , se  non  è circolare  , è sempre  il  prodotto  di  più 
sostituzioni  circolari  effettuate  sopra  radici  differenti.  Il  sig. 
Puiseux  somministra  un  metodo  per  determinare  effettivamente 
qual  prodotto  di  sostituzioni  circolari  spetti  a qualsivoglia  punto. 
Questo  metodo  fornisce  inoltre  le  espressioni  delle  radici  in 
serie  ordinate  secondo  le  potenze  ascendenti  di  z — a e 
convergenti  entro  il  massimo  cerchio  descrivibile  intorno  ad  a 
senz’  abbracciare  alcun’  altro  punto  della  stessa  natura.  Per 
gli  esponenti  di  queste  potenze  ha  luogo  il  notabile  teorema  , 
che  , se  f»  esprime  l’ ordine  della  sostituzione  circolare  di 
cui  la  radico  w fa  parte  rispetto  al  punto  a , gli  esponenti 

1 

per  la  serie  rappresentante  w sono  multipli  interi  di  — . Ri- 
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prendendo  la  considerazione  dei  cammini  di  z,  egli  mostra  come 
un  cammino  qualsiasi  , che  vada  da  un  determinato  punto  ini- 
ziale ad  uno  finale  arbitrario,  possa  concepirsi  decomposto  in  un 
cammino  particolare  (che,  per  esempio,  potrebbe  ordinariamente 
supporsi  il  rettilineo)  fra  gli  stessi  punti  ed  in  contorni  elementari 
(cioè  cammini  ognuno  dei  quali  parte  dal  punto  iniziale  e vi 
ritorna  abbracciando  uno  fra  i punti  a)  che  compariranno 
zero,  una  o più  volte  secondo  la  forma  del  cammino  qualsiasi. 
Da  ciò  deriva  facilmente  come  determinare  il  valore  che  pren- 
derà w dopo  che  z avrà  percorso  un  cammino  qualunque  di 
cui  sia  data  la  caratteristica  , cioè  la  composizione  mediante  il 
cammino  particolare , ed  i contorni  su  nominati.  Nella  terza 
parte  della  Memoria  applica  le  cose  precedenti  alla  ricerca  di 
lutti  i valori  che  può  avere  I’  integrale  jwdz  da  prendersi 
lungo  un  cammino  qualunque  dato  per  z.  Siffatto  integrale  si 
decompone,  corrispondentemente  all’  accennata  decomposizione 
del  cammino  di  z,  in  un’  integrale  particolare  (qual  sarebbe  il 
rettilineo)  ed  in  un  certo  numero  di  integrali  elementari,  cioè  presi 
lungo  i contorni  elementari.  Da  qui  emerge  tosto  l’ idea  dei  moduli 
di  periodicità  (1);  e 1’  autore  determina  i moduli  di  periodicità  di- 
stinti che  appartengono  agli  integrali  di  un’ampia  classe  di  fun- 
zioni algebriche,  comprendente  come  casi  particolari  quelli  degli 
integrali  ellittici  ed  iperellittici.  Nella  seconda  Memoria  (tomo 
16)  I’  autore  ha  per  iscopo  di  completare  un  punto  cardinale 
riferentesi  ai  moduli  di  periodicità.  Per  raggiungerlo,  dimostra 
1’  insigne  teorema  , che  , se  una  funzione  algebrica  di  z ha  un 
solo  valore,  cioè  riprende  sempre  lo  stesso  valore  quando  z ritorna 
ad  uno  stesso  punto , essa  è necesariamente  razionale  ; e da  questo 
deduce,  che,  se  l’equazione  f(tc,z)=o  è irriducibile,  facendo  partire 
z da  un  punto  o valor  iniziale  dato,  si  può  prescriverle  tal  cammino 
che,  ritornando  essa  al  valor  iniziale,  una  qualsivoglia  fra  le  radici 
riesca  a prendere  con  variazione  continua  il  valore  di  quella  che 

(1)  La  parola  periodo,  impiegata  dal  sig.  Puiseux , preferiamo  adoperarla  in  riguardo 
delie  funzioni  che  siano  effettivamente  periodiche.  Cosi  diremmo  che  i moduli  di  periodicità 
di  un’  integrale  sono  i periodi  della  sua  funzione  inversa. 
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piaccia  fra  le  altre.  La  Memoria  termina  colla  esposizione  di 
un  modo  di  riconoscere  se  una  equazione  sia  irriducibile  , e 
di  determinare , quando  non  lo  sia  , i gradi  delle  equazioni 
irriducibili  nelle  quali  si  decompone. 

Ma  ritorniamo  ai  lavori  di  Cauchy.  Dicemmo  che  nell’  Ana- 
lyse  alg.  egli  espose  i fondamenti  di  una  rigorosa  teorica  delle 
serie  si  reali  che  complesse  , iniziando  con  queste  la  teorica 
delle  funzioni  di  variabili  complesse.  Or  bene,  la  teorica  delle 
serie  continuò  anche  di  poi  ad  essere  argomento  di  preziose 
ricerche  di  Cauchy,  arricchendosi  di  molti  importantissimi  risul- 
tati  , e rimanendo  sempre  lo  strumento  principale  della  di  lui 
teorica  delle  funzioni.  Cauchy  forma  con  Poisson  , Gauss  ed 
Abel  (1)  il  gruppo  degli  analisti  che  più  potentemente  contri- 
buirono a liberare  la  scienza  dall’  errore  d’ impiegare  le  serie 
senza  previo  accertamento  di  loro  convergenza.  Tutti  sanno  come 
Cauchy  stabilisse  , per  decidere  della  convergenza , parecchie 
regole  molto  semplici  e di  estesissimo  uso.  Posteriormente  alla 
pubblicazione  dell’  Anal.  alg.  studiando  con  speciale  attenzione 
1’  argomento  dello  sviluppo  in  serie  delle  funzioni , giunge 
a stabilire  tanto  per  le  funzioni  esplicite  che  per  le  implicite, 
quali  sono  le  radici  delle  equazioni  algebriche  o trascendenti  in 
cui  siavi  qualche  parametro  che  si  risguarda  come  variabile,  dei 
principi  generali  di  grande  importanza  e di  facile  applicazione, 
per  cui  mezzo  si  può  non  solo  dimostrare  con  rigore  le  forinole 
e indicare  le  condizioni  della  loro  sussistenza,  ma  determinare 
altresi  dei  limiti  per  gli  errori  che  si  commettono  tenendo  conto 

(I)  Vedasi  di  Altel  la  notevolissima  Memoria  sulla  serie  binomiale.  QEuvres  compitici, 
toni.  I,  pag.  66.  Ovvero  Creile , tomo  4. 

In  essa  il  grande  matematico  studia  con  un  rigore  pur  troppo  raro  dapprima  in  simili 
questioni  la  serie  binomiale  , contemplando  valori  si  leali  elio  complessi  per  le  due  lettere 
clic  vi  mirano. 

Circa  I*  impiego  delle  serie  divergenti  come  espressioni  di  quantità  determinale  dice:  che 
per  tal  mesto  ti  può  dimoiti  are  tutto  ciò  che  ti  vuole,  /’  imponibile  del  pari  che  il  punibile. 

Avverte  la  troppa  generalità  nell’  enunciato  del  teorema  sulla  continuità  di  una  serie  i 
cui  singoli  termini  sieno  funzioni  di  una  stessa  variabile,  dato  da  Cauchy  nell’  Analyte  alg. 
(pag.  131);  ma  di  quest’opera  dice:  che  dev’  enere  letta  da  ogni  analista  che  ami  il  ri- 
gore nelle  ricerche  matematiche. 
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soltanto  di  un  certo  numero  di  termini , ossia  trascurando  i 
resti  nelle  serie.  E del  complesso  delle  regole  stabilite  a quc; 
st’  ultimo  intento  piacqtftegli  costituire  un  corpo,  per  cosi  dire 
separalo,  di  dottrina,  un  nuovo  calcolo,  cui  diede  il  nomo  di 
calcolo  dei  limiti.  1 princìpi  di  questo  calcolo  trovansi  esposti 
in  Memorie  litografale  a Torino  negli  anni  1831, 1832,  1833  (1). 
Non  entreremo  in  particolari  ; ma  non  dobbiamo  ommeltere 
di  avvertire  : essere  qui  che,  tra  le  proposizioni  fondamentali, 
si  presenta  quel  teorema,  al  quale,  per  la  somma  sua  impor- 
tanza nella  teorica  delle  funzioni,  viene  specialmente  applicato 
il  nome  di  teorema  di  Cauchy  sulla  sviluppabilità  di  una  fun- 
zione in  serie.  Questo  teorema  può  ora  enunciarsi  come  segue: 
Affinchè  una  funzione  sia  sviluppabile  in  serie  ordinala  secondo  le 
potenze  intere  e positive  della  variabile  e convergente  in  un  cerchio 
avente  il  centro  nel  punto  - zero , è necessario  e sufficiente  che  la 
funzione  sia  sineltica  nel  cerchio  stesso  (2).  Con  siffatto  teorema 
la  sviluppabilità  di  una  funzione  secondo  T anzidelta  legge  o , 
ciò  eh’  è lo  stesso , secondo  la  formola  di  Taylor  o di  Maclau- 
rin  si  desume  adunque  da  proprietà  della  funzione  senza  bi- 
sogno di  calcolare  i termini  stessi  della  serie  (3).  Questo  teo- 

(I)  La  prima  di  queste  Memorie  litografate  è un  compendio  della  Memoria  Sur  la  Mé- 
caniqu s Celeste  presentala  1*  Il  Ottobre  1831  all*  Accademia  di  Torino.  Questo  compendio, 
intitolato  infatti  Résumé  d’  un  Mèmoirc  sur  la  Mécanique  Celeste  et  sur  un  noti  emù  caleul 
appelè  caleul  de»  limitcs  , ed  una  parte  della  Memoria  litografala  nel  1832  possono  ambe 
vedersi  nel  tomo  2 degli  Er.  d'  Ah.  et  de  Phys.  math.  , e più  completamente  e tradotti  in 
italiano  nel  tomo  2 degli  Opuscoli  matematici  c fisici , che  stampavano  allora  in  Milano. 

(2i  É noto  che  cimi!  cerchio  vicn  chiamato  cerchio  di  convergenza;  ed  è chiaro  che  in 
una  precisa  enunciazione  del  teorema  non  si  può  a meno  di  riferirsi  al  medesimo,  in  quanto 
che  una  serie  dell' anzidelta  natura  necessariamente  convergo  entro  lutto  un  cerchio  (di 
centro  0,  e di  raggio  finito  od  infinito)  e diverge  dappertutto  fuori. 

(3)  Le  proprietà  allora  esplicitamente  menzionale  come  necessarie  e sufficienti  , perché 
una  funzione  fosse  sviluppabile  nella  dichiarata  maniera,  furono  eli*  essa  fosse  continua  c 
finita.  Più  tardi  comparve  , siccome  astretta  alle  stesse  coudizioni  , la  derivata.  La  mo- 
nogeneità,  che  figurò  più  lardi  ancora  nell*  enuncialo  del  teorema,  era  allora,  come  già  av- 
vertimmo , inchiusa  nel  concetto  stesso  di  funzione.  Il  teorema  è dedotto  dalla  famosa  for- 
mula (pag.  10  del  citalo  tomo  degli  Opus.  mal.  e fis) 

f (*)  _L  j . dp  (pél*  arg.  di  *) 
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rema  non  sarebbesi  potuto  stabilire  senza  1’  intervento  della 
variabilità  complessa.  Consideriamo  , per  esempio  , la  funzione 

1 

di  cui  è notissimo  lo  sviluppo 

1 

r— 1 — X*  4-  .1-*  — x8  -f  ecc. 

1 + .1' 

Questa  serie  non  è convergente  per  valori  reali  di  x , se  non 
siano  compresi  fra  — le  +1.  Eppure  quando  x,  sempre 
tenuta  ad  essere  reale,  sorpassa  l’uno  0 l’altro  di  questi  limili, 
non  si  presenta  nella  funzione  alcun  accidente  che  avverta  e 
spieghi  la  cessazione  della  convergenza  della  serie.  Come  fun- 
zione di  variabile  reale,  la  quantità  - — - — - non  cessa  di  essere 

1 -f-  x- 

monodroma  continua  c finita.  Se  invece  si  lascierà  ad  x tutta  la 
variabilità  aritmeticamente  possibile  , cioè  la  complessa,  emer- 
gerà che  pera:  = dti  la  funzione  non  è più  finita.  Il  cerchio  di 
convergenza  della  serie  non  può  dunque  avere  un  raggio  mag- 
giore del  modulo  di  1 , cioè  dell'  unità. 

Cauchy  non  si  applica  soltanto  allo  studio  delle  serie 
esprimenti  funzioni  esplicite  od  implicite  nel  senso  sopra  di- 
chiaralo, egli  prende  eziandio  a considerare  le  serie  colle  quali 
esprimere  gli  integrali  delle  equazioni  differenziali.  La  prima 
sua  pubblicazione  su  quest’  argomento  è del  1835  (1).  Per 
dare  un’  idea  di  ciò  che  Cauchy  mirava  ad  ottenere  , riporte- 
remo qualcuno  de’  brani  , coi  quali  riassumeva  egli  stesso  in 
varie  occasioni  parte  dei  risultati  conseguiti  e nella  Memoria 
del  1835,  ed  in  parecchie  altre  contenute  nei  Cotnples  fi.  del 
1810,  ed  in  quella  del  1852  sull'  applicazione  dei  calcolo  in- 
finitesimale alla  determinazione  delle  funzioni  implicite. 

che  vedremo  essere  fondamentale  e,  più  o meno  leggermente  modificala  , invocarsi  ad  ogni 
tratto  nella  moderna  teorica  delle  funzioni.  Tuttavia  il  pregio  di  essa  , di  prestarsi  ad  uno 
stadio  delle  funzioui  indipendente  da  ogni  supposizione  a priori  di  espressioni  analitiche , 
non  doveva  essere  valutato  che  assai  più  lardi  e non  trattenere  quindi  Cauchy  dal  dimo- 
strare anche  altramente  il  proprio  teorema. 

(1)  É una  Memoria  litografala  a Praga  c riprodotta  nel  tomo  ! (pag.  3*7)  degli  Exire, 
d’  An.  et  de  Phyt . math. 
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« Essendo  assai  poco  considerabile  il  numero  delle  equa- 
zioni differenziali  che  si  possano  integrare  in  termini  finiti , si 
è tentalo  da  lungo  tempo  di  integrare  esse  equazioni  per  serie. 
Cosi,  per  esempio,  essendo  data  una  equazione  differenziale 
di  prim’  ordine  fra  la  variabile  t ed  una  funzione  incognita  di  t 
rappresentata  da  x , col  valor  particolare  £ della  funzione  x 
corrispondente  al  valor  particolare  r della  variabile  t , si  sup- 
pose la  funzione  x sviluppata  secondo  la  forinola  di  Taylor  in 
una  serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere  crescenti  di  t — r; 
e , giacché  si  giungeva  facilmente  a determinare  i coefficienti 
delle  varie  potenze  di  t — r in  questa  serie,  deducendoli  dai 
valori  noti  r e £ mediante  I’  equazione  data  e le  sue  derivate 
dei  diversi  ordini,  e lasciando  d’altronde  arbitraria  la  costante  £, 
se  ne  conchiuse  che  qualunque  equazione  differenziale  del  pri- 
mo ordine  fra  a:  e « ammetteva  un’  integrale  generale , e che 
questo  integrale  si  trovava  rappresentato  dalla  serie  di  Taylor, 
cioè  dalia  somma  di  questa  serie,  in  cui  i coefficienti  venissero 
determinati  , come  ora  si  è spiegato , in  funzione  di  r e della 
costante  arbitraria  £.  Tuttavia,  le  considerazioni  precedenti  non 
davano  la  certezza  che  si  fosse  integrata  effettivamente  l’equa- 
zione proposta  , e nemmeno  che  quest’  equazione  ammettesse 
un’  integrale.  Imperocché , da  un  lato , non  si  dimostrava  in 
generale  che  la  serie  ottenuta  fosse  convergente , e si  sa  che 
le  serie  divergenti  non  hanno  somme;  dall’altro  lato,  una 
serie  anche  convergente,  che  proviene  dallo  sviluppo  di  una 
funzione  effettuato  mediante  la  formola  di  Taylor,  non  sempre 
rappresenta  la  funzione  di  cui  si  tratta.  L’  integrazione  per 
serie  poteva  dunque  essere  illusoria.  Per  trasformare  questa 
integrazione  in  un  metodo  esalto  e rigoroso  era  necessario 
esaminare  sotto  quali  condizioni  e fra  quali  limiti  le  serie  tro- 
vate fossero  convergenti.  Queste  due  questioni  furono  trattate 
nelle  Memorie  su  menzionate  ; e nell’  ultima  delle  medesime 
le  conclusioni  a cui  giunse  l’ autore  trovansi  espresse  come 
segue  : 
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C.on  ognuna  delle  lettere 

T , X , Y , Z 

rappresentiamo  una  funzione  delle  variabili 

t .y  ,2  

che  rimanga  finita  monodrotna  e monogena  in  prossimità  dei  valori 
attribuiti  a 

I • ^ > V r 2 t * * • * ) 

ed  imaginiamo  che  x , y ,z si  assoggettino  alla  doppia 

condizione  di  verificare,  qualunque  sia  t , le  equazioni  differenziali 
comprese  nella  forinola 

di  dx  dy  d z 

T==T~T==T== 

e di  ridursi  a 4 , >j  . per  l==  r.  Se  T non  si  annulla 

facendo 

t — z , x — £ » y — ■ n , z '■ — s » • ■ • • * 
allora  si  proverà  , mediante  i teoremi  stabiliti  nella  Memoria  del 
1835,  che  è possibile  di  soddisfare,  almeno  finché  il  modulo  di  t—r 
non  oltrepassa  un  certo  limite  , alle  due  condizioni  enunciate  , con 
valori  di  x,  y , z,  . . . sviluppati  in  serie  convergenti,  e rappre- 
sentanti gli  integrali  generali  delle  equazioni  differenziali  date.  V’ha 
di  più  : si  può  affermare  che,  nell'  ipotesi  ammessa,  questi  integrali 
generali  saranno  i soli  vakri  di  x , y , z , che  variando  con 
t per  gradi  insensibili  adempiranno  . per  un  modulo  di  t — r ba- 
stantemente piccolo,  le  due  condizioni  enunciale.  Finalmente,  siccome 
i rari  termini  delle  serie  ottenute  saranno  funzioni  monodrome 
monogene  e finite  delta  variabile  l , si  potrà  affermare  altrettanto 
dei  valori  trovali  per  le  variabili  x,y,z,  . • . od  anche  di  una 
funzione  monodroma  monogena  e finita  di  queste  variabili  ». 

< Aggiungiamo  die  le  serie,  di  cui  qui  si  tratta  , non  ri- 
duconsi  a serie  ordinate  secondo  le  potenze  crescenti  della 
dillerenza  t — r fuorché  nel  caso  particolare  in  cui  le  funzioni 
T,  X,  Y,  Z, . . . divengano  indipendenti  dalla  variabile  t.  Quando 
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queste  funzioni  contengono  la  variabile  t,  i diversi  termini 
delle  serie  ottenute , cessando  di  essere  proporzionali  alle  di- 
verse potenze  di  f — r,  vengono  dati  da  integrazioni  successive, 
e,  quindi,  possono  rivestire  forme  meglio  adatte  alla  soluzione 
dei  problemi.  Cosi,  per  esempio  , in  astronomia , si  ottengono 
più  d’  ordinario  serie  ordinate  , non  secondo  le  potenze  cre- 
scenti del  tempo,  ma,  ciò  che  è preferibile,  secondo  i seni  e 
coseni  dei  multipli  di  certi  archi  proporzionali  al  tempo  ». 

< Infine  I’  autore  della  Memoria  del  1835  non  si  è ri- 
stretto a stabilire,  nell’  ipotesi  ammessa,  1’  esistenza  degli  inte- 
grali generali  di  un  sistema  d’ equazioni  differenziali.  Egli  ha 
fissalo  altresi  dei  limili  entro  i quali  il  modulo  di  t — r può 
variare  senza  che  le  serie  ottenute  cessino  di  essere  conver- 
genti , e dei  limiti  superiori  degli  errori  che  si  commettono 
troncando  ciascuna  delle  serie  ottenute  ad  un  certo  termine  »(i). 

Nel  brano  riportato  sono  contemplati  valori  si  reali  che 
complessi  delle  variabili  che  vi  entrano.  A riguardo,  in  particolar 
modo , della  variabilità  complessa  faremo  ora  notare  che  nella 
sua  vera  generalità  essa  venne  introdotta  da  Cauchy  in  que- 
st’ argomento  nel  1846.  Ecco  in  quali  termini  il  grande  mate- 
matico presentava  per  la  prima  volta  all’ Accademia  delle  Scienze 
di  Parigi  le  disquizioni  che  a ciò  si  riferiscono  (2). 

• Sono  noti  gli  importanti  servigi  che  prestano  i numeri 
complessi  non  soltanto  nella  risoluzione  delle  equazioni  alge- 
briche o trascendenti,  ma  eziandio  in  moltissimi  altri  problemi... 
Era  dunque  naturale  di  pensare  che , nella  teorica  dell’  inte- 
grazione delle  equazioni  differenziali,  dovessero  scaturire  risul- 
tati nuovi  ed  inattesi  dalla  considerazione  diretta  degli  integrali 
complessi , non  limitata  ad  alcuni  casi  particolari  già  trattati 


(l  i Quanto  abbiamo  riferito  può  precisamente  riscontrarsi  nelle  pagine  337-35!)  del 
tomo  40  dei  Compire  R. 

(Ì)  Vedi  Mèmoire  tur  lei  integrale!  imaginairet  dee  èquatinnt  diffèrenliellet,  et  tur  Ut 
grand .*  aranlaget  que  /’  on  peni  retirer  de  la  eontidèration  de  cet  integrateti  toit  pour  ita- 
Olir  det  formulet  nouvellrt,  toit  pour  Mairtir  det  difficullèt  qui  n’  avaiemt  pat  iti  jutqu'  »- 
m complilcmcnt  risoluti.  Compiei  Rcndus  del  ì setti.  1846  , pag.  363. 
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dai  geometri  , ma  estesa  a tutti  i casi  possibili.  Ciò  è quanto 
infatti  avviene.  Avendo  rivolto  le  mie  investigazioni  verso  que- 
sta parte , giunsi  non  soltanto  a portare  la  luce  in  questioni 
delicate  non  ancora  bastantemente  chiarite  , ma  a slabitirc  al- 
tresi nuovi  teoremi  che  , a motivo  della  loro  generalità  , mi 
sembrano  degni  d’  attenzione.  Prima  di  indicarli , credo  utile  , 
per  farmi  chiaramente  comprendere,  di  fissar  bene  il  senso 
delle  espressioni  di  cui  in  seguito  mi  servirò  , e di  dire  con 
precisione  cosa  intenda  per  integrali  particolari  o generali, 
reali  od  anche  complessi,  di  un  dato  sistema  di  equazioni 
differenziali  ». 

« Come  osservai  nelle  lezioni  tenute  alla  Scuola  Politec- 
nica, un  sistema  qualunque  di  equazioni  differenziali  può  sempre 
ridursi  ad  un  sistema  di  equazioni  differenziali  del  primo  ordine. 
Inoltre,  essendo  date  n equazioni  differenziali  del  primo  ordine 
fra  w+1  variabili 

.-<•,*/,  z , . . . , t , 

si  potrà  sempre  considerare  una  delle  variabili,  t,  come  indi- 
pendente  , e le  derivate  delle  altre  come  determinate  dal 
sistema  delle  date  equazioni , in  funzioni  esplicite  od  almeno 
implicite  di  x , y , z , ,i.  Di  più  , la  cognizione  di  queste 

ultime  funzioni  non  darà  il  mezzo  di  fissare  completamente  i 
valori  generali  delle  variabili  dipendenti  x ,y  , 2 , . . . ; e , 
affinchè  la  integrazione  delle  date  equazioni  differenziali  si  ri- 
duca a problema  determinato , bisognerà  altresì  obbligare  le 
x , y , z , . . . a prendere  certi  valori  iniziali 

€<>>»?.••• 

reali  0 complessi,  per  un  certo  valore  iniziale  r della  variabile 
indipendente  f.  Quando  questi  valori  iniziali  sieno  conosciuti 

insieme  colle  anzidelte  funzioni  di  x , y , z t , i valori 

generali  di  x , y , z , . . . saranno  di  regola  totalmente  deter- 
minati , vale  a dire , ad  un  valore  reale  0 complesso  della  t 
corrisponderanno  generalmente  valori  determinati  reali  0 com- 
plessi delle  altre  variabili.  Questi  valori  saranno  dati  , 0 da 


Digitized  by  Googk 


89 


equazioni  algebriche  o trascendenti,  seie  equazioni  differenziali 
siano  integrabili  in  termini  finiti,  o da  sviluppi  in  serie,  ovvero 
anche  saranno  i limiti  verso  i quali  convergeranno  i risultati 
approssimativi  dedotti  dal  metodo  che  esposi  nelle  mie  lezioni 
alla  Scuola  Politecnica  e che  offre  il  vantaggio  di  essere  sempre 
applicabile  qualunque  sia  la  forma  delle  equazioni  differenziali. 
In  tutti  i casi , le  formole  che  somministreranno  i valori  delle 
x,y,z,  . . . rappresenteranno  un  sistema  di  integrali  parti- 
colari delle  equazioni  difTerenziali  proposte,  se  si  attribuiranno 
ai  valori  iniziali  £,»),?,  . . . valori  determinati;  ed  il  sistema 
degli  integrali  generali,  se  si  riguarderanno  i valori  iniziali  come 
costanti  arbitrarie.  Cosi , il  problema  della  integrazione  di  un 
sistema  di  equazioni  differenziali  si  riduce,  in  realtà,  alla  ricerca 
d’  un  sistema  qualunque  di  integrali  particolari  di  queste  equa- 
zioni. Gli  integrali  generali  altro  non  sono  che  formole  generali 
che  comprendono  ed  abbracciano  tutti  gli  integrali  particolari  , 
e se  questi  non  possono  lutti  racchiudersi  in  un  solo  sistema 
di  formole  generali  , bisognerà  conoscere  i diversi  sistemi  di 
formole  generali  racchiudenti  diversi  sistemi  di  integrali  parti- 
colari, perchè  gli  integrali  generali  si  possano  ritenere  come 
pienamente  conosciuti.  Se  un’  integrale  particolare  fosse  isolalo 
in  guisa  da  non  potersi  comprendere  con  altri  in  una  stessa 
formola  generalo  , esso  sarebbe  del  genere  di  integrali  chia- 
mati soluzioni  particolari  o integrali  singolari  delle  equazioni 
differenziali  ». 

« Per  ciò  che  si  è detto , integrare  n equazioni  differen- 
ziali fra  n + 1 variabili  significa  semplicemente  passare  da  un 
sistema  dato  di  valori  di  queste  variabili  ad  un  altro  sistema  . 
prendendo  una  delle  variabili  per  indipendente.  Chiamando  , 
come  dianzi  , 

x ,y  ,i i 

le  diverse  variabili,  e 

ì T 

i loro  valori  iniziali,  i essendo  la  variabile  indipendente  , le 
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differenze  x — £ , y — n . sono  veri  inferrai»  definiti 

presi  rispetto  a t a partire  dall’  origine  r , nei  quali  le  fun- 
zioni sotto  il  segno  / sono  funzioni  delle  diverse  variabili  ri- 
guardate , come  funzioni  implicite  di  t.  Tali  differenze  saranno 
generalmente  della  natura  delle  trascendenti  che  ho  considerato 
nella  mia  Memoria  intorno  agli  integrali  definiti  presi  fra  limiti 
complessi,  poiché  si  possono  supporre  non  solo  complesse  le 
funzioni  sotto  il  segno  /,  ma  complessi  eziandio  i valori  ini- 
ziale e finale  della  l.  Questi  integrali  poi  potranno , in  tutti  i 
casi,  essere  determinati,  ed  anche  in  più  maniere,  con  esattezza 
grande  quanto  piacerà,  sia  mediante  sviluppi  in  serie,  sia  col 
soccorso  del  metodo  di  integrazione  precedentemente  ricordato. 
Per  far  meglio  intendere  ciò  che  voglio  dire  a questo  ri- 
guardo, e dipingere  in  certo  qual  modo  agli  occhi  l’ andamento 
del  calcolo,  ne  darò  una  interpretazione  geometrica  ». 

E qui  Cauchy  espone  la  solita  rappresentazione  geometrica 
dei  valori  della  variabile  indipendente  t mediante  i punti  di  un 
piano  orizzontale,  e fa  notare:  che  il.  valore  di  x—l  sarà  dato 
da  un’  integrale  preso  lungo  un  cammino,  in  esso  piano,  avente 
principio  in  r e termine  in  t;  che  il  valore  di  questo  integrale 
per  lo  più  non  varierà  al  variare  del  cammino  di  integrazione; 
che  potrà  però  anche  variare,  e che , per  non  lasciar  nulla  di 
arbitrario  nella  determinazione  degli  integrali  di  un  sistema  di 
equazioni  differenziali , conviene  fissare  la  natura  del  cammino 
di  integrazione. 

Col  brano  riferito  dapprima  volemmo  far  comprendere 
come  Cauchy  mirasse  a trasformare  in  una  teorica  veramente 
rigorosa  la  integrazione  per  serie  delle  equazioni  differenziali. 
Col  brano  invece  da  ultimo  riferito  , mettendo  in  tutta  luce 
come  abbia  egli  stesso  (ciò  che  d’  altronde  era  ben  naturale) 
introdotta  la  variabilità  complessa  anche  nello  studio  delle  equa- 
zioni differenziali , abbiamo  voluto  far  si  che  possa  ora  parer 
giusto  il  collocare , che  noi  facciamo , nei  lavori  di  Cauchy  la 
origine  di  quel  metodo  di  investigare  gli  integrali  delle  equa- 
zioni differenziali  che,  differendo  affatto  dal  metodo  di  ridurre 
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le  equazioni  alle  quadrature  , crediamo  di  poter  qualificare 
come  moderno.  Di  questo  metodo,  come  in  oggi  trovasi  svilup- 
pato vogliamo  dar  subito  una  succinta  idea  generale. 

La  variabilità  complessa  introdotta  nello  studio  delle  fun- 
zioni andò  a poco  a poco  insegnando  che,  in  generale,  le  fun- 
zioni (monogene)  riescono  determinate  quando  si  conosca  il 
loro  modo  di  comportarsi  intorno  ai  punti  singolari  , cioè  in- 
torno a quei  punti  del  piano  della  variabile  indipendente  dove 
manchino  per  esse  o la  monodroroia  o la  continuità.  E per- 
tanto, il  problema  dì  integrare  una  data  equazione  differenziale 
tra  una  funzione  incognita  x ed  una  variabile  indipendente  l, 
ossia  il  problema  di  determinare  la  funzione  incognita  x,  potè 
essere  ridotto  alla  ricerca,  mediante  la  equazione  differenziale, 
dei  punti  singolari  per  la  funzione  da  essa  definita  e del  modo 
con  cui  intorno  ai  medesimi  la  funzione  si  comporti  (I).  Si- 
mile ricerca  non  provoca  tentativi  vaghi  che , non  riuscendo  , 
lascino  ancora  tutta  la  incertezza  di  prima , ma  provoca  1’  ap- 
plicazione di  procedimenti  uniformi  e ben  definiti,  che  condu- 
cono infallibilmente  a qualche  conclusione. 

I lavori  di  Cauchy  dove  questo  metodo  comincia  chiara- 
mente a manifestarsi  nella  propria  applicazione  appartengono 
all’  anno  1855  (2).  Ma  non  entreremo  in  particolari  circa  i 
medesimi  , reputando  di  aver  detto  abbastanza  a riguardo  di 
Cauchy  su  questo  punto  coll’  avere  rappresentato  il  nuovo 
metodo  come  traente  origine  dai  lavori  di  lui. 

Gli  analisti , dai  quali  dopo  Cauchy  devesi  riconoscere  il 
maggiore  progresso  nello  studio,  inteso  nel  detto  senso,  delle 
equazioni  differenziali,  sono  i sigg.  Briot  e Bouquet,  Weierstrass, 
Riemann. 


(1)  Di  tuie  maniera  sparisce  ogni  essenziale  diversità  fra  lo  studio  di  funzioni  defluite 
da  equazioni  differenziuli  c lo  studio  di  funzioni  che  Iroviusi  rapprese  ulule  da  quadrature. 
In  questo  senso  le  Herhercheg , per  esempio,  tur  Ics  fonchons  olgebriqueg  del  sig.  Puiscuz 
possono  considerarsi  come  un  primo  capitolo  dello  studio  delle  funzioni  defluite  da  equazioni 
differenziali.  E noi  cogliamo  volentieri  anche  questo  occasione  per  far  riflettere  sempre  me- 
glio come  un  lavoro  possa  giudicarsi  adatto  a vari  luoghi  , e per  disporre  quindi  sempre 
più  all’  indulgenza  per  tutta  , in  genere  , la  distribuzione  delle  nostre  Notizie. 

(2)  Vedi  il  tomo  40  dei  Comptet  H. 
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1 sigg.  Briot  e Bouquet  vanno  considerati , insieme  col 
sig.  Puiseux , siccome  que’  matematici  i quali  maggiormente 
contribuirono  a diffondere  i principi  ed  i metodi  ed  a crescere 
i risultati  delle  dottrine  di  Cauchy  riferentesi  al  campo  scien- 
tifico  al  quale  il  nostro  corso  s’ indirizza.  I sigg.  Briot  e Bou- 
quet presentarono  all’  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  la 
Memoria  Recherches  sur  Ics  propriétés  des  fonctions  définies  par 
des  equations  différenlielles  nell’  Agosto  1854  e la  Memoria  Sur 
/'  inlégration  des  équations  différenlieUes  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques  nel  Dicembre  1855  ; le  quali  vennero  poi  stampate 
nel  36  Cahier  del  giorn.  della  scuola  politecnica  , ed  in  gran 
parte  anche  nell’  opera  Thcorie  des  fonctions  doublemetd  périodi- 
ques  , che  gli  stessi  diedero  alla  luce  nel  1859,  e di  cui  rife- 
riremo più  specialmente  in  seguito  (1).  Qui  daremo  un’  idea 
di  ciò  che  somministrarono  nelle  dette  due  Memorie,  riportando 
i sunti  che  essi  medesimi  ne  hanno  fatto  e che  veggonsi  pre- 
messi alle  Memorie  stesse. 

Ecco  il  sunto  della  prima.  « I casi  in  cui  si  può  integrare 
un’  equazione  differenziale  sono  estremamente  rari  e vanno 
riguardali  come  eccezioni.  Ma  si  può  considerare  un’  equazione 
differenziale  come  definizione  di  una  funzione , e proporsi  di 
studiare  le  proprietà  di  questa  funzione  sull’  equazione  diffe- 
renziale medesima  >. 

(I)  Questi  dittimi  matematici  cuddern  ili  errori  rhc  nri  luoghi  opportuni  delle  nostre 
lezioni  riconosceremo  ron  tutta  facilità  c chiarezza  ; ma  non  crcdiumo  conveniente  di  farne 
oggetto  di  considerazione  in  queste  brevi  Aotizie.  Del  resto  vogliamo  siu  d’ora  dichiararci 
più  «he  d'accordo  col  sig.  Bertrand,  il  quale,  presentando  all'Accademia  una  più  recente 
opera  del  sig.  Briot  (Essais  sur  la  Thcorie  mathématigue  de  la  Lumière),  ebbe  a dire  di 
quella  del  1859  che  divenuta  elastica  nelle  alte  regioni  della  scienza  ha  reso  servigi  ogni 
giorno  più  apprezzati. 

Gli  stessi  autori  presentarono  oli'  Accademia  una  Memoria  anche  nella  seduta  del  13 
Kcbbrnjo  (855,  dandone  un’estratto  nel  relativo  Compie  B.  ; ma  i risultati  ottenuti  nella 
medesima  si  ilcducono  immediatamente  dui  prim  ipi  stabiliti  in  quella  del  successivo  Dicembre. 

Mei  Compire  H.  del  I Sem.  1855  ipag.  557)  e del  2 Sem.  I85(»  (pog.  26)  possono  leg- 
gersi i rapporti  che  le  Commissioni,  delle  quali  Cauchy  era  relulore  , presentavano  all'  Ac- 
cademia intorno  ullc  due  Memorie  dei  sigg.  Briot  c Bouquet.  Ci  piace  citare  le  seguenti 
panile  conclusive  del  secondo  rapporto:  n i Commissari  pensano  che  i risultati  ottenuti  dai 
sigg.  Briot  e Bouquet  costituiscono  un  vero  progresso  nell * alta  analisi  n. 
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una  equazione  differenziale  del  prim’  ordine  ; w sarà  una  fun- 
zione di  z,  definita  dalla  condizione  di  soddisfare  I’  equazione 
differenziale  e di  ammettere  un  valor  iniziale  w„  per  z=z0.  Il 
sig.  Cauchy  ha  dimostrato  che,  se  il  coefficiente  differenziale 
f(w,z)  è funzione  finita  continua  monodroma  e monogena  per 
i valori  di  w e z prossimi  a wa  e z0 , la  funzione  integrale 
w è del  pari  finita  continua  monodroma  e monogena  per  i 
valori  di  z prossimi  a z„ . Noi  diamo  una  dimostrazione  più 
semplice  di  questo  teorema  dell’  illustre  matematico  , che  è il 
nostro  punto  di  partenza  >. 

< Pertanto,  allontanandosi  z dal  punto  iniziale  z0  secondo 
un  cammino  qualunque,  la  funzione  integrale  io , sino  a quando 
il  coefficiente  differenziale  possiede  le  proprietà  su  indicate  , 
si  conserva  finita  continua  e monodroma;  ma,  se  si  giunge 
ad  un  punto  z{  dove  il  coefficiente  differenziale  diventi  infinito 
ovvero  prenda  la  forma  | , ovvero  cessi  di  essere  monodromo, 
la  funzione  integrale  subisce  intorno  a questo  punto  modifica- 
zioni ed  acquista  proprietà  speciali  che  trasmeltonsi  di  poi  per 
tutta  1’  estensione  del  piano.  Ci  siamo  proposto  di  studiare 
siffatte  circostanze  , che  caratterizzano  le  diverse  funzioni  e le 
classificano  in  categorie  >. 

« Supponiamo  che  per  *=Zj  e tv=tot  (wì  essendo  il  va- 
lore di  w corrispondente  al  valor  zt  di  z)  il  coefficiente  dif- 
ferenziale diventi  infinito  , in  guisa  però  che  il  suo  inverso 


— - rimanga  finito  e continuo.  Designando  con  m I’  ordine 
f{l0,2) 

della  prima  derivata  parziale  di  - rispetto  a w che  non  si 

annulla,  noi  dimostriamo  che,  girando  z intorno  a z, , la  fun- 
zione integrale  w cessa  d’essere  monodroma  e prende  m-j-t 
valori  differenti  che  si  permutano  gli  uni  negli  altri  in  serie 
circolare  ». 
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« Supponiamo  ora  che  il  coefficiente  differenziale  si  pre- 
senti sotto  la  forma  g Ciò  ha  luogo  quando  il  medesimo  sia 
il  quoziente  di  due  funzioni  <?  e <{<  che  si  annullino  simulta- 
neamente per  z=z{  e w=wt . Ponendo 

Z—Z{-\-z'  , ÌU=W{-\-w'  , 

I’  equazione  differenziale  diviene 

z')  -^r  ~ f 20  — • 0 

Dopo  aver  spiegato  i diversi  modi  di  formare  il  gruppo  dei 
termini  di  grado  più  basso  nell’  equazione,  noi  poniamo 
z’—ii  , , 

(essendo  p e q due  numeri  interi  corrispondenti  al  gruppo  che 
s’  intende  considerare  , e w,  radice  d’  una  equazione  alge- 
brica) e riduciamo  I’  equazione  differenziale  alla  forma  semplice 
rfw  aw+fct+rws+  . . . 

^ ir ; 

« Le  proprietà  della  equazione  (fi)  dipendono  principal- 
mente dal  coefficiente  a della  prima  potenza  di  w nello  svi- 
luppo del  numeratore.  Noi  dimostriamo  da  prima  che,  quando 
a non  sia  intero  positivo,  I’  equazione  (fi)  ammette  un’  inte- 
grale monodromo  che  si  annulla  con  ( >. 

« Se  la  parte  reale  di  a è positiva,  l’equazione  differen- 
ziale ammette  inoltre  una  infinità  di  altri  integrali  non  mono- 
dromi , e tali,  che  ciascun  d’  essi  prende  una  infinità  di  valori 
differenti  quando  t gira  intorno  al  punto  t=0  ». 

< Quando  a sia  intero  positivo , si  può  , con  opportuna 
trasformazione  , ridurre  I’  equazione  al  caso  in  cui  a eguagli 
I’  unità.  Nel  caso  di  o=t,  se  6 è diverso  da  zero,  1’  equazione 
non  ammette  alcun  integrale  monodromo  , ma  una  infinità  di 
altri  non  monodromi,  ciascuno  dei  quali  prende  una  infinità  di 
valori  differenti  quando  t gira  intorno  a t=0.  Se  6=0, 
mentre  a=l  , I’  equazione  ammette  una  infinità  di  integrali 
monodromi  ». 
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‘ < Dopo  aver  studialo  di  tal  guisa  ognuna  delle  equazioni 
differenziali  della  forma  (j3)  date  dai  diversi  modi  di  aggruppa- 
mento e dalle  radici  dell’  equazione  algebrica  che  a ciascuna 
di  essi  corrisponde , è facile  ritornare  alla  funzione  w.  Una 
funzione  monodroma  w di  ( dà  una  funzione  w di  t avente  q 
valori  in  ogni  punto  (nel  caso  di  q=l,  w è quindi  pure  mo- 
nodroma). Così  si  ottengono  tutte  le  funzioni  che  soddisfanno 
P equazione  differenziale  proposta  e riduconsi  a «qper  z=-z4». 

« Da  ciò  che  precede  risulta  una  conseguenza  assai  note- 
vole , vale  a dire  che  una  funzione  potrebbe  non  essere  com- 
pletamente definita  assoggettandola  a soddisfare  una  equazione 
differenziale  del  primo  ordine  ed  a prendere  un  dato  valore 
iniziale  w{  per  z=zt.  Ciò  accade,  in  generale,  quando  il  coef- 
ficiente differenziale  si  presenti  sotto  la  forma  § per  z=z{ 
e w=w{  ; imperocché  abbiamo  visto  che , in  tal  caso,  I'  equa- 
zione differenziale  ammette  , generalmente  , parecchi  integrali 
riducentisi  a w{  per  z=zi  . Sovente  essa  ne  ammette  anche 
una  infinità , ed  allora  s’  introduce  nella  integrazione  una  co- 
stante arbitraria,  sebbene  venga  dato  il  valor  iniziale  ». 

< In  seguilo  esaminiamo  il  caso  in  cui  il  coefficiente  dif- 
ferenziale, che  indichiamo  con  IP,  sia  funzione  implicita  definita 
da  un’  equazione  algebrica 

F (z,w,  W)=o  ». 

• Finché  IP  rimane  radice  semplice  di  quest’  equazione  , 
essa  è funzione  monodroma  di  z e di  w;  si  rientra  nei  caso 
generale  e la  funzione  integrale  w è monodroma  ». 

« Se  IP  diviene  radice  multipla  d’ ordine  n , la  funzione 
w cessa  , in  generale  , d’  essere  monodroma  , ed  ammette  n 
valori  distinti  che  si  permutano  in  serie  circolare.  Ma  qualche 
volta  la  questione  è molto  più  complicata,  ed  è necessario  di 
ricorrere  a trasformazioni  che  riconducano  1’  equazione  diffe- 
renziale alla  forma  (/3)  precedentemente  studiala  ». 

< Abbiamo  applicato  a numerosi  esempi  la  teorica  di  cui 
qui  indicammo  i tratti  principali , onde  mettere  in  evidenza  le 
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proprietà  tanto  svariate  delle  funzioni  definite  dalle  equazioni 
differenziali.  Citeremo  specialmente  equazioni  differenziali  che 
definiscano  funzioni  doppiamente  periodiche  di  più  sorta  , le 
une  monodrome  in  tutta  I’  estensione  del  piano  , le  altre  che 
mutino  valore  quando  si  giri  intorno  a certi  punti  ». 

Ecco  ora  il  sunto  della  seconda  Memoria.  • Nella  Memoria 
precedente  abbiamo  svolto  un  metodo  generale  per  studiare  le 
proprietà  delle  funzioni  definite  dalle  equazioni  differenziali. 
Adesso  ci  proponiamo  di  applicare  siffatto  metodo  alle  equazioni 
differenziali  della  forma 


in  cui  F significa  un  polinomio  intero  tra  la  funzione  w e la 

sua  derivata  ^ , del  grado  m rispetto  a quest’  ultima,  e non 
dz 

contenente  la  variabile  z ». 

« Dapprima  dimostriamo  che  ad  ogni  valor  di  w corrispon- 
dono in  valori  di  cresciuti  o diminuiti  di  multipli  qualunque 

di  certi  periodi  &>,  «/, 

« Poscia  dimostriamo  che,  se  ad  ogni  valor  della  variabile 
corrisponde  un  numero  limitalo  di  valori  della  funzione  w , 
1’  integrale  è radice  di  un’  equazione  algebrica  intera  fra  w ed 
una  quantità  che  è , o la  stessa  variabile  indipendente  z , o la 

T.Z 

funzione  circolare  tang  — , o la  funzione  ellittica  sn(gz ) ». 

« Da  ciò  concludiamo  che  , se  I’  integrale  è monodromo, 
esso  è,  o una  frazione  razionale,  o una  funzione  raonodroraa 
semplicemente  periodica,  o una  funzione  monodroma  doppia- 
mente periodica.  Nel  primo  caso,  I’  integrale  è il  quoziente  di 
due  polinomi  interi  in  z , I’  uno  del  grado  m , 1’  altro  al  più 
del  grado  m.  Nel  secondo  caso , I'  integrale  vien  espresso  da 

una  frazione  razionale  in  tang  — ; nel  terzo  caso,  da  una  ba- 
ci 

/ione  razionale  , tra  la  funzione  ellittica  sii  {gz)  e la  sua  deri- 
vata, come  risulta  da  un  notabile  teorema  del  sig.  Liouville  ». 
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< Ci  occupiamo  specialmente  delle  equazioni  differenziali 
che  ammettono  integrali  monodromi.  In  prima  diamo  i caratteri 
semplicissimi  coi  quali  si  riconosce , all’  inspezione  dell’  equa- 
zione differenziale , se  1’  integrale  sia  monodromo  , e poi  di- 
ciamo come  si  distingua  a (piai  categoria  appartenga  ». 

< Questo  studio  diretto  dell’  equazione  differenziale  ha 
grande  importanza,  da  prima  ci  fornisce  le  proprietà  fondamen- 
tali della  funzione  integrale,  e ne  caratterizza  la  natura.  In  oltre, 
ci  permette  di  effettuare  la  integrazione  come  la  si  intende  di 
ordinario , di  esprimere  cioè  la  funzione  integrale  mediante 
segni  convenuti  , ove  sia  possibile.  Noi  troviamo  la  forma  del- 
1’  espressione  e poi  ne  calcoliamo  i coefficienti  (1).  Questi 
coefficienti  sono  di  due  sorta , quelli  che  entrano  nella  com- 
posizione dell’  espressione  e quelli  che  servono  a definire  la 

7 XZ 

funzione  circolare  tang  — , o la  funzione  ellittica  sn  ( gz ).  I 

oì 

primi  li  otteniamo  mediante  equazioni  di  primo  grado.  Quando 
1’  integrale  6 semplicemente  periodico,  la  costante  w,  che  entra 
nella  funzione  circolare,  è data  immediatamente  dall’  equazione 
differenziale.  Quando  I’  integrale  è doppiamente  periodico  , le 
due  costanti  g e k (modulo),  che  definiscono  la  funzione  ellittica, 
sono  date  da  equazioni  algebriche  di  grado  più  o meno  elevato  ». 

(1)  Pensiamo  che  i giovani,  ai  quali  le  nostro  Notizie  sono  destinale,  leggeranno  con 
attenzione  questi  sunti  dei  sigg.  Rriot  e Bouquet  , e vorranno  interpretarli  come  un'am- 
maestramento di  carattere  allatto  generale,  ossia  vorranno  riconoscerli  come  una  tratteggia- 
tura un  po'  più  circostanziata  di  quella  che  noi  stimammo  di  premettere  per  far  compren- 
dere sin  da  prima  I*  indole  del  metodo  di  studiare  le  equazioni  differenziali  che  dissimo  mo- 
derno. Crediamo  utile  riaffermare  questi  punti  : che  cioè  la  deduzione  delle  proprietà  ha  da 
precedere  la  ricerca  delle  espressioni  analitiche  della  funzione  integrale  ; che  anzi  hanuo  da 
essere  precisamente  le  proprietà  quello  che , col  progresso  della  teorica  generale  delle  fun- 
zioni, indichino  le  varie  forme  analitiche  colle  quali  la  funzione  potrà  rappresentarsi;  e che, 
volendosi  effettivamente  una  qualche  espressione  analitica  della  funzione  , non  bu  da  rima- 
nere poi  altro  da  fare  che  calcolazioni  , per  cosi  dire,  di  secondaria  importanza  , cioè  le 
calcolazioni  dei  coefficienti  contenuti  in  quella  forma  di  espressione  che  si  vorrà  preferire. 
Aggiungeremo  infine  » clic  iu  grnu  numero  di  casi  sono  anche  veramente  le  sole  proprietà 
delle  funzioni,  e niente  affatto  qualche  loro  espressione  analitica,  che  fu  d’uopo  conoscere. 
Basta  riflettere  , per  esempio  , alle  funzioni  circolari  : le  proprietà  di  queste  funzioni  sono 
invocate  nell'  analisi  spessissimo  indipendentemente  da  ogni  loro  espressione  analitica. 
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« Abbiamo  applicato  il  nostro  metodo  d’  integrazione  alle 
equazioni  dilTerenziali  binomie  della  forma 

(£)'-«*>  ■ 

in  cui  f(w)  esprime  un  polinomio  intero  in  w al  più  del  grado 
2tn,  ed  abbiamo  dimostrato  che  , oltre  i casi  nei  quali  I’  inte- 
grale è razionale  o semplicemente  periodico  , esistono  undici 
equazioni  dilTerenziali  di  questa  forma  che  danno  origine  a 
funzioni  monodrome  doppiamente  periodiche  ». 

< Abbiamo  applicato  lo  stesso  metodo  ad  altri  esempi  più 
complicati  *. 

Passiamo  al  sig.  Weierstrass.  Nel  f.  3 del  citato  compendio 
Zur  Theorie  der  Abel’  srhen  Functionen  si  trova  accennato  , e 
nel  f.  7 della  posteriore  Memoria  Theorie  dir  Abel’ srhen  Fun- 
ctionen si  trova  svolto  un  metodo  per  decidere  se  una  fun- 
zione w , di  una  variabile  z , definita  da  una  equazione  algc- 
gebrico-dilTorenziale  abbia  il  carattere  delle  funzioni  razionali 
intere  o fratte  (T)  , e per  ottenere,  verificandosi  il  secondo 
caso,  due  equazioni  dilTerenziali  che  servano  alla  determinazione 
del  numeratore  e del  denominatore  di  w-  A fondamento  del 
metodo  è posto  il  seguente  teorema. 

Se  una  funzione  monodroma  F(z)  possiede  la  proprietà  che, 
ogni  qualvolta  si  ponga  z=a+£,  essendo  a qualsiasi  numero  par- 
ticolare, si  possa  svolgere  in  serie  convergente  almeno  per  valori  ba- 
stantemente piccoli  della  variabile  e e della  forma 
(P-  ic 

*»«  j-p-  -\-  2 flr £r  » (r=0,  1,  2, . . , OC 


(1)  Cioè  se  sia  esprimibile  per  una  scric  o per  un  quoziente  di  strie  ordinate  secondo 
le  potenze  intere  positive  della  variabile  c convergenti  per  qualunque  valor  finito  della  me- 
desima. Cuuchy  direbbe  funzione  tinetlica  (pag.  72  e 83)  ciò  che  il  sig.  Weierstrass  funzione 
avente  il  carattere  delle  razionali  infere.  Senza  niente  affatto  pretendere  di  qualificare  come 
non  abbastanza  opportuna  quest*  ultima  inanimi  di  dire  che  vedemmo  a un  dipresso  anche 
usala  da  Jacobi  (pag.  14),  crediamo  utile  di  ben  segnalare  il  scgucutc  divario  tra  una  fun- 
zione razionate  intera  cd  una  non  razionale  ma  che  direbbe»!  averne  il  carattere:  che,  di- 
venendo infinita  la  variabile  , la  prima  diventa  pure  inevitabilmente  infinita  , mentre  la 
secouda  tende  ad  uno  o ad  altro  valore  secondo  il  modo  con  cui  la  variabile  va  all*  infinito. 
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dove  A ed  ma  designino  numeri  interi  positivi,  invariabile  il  primo , 
mutabile  con  a il  secondo  e però  nullo  ogniqualvolta  E (a)  resti 
finita:  si  potrà  determinare  una  funzione  f(z)  avente  il  carat- 
tere delle  razionali  intere  clie  soddisfi  la 

<P  lRz)  = „ 

d zx 

Ed  anzi , supposto  che  per  valori  bastantemente  piccoli  di  z siasi 
trovalo 

F=sm°  “pr  + 2 *r  » 


si  otterrà  la  espressione  la  più  generale  di  f(z)  sviluppando  in 
serie  secondo  potenze  di  z la  formula 


2 


0r2H-r 

(r+l) (r+i) 


+ C.4 -C,j+..+CUi  2*-' 


in  mi  C„ . C,  , . . . , Cx— i significhino  costanti  arbitrarie  ; e ciò 
quand’  anche  la  serie 

0 =M-r 

W-(r+» 

non  converga  per  tutti  i valori  finiti  di  z. 

Ciò  premesso,  ii  metodo  prescrive  di  ridurre  (1),  se  possi- 
bile, la  equazione  differenziale  proposta  alla  forma 


(I)  Dalla  equazione  proposta  si  potrà  sempre  ottenere  per  la  derivata  di  Ite  d’  un’  or- 
dine X opportunamente  allo  una  espressione  della  forma 


iP-  Ito  . 

( dtv 

dx~ 1 w 

r=  <J> 

dzx  ' 

lz’w’d ;>■ 

’ dzx~~ 1 

-T,  « w 

dove  " sia  funzione  razionale  di  w . — - , ccc.  , i cui  coefficienti  sicno  costanti  o fun- 

d z 

zioni  analitiche  monodrome  di  x. 

Allorché  w abbia  il  carattere  delle  funzioni  razionali  fratte,  indicandone  con  ft(z)  cd 
ft(z)  il  numeratore  cd  il  denominatore,  il  primo  membro  della  precedente  equazione  può 
scriversi  come  differenza 

<p  lfi(z)  > lf,(2) 

dzx  dzx 

i due  termini  della  quale  posseggono  la  proprietà  che  viene  quindi  richiesta  nelle  F,  , Ff. 
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* lw  - F F 
dzx  1 * ’ 

in  cui  F,  et!  F,  abbiano  la  proprietà  ammessa  per  F nel  teo- 
rema precedente.  Quando  si  riesca  ad  ottenere  un’  equazione 
di  questa  forma  , allora  , ponendo 

A(;) 


w = 


A(2) 


la  equazione  stessa  può  decomporsi  nelle  due 


**A(«) 

dzx 


<ft'A(2) 

d zx 


— F, 


le  quali  ammettono  per  f{  ed  ft  espressioni  della  natura  dianzi 
asserita  per  (. 

Quando  poi  si  possa  anticipatamente  sapere  (e  questo  ap- 
punto avviene  per  le  funzioni  considerate  nella  Memoria)  che 
«'  sia  funzione  monodroma  di  z la  quale,  scegliendo  un  qua- 
lunque numero  particolare  a , si  possa  sempre  sviluppare  in 
serie  ordinala  secondo  le  potenze  di  z—a  intere  crescenti  ( le 
prime  delle  quali  positive  o negative  ) e convergente  per  tutti 
i valori  di  z prossimi  ad  a:  allora  basta  saper  mettere  la  espres- 
sione «1»  sotto  forma  di  differenza  F,  — F,  di  due  altre  espres- 
sioni della  stessa  natura,  delle  quali  la  prima  diventi  infinita 
solo  quando  w diventi  nulla  e la  seconda  solo  quando  w diventi 
pure  infinita  ; che  , ciò  fatto , si  avrà  certezza  che  le  funzioni 
F, , Ft  avranno  la  proprietà  ammessa  per  F , e che  quindi  le 
serie  ricavabili  per  ed  nel  modo  sopra  dichiarato  dalle 
equazioni 


**A(») 


= F, 


*160 


= F, 


d zx  d zx 

riusciranno  convergenti  per  qualunque  valor  finito  di  z (i). 


(I)  Abbiamo  già  altrove  avvertilo  die  nella  Memoria  ilei  sig.  Weicrstrass  1’  effettiva  ap- 
plicazione di  questo  metodo  trovasi  svolta  per  disteso  soltanto  pel  caso  delle  funzioni  cllit* 
tiche.  Qui  però  non  ommcttcremo  di  raccomandare  1'  attenzione  per  questa  semplice  e di- 
retta determinazione  di  espressioni  notabilissime  delle  funzioni  ellittiche  e per  la  nnova 
trattazione,  che  nc  consegue,  della  intiera  teorica  delle  medesime.  In  cotcste  espressioni 
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Veniamo  per  ulliino  al  sig.  Riemann.  Citandolo  Ira  quelli 
che  hanno  promosso  la  nuova  maniera  di  studiare  le  equa- 
zioni differenziali  non  vogliamo  dire  eh’  egli  abbia  espressamente 
dedicati  degli  scritti  a questo  argomento  ; ma  che  nel  complesso 
della  sua  dottrina  non  si  può  a meno  di  riconoscere  i modi 
forse  i più  efficaci  per  progredire  in  tale  studio  precisamente 
secondo  la  maniera  anzidetta.  Del  resto  vi  ha  una  Memoria  che 
può  anche  benissimo  considerarsi  come  veramente  dedicata  a ciò 
ed  è quella  intitolata  Reitràgc  zur  Theorie  tler  durch  die  Gauss’ 
sche  Reilw  F(«,  fi,  y,  x)  darstellbarcn  Funclionen  (1).  L’autore 
dice  nella  introduzione  alla  medesima  « Nella  presente  Memoria 
ho  trattato  questa  trascendente  (cioè  la  funzione  di  x rappre- 
sentabile , finché  il  modulo  di  x non  superi  I’  unità  , con 
F (x,  1 3,  y,  x)  ) con  un  metodo  nuovo  che  in  sostanza  si  può 
applicare  ad  ogni  funzione  che  soddisfi  ad  una  equazione  diffe- 
renziale lineare  con  coefficienti  algebrici  >.  Tuttavia  dobbiamo 
avvertire  che  , nell’  ordinamento  sintetico  piaciuto  al  sig.  Rie- 
mann, la  equazione  differenziale,  di  cui  il  suo  lavoro  può  dirsi 
somministrare  la  integrazione,  non  forma  il  punto  dipartenza, 
ed  anzi  non  compare  se  non  nel  settimo  degli  otto  articoli 
che  lo  compongono.  Per  dare  però  a siffatto  lavoro  interamente 
l’aspetto  di  uno  studio  d’ integrazione  della  suddetta  equazione 
differenziale  , basta  in  prima  cavare  da  questa  (il  che  agevol- 
mente può  farsi)  le  proprietà  messe  nell’ art.  1 a fondamento 
di  tutta  la  investigazione.  Nella  quale  pertanto  chiunque  potrà 
chiaramente  ravvisare  un  prezioso  modello  del  metodo  in  discorso. 
Ma  contentiamoci  delle  brevi  riflessioni  qui  fatte;  che  non  sarebbe 


frullo,  già  accennalo  ila  \bel  «cnxtt  però  indimziouc  Mentri  del  modo  di  ottenerle , le 
serie  che  no  roMiluitcono  i uuiitrr.ilori  od  il  de  no  mi  nidore  convergono  per  qualunque  valor 
finito  d«d  modulo  come  dell.t  variabile  , cd  hanno  per  ccoUb  ieuli  funzioni  razionali  intere 
del  quadrai»  del  modulo  con  «odlU-imli  numerici  razionali. 

Additeremo  in  riguardo  del  sig.  Wcicrslras*  anche  le  allusioni  che  faceva  nella  Memoria 
Veber  die  Theorie  dei  analytitehen  Faeultùten  ((«ioni,  di  Creile , tomo  51,  p»g.  43  c 44)  ai 
propri  studi  di  rigorosa  iulegrozione  per  serie  delle  equazioni  diflert-nziuli. 

(I)  Tomo  7 delle  Memorie  della  H.  Società  delle  Scienze  di  Góttingcn,  1837. 
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opportuno  entrare  in  particolari  su  questa  Memoria  senza  per 
anche  aver  data  un’  idea  in  genere  dei  fondamenti  della  intera 
dottrina  riemanniana.  E soltanto  faremo  ancora  notare  come 
nella  famosa  Memoria  Theorieder  Abefschen  Functionen  (pag.  151 
del  tomo  54  del  giorn.  di  Crelle-Borchardt)  il  sig.  Riemann 
prometta  una  distesa  teorica  delle  funzioni  soddisfacenti  ad 
una  equazione  differenziale  lineare  con  coefficienti  algebrici. 

Terminando  di  occuparci  in  particolar  modo  delle  equa- 
zioni differenziali,  facciamo  ancora  ritorno  a Cauchy  per  tocca- 
re di  altre  sue  produzioni  che  pure  somministrarono  abbondanti 
e preziosi  materiali  pel  corpo  di  dottrina  a cui  è volto  que- 
sto corso. 

Intendiamo  specialmente  denotare  il  calcolo  dei  residui  che  pre- 
cedette ed  il  calcolo  degli  indici  delle  funzioni  che  comparve  pres- 
soché nello  stesso  tempo  del  calcolo  dei  limili.  Anche  di  queste 
due  creazioni  di  Cauchy  avremmo  dunque  dovuto  tenere  più  pre- 
sto parola  se  non  avessimo  voluto  far  osservare  da  prima  nel 
modo  il  più  diretto  la  dipendenza  della  nuova  maniera  di  stu- 
diare le  equazioni  differenziali  dal  concetto  svolto  nella  Memoria 
dell’  Agosto  1825.  Non  tutti  i materiali  ammassati  in  queste  tre 
teorie  o calcoli  furono , a nostro  avviso,  abbastanza  generalmente 
riconosciuti  ed  utilizzati  per  la  moderna  teorica  delle  funzioni  (1). 

Diciamo  in  primo  luogo  qualche  parola  del  calcolo  dei 
residui.  Di  esso  più  particolarmente  si  può  asserire  , definen- 
done come  integrale  curvilineo  l’ elemento  su  di  cui  è costruito, 
che  contiene  i principi  i più  generali  finora  impiegali  per  la 
investigazione  delle  proprietà  delle  funzioni  di  variabili  affatto 
libere  , cioè  complesse. 

Cauchy  aveva  osservato  che  in  un  gran  numero  di  casi 
dove  figurino  funzioni  o,  per  farci  meglio  intendere,  dove  figuri 
una  funzione  di  una  variabile  z la  quale  passi  per  I'  infinito 

(I)  Le  proposizioni  che  citammo  dal  ì semestre  1846  dei  Compie » R.  possono  riscon- 
trarsi sotto  forma  più  o meno  variala  negli  scritti  di  molto  anteriori  relativi  ai  calcoli  ao* 
sideili. 
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(concepiscasi  per  un  valore  c della  z),  ciò  che  essenzialmente 
importa  di  considerare,  perchè  bene  spesso  bastante  da  solo  a 

determinare  il  risultato,  è il  coefficiente  di  — — nello  sviluppo 

2 ~ ~C 

della  funzione  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  di  z—c. 
E pertanto  risolvette  di  stabilire  espressamente  per  siffatto 
coefficiente  la  denominazione  di  residuo  ed  una  particolare  no- 
tazione (che  qui  non  fa  d’  uopo  presentare)  e di  costruire  una 
teoria  dei  residui , che  faceva  poi  conoscere  per  la  prima  volta 
nel  4 820  con  una  Memoria  intitolala  Sur  un  nouveau  genre  de 
calcul  analogue  au  calcul  infinitésimal  (1). 

Per  dare  una  idea  della  moltiplico  utilità  che  anche  sino 
d’  allora  Cauchy  riconosceva  in  questa  teoria  riporteremo  da 
quella  Memoria  il  seguente  brano.  < Siffatti  residui  si  presen- 
tano naturalmente  in  vari  rami  dell’  analisi  algebrica  e della 
infinitesimale  ; la  loro  considerazione  fornisce  metodi  semplici 
e di  facile  impiego,  che  s’applicano  a gran  numero  di  questioni 
diverse  , e formole  nuove  che  sembrano  meritare  1’  attenzione 
dei  geometri.  Cosi,  per  esempio,  si  deduce  immediatamente 
dal  calcolo  dei  residui  la  formula  d’ interpolazione  di  Lagrange, 
la  decomposizione  delle  frazioni  razionali  nel  caso  di  radici  si 
eguali  che  differenti,  formole  generali  acconcia  per  determinare 
i valori  degli  integrali  definiti , la  somma  di  una  moltitudine 
di  serie  e particolarmente  di  serie  periodiche  , 1'  integrazione 
delle  equazioni  lineari  alle  differenze  finite  0 infinitesime  e a 
coefficienti  costanti  , con  0 senza  ultimo  termine  variabile  , la 
serie  di  Lagrange  ed  altre  serie  dello  stesso  genere,  la  risolu- 
zione delle  equazioni  algebriche  0 trascendenti , ecc.  ». 

Ma  non  entreremo  in  indicazioni  più  particolari  ; poiché, 
non  essendovene  bisogno  indeclinabile  per  la  concatenazione 
delle  nostre  Notizie,  non  ci  pare  abbastanza  utile  il  presentare 
qui  (dove  sarebbero  da  riprodurre  i modi  stessi  da  Cauchy 
allora  adottati)  sotto  aspetto  meno  semplice  ed  in  certo  qual 


(I)  Toma  I «Irgli  Exerciccs  de  MnOumatiquet. 
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modo  eterogeneo  non  piccol  numero  di  forinole  e teoremi  che 
debbono  essere  esposti  in  luoghi  e sotto  forme  più  opportune 
nel  corso  delle  lezioni.  E però  ci  limiteremo  a presentare 
qualche  riflessione  in  riguardo  appunto  alle  mutazioni  e sem- 
plificazioni che  questa  teorica  andò  ottenendo  ed  ancora  po- 
trebbe ottenere. 

Il  concetto  di  residuo  si  può  ridurre  al  concetto  di  un 
integrale  curvilineo  molto  semplice  , e con  sìmile  riduzione 
il  calcolo  dei  residui  si  semplifica  e diviene  d’  assai  più  facile 
intendimento  , in  quanto  che  le  sue  proposizioni  fondamentali 
rientrano  ossia  altro  non  sono  che'  proposizioni  elementari  del 
calcolo  integrale  , quale  devesi  concepire  al  giorno  d’  oggi , 
che  cioè  abbracci  debitamente  la  variabilità  complessa.  Ma  anche 
le  più  ovvie  proprietà  e semplificazioni  consentite  della  varia- 
bilità complessa  erano  nel  1826  e dovevano  per  non  pochi 
anni  ancora  essere  cosi  stentatamente  riconosciuti,  che  si  vede 
l’autore  stesso  delIMnafi/se  algébrique  e del  Memoiresur  Ics  integrala 
definii’ s prises  mire  des  limites  imaginaires  non  dar  segno  di  ricono- 
scere mollo  presto  l’anzidetta  naturale  riduzione,  e non  indursi 
a proporla  se  non  nel  1857.  Ed  anche  proponendola,  egli  non 
trae  ancora  dalla  medesima  lutto  il  vantaggio  che  , a nostro 
giudizio  , è pur  naturale  di  trarre.  Ed  invero  pongasi  mente 
nei  brani  che  passiamo  a riferire  non  soltanto  alle  nuove  de- 
finizioni , ma  anche  all’  intento  che  Cauchy  dichiara  di  avere 
nel  proporle  (1).  « ...  la  definizione  che  da  prima  avevo 
dato  di  residuo  parziale  ed  integrale  (2)  di  una  funzione  lasciava 
qualche  cosa  a desiderare.  Per  verità  tale  definizione  era  ana- 
loga a quella  data  da  Lagrange  della  funzione  derivata  ; . . . 
Ma  siffatte  definizioni  della  derivata  di  una  funzione  o del  suo 
residuo  parziale  relativo  ad  un  dato  valore  della  variabile  si 


(1)  Vedi  la  Thiorit  nnuvcllr  des  residui  nei  Compiti  R.  del  I Sem.  1857. 

(2)  Denominato  residuo  integrali  di  una  funzione  preso  fra  dati  limiti  lo  somma  dei 
residui  relativi  a tutti  i valori  c di  z aventi  parti  reali  e coefficienti  di  •*  compresi  fra  quei 
limiti , con  una  opportuna  convenzione  per  quando  i limiti  stessi  fossero  precisamente 
raggiunti. 
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appoggiano  sulla  considerazione  degli  sviluppi  in  serie;  e come 
io  osservai  nell’  Analyse  algébrique  conviene  evitare  I’  impiego 
delle  serie  di  cui  la  convergenza  non  sia  accertata.  Nel  calcolo 
infinitesimale  vi  si  giunge  sostituendo  alla  definizione  di  Lagrange 
la  nozione  chiara  e precisa  del  rapporto  differenziale  di  due 
quantità  variabili  , . . . Era  a desiderare  che  si  potesse  sta- 
bilire anche  il  calcolo  dei  residui  sopra  una  nozione  chiara , 
precisa  e facile  ad  afferrarsi , che  fosse  indipendente  dalla 
considerazione  delle  serie.  Dopo  matura  riflessione  riconobbi 
che  i principi  posti  , da  una  parte  , nella  mia  Memoria  del 
1825  Sur  les  intégi'ales  définies  prises  entre  des  limilcs  imaginaires 
e nella  Memoria  litografata  del  27  Novembre  1831  (1),  d'  altra 
parte,  nelle  Memorie  che  pubblicai  sopra  le  funzioni  monodrome 
e monogene  permettevano  di  raggiungere  questo  scopo  ».  E po- 
scia , in  sostanza , definisce  come  residuo  di  una  funzione  w 
monogena  e monodroma  , relativo  ad  un  valor  c di  z che  la 
rende  infinita  , il  valore  dell’  integrale 

2 7ifwd‘ 

preso  lungo  un  cammino  chiuso  (nel  solito  piano  della  z)  che  giri 
una  sola  volta  intorno  a ce  non  comprenda  altri  punti-valori 
di  z pei  quali  w sia  infinita  (2).  Ed  imaginando  una  porzione 
S del  piano  di  z per  tutti  i punti  della  quale  w rimanga  mo- 
nodroma e monogena,  chiama  residuo  inugrale  di  io  relativo 
all’  area  S il  valore  del  suddetto  integrale  preso  lungo  I’  intero 
contorno  di  S.  L’  intento  che  Cauchy  manifesta  colla  proposta 
modificazione  è dunque  esclusivamente  quello  di  evitare  I’  im- 
piego delle  serie.  Ma  , riflettendo , come  dicemmo  , che  i teo- 
remi fondamentali  ilei  calcolo  dei  residui  vengono  di  tal  guisa 


(1)  Di  rui  fra  breve  avremo  a dire. 

(2)  !»e  già  indicate  proprietà  degli  integrali  curvilinei  avvertono  non  essere  necessario 
nella  definizione  di  individuare  affano  questo  cammino.  Il  cammino  può  subire,  senta  che 
muli  il  valor  dell'  integrale , tutte  le  iufinile  deformazioni  che  non  offendono  le  condizioni 
espresse  nella  defili  i/ione. 
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ad  essere  non  altro  che  teoremi  semplici  d’  integrazione  cur- 
vilinea (1),  e che  tutto  ormai  poteva  esprimersi  senz’imba- 
razzo di  sorta  col  solo  vocabolo  integrale  e col  segno  corri- 
spondente, non  avrebbe  Cauchy  operato  un  più  efficace  progresso 
nella  propria  teoria  abbandonando  la  speciale  denominazione 
di  residuo  e la  speciale  sua  notazione  ? Togliendo  questa  bar- 
riera di  nomi  e segni  particolari  avrebbe  fatto  rientrare  total- 
mente il  calcolo  dei  residui  nell’  analisi  comune  , rendendolo 
cosi  d’  immediato  apprendimento  per  chiunque. 

Noi  siamo  fermamente  persuasi  che,  se  Cauchy  fosse  stato 
in  generale  più  restio  all’  introdurre  nei  propri  lavori  nomi  e 
segni  nuovi,  od  almeno  più  sollecito  di  sopprimerli,  tostochè 
nuove  idee  o la  scoperta  di  nuove  relazioni  permettevano 
di  ridurli  ad  altri  già  famiglìari  ; e se  quindi  avesse  più  di 
raro  presentato , sotto  aspetto  di  calcoli  o teorie  speciali  e 
separate  , complessi  di  metodi  e proposizioni  che , legati  per 
vincoli  essenziali  e semplici  cogli  ordinari  rami  d’  analisi  , si 
sarebbero  potuti  presentare  semplicemente  come  giunte  o per- 
fezionamenti di  questi  rami  : siamo  , ripeto  , persuasi  che  i 
frutti  delle  sue  ricerche  sarebbero  stati  più  agevolmente  e da 
assai  maggior  numero  di  studiosi  conosciuti  ed  apprezzati  , ed 
avrebbero  quindi  ancora  maggiormente  contribuito  al  progresso 
della  scienza  (2). 

(I)  Cosi,  per  esempio,  il  teorema  fondamentale:  Se  s’  iniagina  5 divisa  in  parti  finite 
otl  infinitesime , in  modo  che  tt>  sia  finita  per  ogni  punto  delle  lince  di  divisione  , il  re- 
siduo integrale  relativo  ad  S eguaglia  la  somma  dei  residui  relativi  alle  singole  parli  ; i 
quali  ultimi  residui  saranno  poi  nulli  o relativi  ciascuno  nd  un  solo  valor  e di  z , quando 
si  concepiscano  le  porti  in  modo  che  ognuna  non  comprenda  più  di  un  punto  c. 

(li  Queste  riflessioni  voglionsi,  ben  inteso,  riferire  non  ad  un  solo  ma  alla  massa  dei  lavori  del 
grande  matematico.  In  riguardo  poi  specialmente  di  quelli  clic  hanno  più  stretta  attenenza  col 
nostro  corso,  basterò  progredire  nello  studio  della  moderna  teorica  delle  funzioni  appena  di  tanto 
da  poter  contemplare  buon  numero  di  teoremi  dall*  unico  punto  di  vista  della  medesima,  per 
riconoscere  in  tutta  In  evidenza  quanto  imbarazzo  crei  , quante  diflìrollò  opponga  ad  un 
preciso  apprezzamelo  dei  risultati  di  Cauchy  la  moltiplicilò  dei  nomi  e dei  segni  speciali. 

Non  è mai  da  obliarsi  clic  due  condizioni  sono  egualmente  essenziali  pel  progresso 
c cioè  che  non  solo  si  vada  incessantemente  discoprendo  verità  nuove , ma  che  lo 
scoperto  si  possa  sempre  meglio  ordinare  c stringere  in  pochi  principi  e melodi  generali  ; 
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Riferiamo  ormai  del  calcolo  degli  indici  delle  funzioni.  Gauchy 
espone  per  la  prima  volta  questo  calcolo,  con  definizioni  e nota- 
zione pel  medesimo  espressamente  create , nell’adunanza  del  27 
Novembre  1831  dell’  Accademia  delle  Scienze  di  Torino  (1). 
Lo  scopo  di  questo  calcolo  è di  offrire  mezzi  generali  per  nu- 
merare e separare  le  radici  si  reali  che  complesse  delle  equa- 
zioni algebriche  e trascendenti.  Immaginando  nel  solito  piano 
della  z un  contorno  chiuso  OO'  0". . .,  chiamando  s una  lun- 
ghezza variabile  misurata  su  di  esso  a partire  da  un  punto 
fisso,  s la  lunghezza  totale  del  medesimo,  e w(z)  una  funzione 
di  z che  sia  dappertutto  entro  il  contorno,  insieme  colla  propria 
derivala  to' ( z ),  continua  e finita:  Cauchy  mostra  che  il  nu- 
mero m delle  radici  dell’  equazione  h>=G  rappresentate  da  punti 
situati  entro  il  contorno  vien  dato  dalla  foratola  (2)  : 


affinchè  chi  novello  imprende  la  carriera  della  scienza  (rovi  una  strada  sempre  meglio  ap- 
pianata c diritta,  che  gli  permetta  di  giungere  con  forze  non  ancora  invecchiate  al  confine 
di  ciò  che  si  conosco  c di  quivi  procedere  ali*  indagine  dell*  ignoto. 

Perciò,  dall'esclusivo  (si  noli  bene)  punto  di  vista  dell’analisi  pura , sembrerebbero 
in  oggi  opportuni  dei  trattati  che  dai  primi  passi  dell*  algebra  conducessero  , cou  riguardo 
non  troppo  ritardato  ai  numeri  complessi,  sino  agli  ultimi  più  rilevanti  risultati  degli  studi 
moderni,  per  una  serie  di  considerazioni  veramente  essenziali,  soffermandosi  il  meno  possi- 
bile sopra  le  non  poche  teorie  speciali  , a cui  si  suole  accordare  si  largo  posto  nella  più 
parte  delle  trattazioni  di  analisi  algebrica  c superiore.  Cosi , per  esempio  , nell’  analisi  al- 
gebrica crederemmo  vantaggioso  : che,  spiegata  la  riduzione  dei  radicali  a potenze  d*  espo- 
nente frazionario,  si  abbandonassero  più  rieisamenle  1*  antico  segno  e le  regole  speciali  per 
esso  stabilite  ; che  non  si  facessero  digressioni  troppo  minuziose  nelle  speciali  teorie  dei 
seni,  coseni , ecr.  circolari  e dei  seni , coseni  , ecc.  iperbolici , entrambe  le  quali  rientrano 
nell*  unica  teoria  della  serie  csponcuziale  ; nè  in  quelle  delle  funzioni  circolari  inverse  e 
delle  iperboliche  inverse,  che  rientrano  nell*  unica  teoria  della  funzione  inversa  della  serie 
esponenziale  , cioè  della  funzione  logaritmica  ; ecc. 

(1)  La  Memoria  da  lui  presentata  nell’adunanza  ha  per  titolo  Sur  lei  rapporti  qui 
t ritieni  mire  le  calrul  det  residui  et  le  calcai  det  limitei , et  tur  let  avanlaget  que  prcttm- 
lent  le  deux  nuurtaur  eaUult  darti  la  rrto/ution  det  cquaiiont  algébriquet  oh  tranieendantet. 
La  medesima,  allora  litografala  , venne  nuche  tradotta  in  italiano  e stampata  nel  tomo  H 
delle  Memorie  di  Malem.  e di  Fit.  della  Società  Italiana  iModcna  , 1839).  Il  sunto  fellone 
nell'adunanza  può  vedersi  nel  tomo  16  (pug.  H6)  del  Bullctin  det  Sciences  malli.,  phit.  et 
còliti,  de  Fèruttac. 

(2)  Dò  anche  la  formolo  più  generale 


F{zi)+h\zi)+ 


n 
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Iti  = 


\ P to'  (2)  dz 

2rri'  J dì 

0 


Importa  dunque  di  saper  calcolare  questo  integrale.  Designan- 
do con  w(s),  it(s)  le  parti  reale  ed  imaginaria  di  w espresse  con  s 
e con  u\s),  tV(s)  le  loro  derivale  rispetto  ad  s,  Caucliy  scrive: 


in  — 


1 fu'{s)  + iV  (s) 

2? J u (s)  + « e (s) 

0 


indi_  osserva  che  , se  siano  , j, , . . . , le  radici  reali  di 
u(s)=0  comprese  fra  0 e s ed  e, , e,  , . . . , e„  numeri  infinita- 
mente piccoli  , dalla  eguaglianza  qui  sotto  simboleggiata 


» — £i  {j  £i  h~ £»  » 

/=/+/+/+...+/, 

«J+£s  "l"  £* 


si  ottiene  (1) 

u'(s)  -f-  ivr(s) 

(*)  + »»(«) 


ds  = 4*  . . . . -f-  Ea  , 


dove  è 

Br=l[  ± {«(«,— er)+Ìo(ir—£r)j  ]-f[  ± j«(5r+0+»X«r+£r)  j ] 


ed  il  sogno  ± deve  sempre  ridursi  al  -f-  od  al  — in  modo 
che  la  parte  reale  della  quantità  di  cui  va  preso  il  logaritmo 


essendo  F funzione  continua  c finita  dapperlullo  entro  il  coulorno  c xK  , zx  , . . . zm  le  ra- 
dici di  io=o  da  esso  abbracciale.  Ma  non  vogliamo  qui  entrare  in  particolari  su  quanto 
svolge  in  questa  Memoria  , c nc  anche  in  troppi  particolari  su  ciò  che  più  specialmente  si 
riferisce  agli  indici  ; nostro  scopo  non  essendo  di  considerare  I'  argomento  della  risoluzione 
delle  equazioni , $1  bene  soltanto  di  far  intendere  V attenenza  anche  di  queste  ricerche  di 
Cauchy  colla  teorica  delle  funzioni  in  generale.  I.a  forinola  precedente  ed  in  particolare 
quella  sopra  esposta  (per  la  quulc  f\s)=*l)  sono  tra  le  più  belle  ed  importanti  che  concor- 
rano a formare  la  della  teorica. 

(I)  Avendo  w un  solo  valore  in  ogni  punto  del  contorno  , è : 

/[  ±.  |uf»)  iv  (n)  J J — :fc  |m(0)+i*(0)  } J — 0 
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riesca  positiva.  Finalmente  riflette  che  Er  svanisce,  se  il  rapporto 

«W 

« (s) 

non  cambi  di  segno  con  s— ;r;  e riesce  invece  eguale  a — ni 
o +ni,  se  il  rapporto  stesso,  diventando  infinito  per  s=sr, 
passi  come  s— ;r  dal  negativo  al  positivo  o contrariamente  dal 
positivo  al  negativo  (1).  Si  è da  questa  riflessione  che  Cauchy 
prende  motivo  d’ introdurre  la  nozione  di  indice.  Chiama  indice 
di  una  funzione  reale  ?(s),  di  una  variabile  reale  s,  relativo 
ad  un  valore  o di  s che  la  rende  infinita,  il  numero  -|- 4 , ov- 
vero 0 , ovvero  — \ , secondochè , passando  s da  valori  più 
piccoli  a valori  più  grandi  di  a,  la  funzione  passi  dal  negativo 
al  positivo , ovvero  non  muti  segno,  ovvero  passi  dal  positivo  al 
negativo.  Chiama  poi  indice  integrale  di  f(s)  preso  fra  due  dati 
limiti  la  somma  degli  indici  corrispondenti  ai  diversi  valori  di 
s che  rendono  infinita  la  ?($)  ed  esistono  fra  i limiti  dati  (2). 
Può  quindi  enunciare  il  teorema  : il  numero  delle  radici 
di  te(j)=*0  rappresentate  da  punti  situati  entro  0(FO". .. 
eguaglia  con  segno  contrario  la  metà  dell’  indice  integrale  di 
v(s) 

preso  fra  i limiti  0 ed  8.  E però  prende  a trattare  della 

determinazione  degli  indici  integrali  delle  funzioni.  Per  fun- 
zioni razionali  fa  vedere  che  siffatta  determinazione  può  ri- 
dursi alla  ricerca  del  massimo  comun  divisore  tra  le  fun- 
zioni intere  numeratore  e denominatore.  Ed  è appunto  alla 
determinazione  di  indici  di  frazioni  razionali  che  si  riduce  la 
determinazione  del  numero  m in  tutti  i casi  ne’  quali  il  con- 
torno 0(F0".  . . sia  composto  semplicemente  di  rette  o di 
archi  circolari  , ovvero,  più  in  generale,  di  archi  di  linee  tali 
che  le  coordinate  del  punto  corrente  per  ognuno  di  essi  pos- 
sano esprimersi  razionalmente  in  funzione  di  una  terza  variabile. 

Anche  sull- argomento  del  calcolo  degli  indici  delle  funzioni 

ti)  A schiarimento  di  tal  punto  può  osservarsi  il  § 3 del  cap.  9 deU’/lwa/ync  algcbriqut. 
(ij  Ommctlìamo  , siccome  qui  non  bisognevole,  In  notazione  corrispondente. 


Dìgitized  by  Google 


HO 


Cauchy  ritorna  replicatamente  in  seguito.  Un’  anno  e mezzo 
dopo  la  presentazione  del  riferito  lavoro,  compie  una  nuova 
Memoria  (4)  per  mostrare  come  i principi  del  detto  calcolo , 
che  erano  stati  dedotti  dalla  considerazione  degli  integrali  de- 
Gnili , si  potessero  stabilire  anche  indipendentemente  da  for- 
mole  di  calcolo  integrale. 

Ritorna  però  a servirsi  degli  integrali , che  hanno  si  na- 
turale colleganza  con  questo  argomento.  Nel  tomo  40  (4  Sem. 
4855)  dei  Comples  R.  lo  si  vede  introdurre  la  denominazione 
di  comptetir  logarilhmiqtte  (2)  per  il  secondo  membro  della  già 
esposta  equazione 


O 


Tralasciando  di  mettere  in  evidenza  una  variabile  reale  (la  qual 
cosa  per  quanto  poco  peso  vi  si  voglia  attribuire  è pur  segno 
di  più  netta  concezione  e cresciuta  famigliarità  colla  variabilità 
complessa)  quest’  integrale  apparirà  come  segue 


O wr  dz 

Odio 

f dito 

1 ovvero 

I — ovvero 

J tu  < 

J tu 

J 

ossia  apparirà  nella  massima  chiarezza  quale  incremento  che 
ottiene  in  totalità  il  logaritmo  naturale  di  w nel  variare  in 
modo  continuo  con  z lungo  l’ intero  contorno  (3).  Egli  è per 
questo  e per  la  proprietà  di  dare  il  numero  delle  radici  di  tc=0 


(t)  Questa  Memoria  pubblicata  a Torino  nel  Giugno  1833  può  anche  leggersi  in  italiano 
nel  già  citato  tomo  22  delle  Memorie  della  Società  Italiana  , c di  molto  accresciuta  nel  25 
Cahier  (1837)  del  giorn.  della  Scuola  Politecnica.  Ma  non  entriamo  in  particolari  e taciamo 
afflitto  delle  equazioni  simultanee , come  non  nominiamo  gli  articoli  inserti  nei  Comptet  R. 
del  1837  , pel  motivo  giù  addotto  dello  scopo  generale  di  queste  Notizie. 
i2)  Note  tur  let  comptevrt  logarithmiqvet.  Pag.  1009. 

(3)  Giusta  la  Memoria  Sur  let  variationt  intégralet  det  foncliont  inserita  nello  stesso 
tomo  dei  Compiti  R.  , Cauchy  chiamerebbe  questo  incremento  la  variazione  integrale  del 
logaritmo  corri tpondente  al  contorno , 

La  giù  chiarita  dipendenza  di  questa  quantità  dagli  indici  può  vedersi  ancora  spiegata 
in  questo  medesimo  tomo  all’ articolo  Sur  la  ditlinclion  et  la  reprèsentalion  det  fonctiont 
continua  et  ditcontinuet. 
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comprese  nel  contorno  (1)  che  Cauchy  applica  al  secondo 
membro  della  precedente  equazione  la  denominazione  su  in- 
dicata. Del  resto  non  si  limila  in  questa  ripresa  dell’  argo- 
mento a ripigliare  in  considerazione  gli  opportuni  integrali  e 
ad  indicare  semplificazioni , la  cui  utilità  viene  inceppata  dai 
segni  e nomi  nuovi  , ma  somministra  anche  ulteriori  sviluppi 
del  medesimo.  Nell’  ultimo  articolo  che  vi  potè  dedicare  (2) , 
indica  come  le  forinole  , che  precedentemente  impiegava  per 
1’  enumerazione  e separazione  delle  radici  delle  equazioni  alge- 
briche , si  possano  impiegare  con  successo  anche  in  casi  ove 
abbiansi  equazioni  trascendenti. 

Passiamo  ora  a dire  delle  importanti  ricerche  dei  signori 
Liouville  ed  Hermite  sulle  funzioni  doppiamente  periodiche  ; 
ricerche  che  riserbaramo  per  la  seconda  serie  nella  mira  di 
presentare  più  uniti  quei  lavori  che  da  parte  della  Francia 
maggiormente  concorsero  a dare  i materiali  e determinare  lo 
spirito  della  teorica  generale  delle  funzioni  di  variabili  com- 
plesse. La  condizione  della  monogeneità  , che  già  da  sola  ve- 
demmo condurre  a molte  conseguenze  precise  ed  importanti , 
combinata  colia  condizione  della  doppia  periodicità,  determina 
già  in  si  gran  parte  una  funzione , che  qualche  condizione  se- 
condaria basta  a renderla  del  tutto  determinata.  Col  presenti- 
mento, possiamo  dire,  di  questa  verità  il  sig.  Liouville  conce- 
pisce il  fecondo  pensiero  di  intraprendere  la  formazione  di 
una  teorica  delle  funzioni  monogene  monodrome  (3)  e dop- 
piamente periodiche , considerando  la  doppia  periodicità  pu- 
ramente in  se  stessa  cioè  senza  presupporne  alcuna  particolare 


(1)  Se  «>  fosse  infittila  per  qualche  punto  entro  il  contorno,  non  sarebbe  piu  il  uumcro 

delle  radici  di  k>==0,  ma  la  differenza  ira  questo  numero  e quello  delle  radici  di  — «=  0 , 

w 

contenute  già  &'  intende  entro  II  contorno  , clic  verrebbe  dato  dal  secondo  membro  della 
esposta  equazione. 

(2)  Sur  le»  completiva  logarilhtniques  applique»  au  dcnombremenl  et  à la  téparalion  de» 
ratine»  de»  equalion»  imnsccndantes.  Tomo  44  (1837)  dei  Compie»  R. 

(3)  Per  uniformità  ci  permettiamo  di  usare  qui  pure  i vocaboli  di  Cauchy  sebbene  non 
potessero  allora  trovarsi  ucl  linguaggio  del  sig.  Liouville. 
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origine  analitica.  Mette  a base  della  sua  teorica  la  seguente 
proposizione  : una  funzione  monogena  monudronia  e doppiamente 
periodica  non  può  rimanere  finita  per  ogni  valore  finito  della  va- 
riabile, a meno  che  sia  una  costante.  Egli  comunica  questa  pro- 
posizione all’  Accademia  delle  scienze  di  Parigi  quasi  per  inci- 
denza nel  4844  a proposito  di  una  Nota  del  sig.  Chasles  sulla 
costruzione  geometrica  delle  amplitudini  delle  funzioni  ellitti- 
che (1)  , e non  consegna  più  nulla  alla  stampa  intorno  a si 
importante  soggetto  Gno  al  4851,  allorché  giunge  in  certo  qual 
modo  a stimolarlo  un  rapporto  di  Cauchy  sopra  una  Memoria 
presentata  all’  Accademia  dal  sig.  Hermite  relativa  pur  essa 
alle  funzioni  doppiamente  periodiche  (2).  Sebbene  abbia  comu- 
nicato la  sua  teorica  a vari  matematici  privatamente  e debba 
averla  esposta  in  qualcuno  dei  corsi  al  Collegio  di  Francia , 
tuttavia  non  ci  tratterremo  dal  lamentare  che  l’ illustre  analista 
non  abbia  voluto  darle  tutta  quella  diffusione  che  sarebbe  stata 
richiesta  dall’  alta  sua  importanza. 

Ecco  una  indicazione  dei  risultati  consegnati  in  un  mano- 
scritto del  4847  redatto  su  lezioni  di  lui  (3).  Imaginando  il 
solito  piano  rappresentativo  dei  valori  della  variabile  diviso 
mediante  due  sistemi  di  rette  parallele  in  parallelogrammi  tutti 
eguali  , i cui  lati  rappresentino  in  grandezza  e direzione  i due 
periodi  di  una  funzione  doppiamente  periodica,  questa  prende 
già  tutti  i suoi  valori  possibili  anche  in  uno  solo  qualunque 
di  siffatti  parallelogrammi,  che  perciò  dovrà  contenere  qualche 
punto  dove  la  funzione  sia  infinita  , o (nei  termini  del  sig. 
Liouville)  qualche  infinito  della  funzione  (4).  Classifica  quindi 

(I)  Vo«li  i Compir s li.  del  2.  Semestre  ! 8 44  alla  pag.  I2G2. 

(2y  Vedi  nei  Compiei  B.  del  I Sem.  1851  (da  pag.  442  u png.  454)  il  rapporto  di 
Cauchy,  le  osservazioni  del  sig.  Liouville  c la  Nola  successiva  di  Cauchy. 

4,3)  Nelle  citate  osacnazioni  pag.  451)  egli  dice:  » due  distinti  geometri  tedeschi  i sigg. 
Borchardt  r Joachimsthal , durante  il  loro  viaggio  a Parigi  nel  1 847,  vollero  bene  sacrificare 
alcune  ore  per  udire  P esposizione  della  mia  dottrina,  ed  il  sig.  Borchardt  ha  redatta  le 
/elioni  che  di  tal  guisa  fui  condotto  a fare.  La  pag.  452  presenta  I’  indice  del  manosi  ritto 
del  sig.  Borchardt. 

(4)  Dopo  simili  investigaz:oni  del  sig.  Liouville  undd  estendendosi  I'  uso  di  chiamare 
infiniti  di  tc  (funzione  qualunque  i valori  di  z \ variabile  indipendente)  pei  quali  te  è «, 
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le  funzioni  doppiamente  periodiche  a seconda  del  numero  degli 
infiniti  che  posseggono  in  un  parallelogrammo.  Dimostra  che 
non  re  ne  hanno  di  quelle  ad  un  solo  infinito  ; che  per  tutte 
il  numero  degli  zeri  eguaglia  in  ogni  parallelogrammo  il  nu- 
mero degli  infiniti;  che  la  somma  dei  posti  degli  zeri  eguaglia 
in  ogni  parallelogrammo  la  somma  dei  posti  degli  infiniti  , 
astrazion  fatta  dai  multipli  interi  dei  periodi.  Esprime  le  fun- 
zioni ad  n infiniti  con  somme  e con  prodotti  di  funzioni  a due 
infiniti.  Entra  in  maggiori  particolari  sulle  funzioni  a due  infiniti 
e mostra  che  si  riducono  alle  funzioni  'doppiamente  periodiche 
prodotte  dalla  inversione  degli  integrali  ellittici  ; ond’  è che  le 
funzioni  ellittiche  possono  davvero  riguardarsi,  secondo  la  pre- 
visione di  Jacobi , come  I’  elemento  unico  delle  funzioni  dop- 
piamente periodiche  monogene  ed  a numero  finito  di  valori 
per  ogni  valore  della  variabile.  I teoremi  sull’addizione  e sulla 
trasformazione  diretta  o inversa  sono  in  questa  teorica  ridotti, 
per  cosi  dire,  alla  semplicità  del  problema  algebrico  di  formare 
una  funzione  razionale  di  cui  il  numeratore  ed  il  denominatore 
debbano  annullarsi  per  dati  valori  della  variabile. 

Dopo  il  sig.  Liouville  è il  sig.  Hermite,  come  accennammo, 

e zeri  quelli  pei  quali  w è 0.  La  espressione  infinito  di  «o  (più  breve  di  radice  HelC  equa - 

zione  — che  sì  spesso  ricorre  in  Cauchy  , ovvero  di  valore  di  z che  rende  infinita 
w 

w)  c P altra  analoga  permettono  di  introdurre  maggior  semplicità  ed  clegnnia  nella  esposi- 
ìione.  Osserviamo  però  che  si  può  ottenere  presso  a poco  lo  stesso  vantaggio  anche  senza 
rinunciare  ad  un’  uso  più  proprio  delle  parole  infiniti  di  w e zeri  di  w , cioè  intendendo 
tuttavia  con  queste  parole  non  i valori  di  z pei  quali  tc  sia  infinita  e nulla  , ma  precisa- 
mente  i valori  stessi  oc  e 0 di  tc.  Ed  invero  vedremo  che  in  generale  nello  studio  di  v> 
come  funzione  di  z conviene  imaginare  sin  dal  principio  ( come  appunto  fa  qui  , 
in  soslaoza,  il  sig.  Liouville)  che  i valori  di  w giacciano  distribuiti  nei  punti  corrispondenti 
del  piaoo  di  z;  od  in  altri  termini,  conviene  imaginare  che  w,  piuttosto  che  in  una  espres- 
sione analitica  d’  onde  si  possa  fissando  il  valor  di  z cavare  allora  un  particolar  valore 
per  io  ( w ritengasi  tuttafiala  monodroma  ) , consista  in  un  sistema  generalmente  confinilo 
di  valori  giacenti  inrimOvibilmente  in  tutti  i punti  o patii  dell’  intero  piano  di  z (o  di  una 
sua  porzione  quando  si  voglia  ritenere  tc  esistente  o da  considerarsi  soltanto  per  valori  di 
z compresi  entro  certi  confini).  Ciò  premesso  cl  sembra  che  il  dire  : gli  zeri  di  so  sono  in 
af , 04 , ...  ; la  somma  dei  posti  (valori  di  z)  degli  zeri  eguaglia  la  somma  dei  posti  degli 
infiniti  ; ecc.  riesca  a dipresso  egualmente  breve  e più  proprio  del  dire:  <sl , 04 , . . . sono  gli 
zeri  di  ir;  la  somma  degli  zeri  eguaglia  la  somma  degli  infiniti;  ecc. 

8 
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che  parimenti  prende  ad  investigare  in  modo  generale  le  fun- 
zioni dotate  di  doppia  periodicità.  Questi  si  propone  di  deter- 
minare la  forma  la  piu  generale  che  possa  prendere  una  fun- 
zione monodroma  doppiamente  periodica  e monogena  (t).  A 
tal  fine  si  serve  principalmente  dei  principi  stabiliti  nelle 
Memorie  di  Cauchy  ed  in  ispecie  nel  calcolo  dei  residui. 
Fra  le  proposizioni  notabili  presentate  dall’  autore  citeremo 
la  seguente,  la  quale,  colla  stessa  facilità  con  cui  discende 
dai  noti  teoremi  di  Cauchy , somministra  alla  sua  volta  varie 
importantissime  proprietà  delle  funzioni  doppiamente  periodi- 
che : Il  residuo  integrale  di  qualunque  funzione  doppiamente  pe- 
riodica monogena  e monodroma  , relativo  aW  area  di  un  paral- 
lelogrammo formalo  dai  periodi,  è nullo.  Condotto  ad  introdurre 
la  funzione 


2 mr  (x — 6)  . 


Hz)—  2 


ed  a e 6 significano  i due  periodi  delle  funzioni  di  cui  ricerca 
la  forma  la  più  generale,  trova  per  questa  forma  la  somma  di 
un  numero  di  termini  ognuno  dei  quali  è proporzionale  ad  una 
funzione  della  natura 

«(*-*.) 

od  alla  sua  derivata  rispetto  a z , essendo  un  valor  partico- 
lare di  z.  È questo  il  teorema  fondamentale  ottenuto  dal  sig. 
Hermite.  La  funzione  6(2)  ammette  soltanto  il  periodo  a,  ma 
la  sua  derivata  V(z ) ammette  tutti  due  i periodi  a e b.  Il 
sig.  Hermite  conchiude  agevolmente  che  il  quadralo  della  deri- 
vata della  funzione  0'{z)  è proporzionale  al  prodotto  dei  tre 
fattori 


(I)  Togliamo  quote  notizie  «lai  rapporto  clic  dianzi  dicemmo  avere  Cauchy  letto  al- 
r Accademia  «opra  la  Memoria  del  sig.  Hermite. 
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e quindi  giunge,  come  già  il  sig.  Liouville , a quell’  importan- 
tissimo risultato  che  è la  riduzione  delle  funzioni  investigate 
alle  funzioni  ellittiche. 

Termineremo  di  parlare  dei  lavori  de’  matematici  francesi 
col  dire  parola  dell’  opera  nella  quale  , insieme  colle  sco- 
perte di  Abel  e Jacobi  concernenti  le  funzioni  ellittiche , tro- 
vasi combinata  gran  parte  dei  risultati  da  quelli  ottenuti  per 
formare  gli  elementi  di  una  teorica  generale  delle  funzioni  di 
variabili  complesse.  Quest’  opera  è la  già  citata  Théorie  des 
fonctions  doublement  pél  iodtques  et  en  particulier  des  fonctions  cl- 
liptiques.  È divisa  in  cinque  libri.  Il  primo  di  essi  presenta  e 
spiega  le  definizioni  di  Cauchy  , ne  dimostra  il  teorema  sulla 
sviluppabilità  delle  funzioni  in  serie  , e , da  questo  dedotte  , 
le  prime  proprietà  generali  delle  funzioni  monogene.  Il  secondo 
contiene  il  metodo  che  , per  lo  studio  delle  funzioni  definite 
da  equazioni  differenziali  , risulta  dai  lavori  di  Cauchy  , del 
sig.  Puiseux  e dai  successivi,  già  del  pari  citati,  dei  due  in- 
signi autori  ; indi  1’  applicazione  di  esso  alle  equazioni  le  più 
semplici  che  danno  origine  a funzioni  doppiamente  periodiche; 
delle  quali  vien  esposta  buona  parte  di  quelle  notabili  proprietà 
che  abbiamo  testé  veduto  doversi  principalmente  ai  sigg.  Liouville 
ed  Hermile  (1).  I libri  terzo,  quarto  e quinto  versano  esclusiva- 
mente sulle  funzioni  ellittiche,  delle  quali  costituiscono  una  pre- 
gevolissima trattazione  principiante  quindi  dal  punto  più  naturale, 
cioè  dalle  equazioni  differenziali.  Finalmente  il  sesto  libro  pre- 
senta la  integrazione  delle  equazioni  differenziali  per  mezzo 
delle  funzioni  ellittiche  , ed  è precisamente  la  Memoria  di  cui 
riferimmo  , pubblicala  nel  36  Calder  del  giornale  della  scuola 
politecnica. 


fi)  Vi  si  trova  notata  la  equazione  nlgcbrico-difTercnziulc  del  prim’  ordine  e dell'  n esimo 
grado  a cui  soddisfa  necessariamente  una  funzione  doppiamente  periodica  monogena  mono- 
dromi  ad  n infiniti;  indicata  dal  sig.  Méray,  clic  presentava  su  di  ciò  una  Memoria  all'Ac- 
cademia di  Parigi  nel  I Sem.  1835.  Vedi  Compiti  R.  , tomo  40  , pag.  787. 
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Prima  di  abbandonare  quest’  opera,  ossia  quel  complesso 
di  lavori  francesi  che  più  o meno  compiutamente  vi  si  trovano 
compendiati , ci  sia  permessa  una  parola  di  eccitamento  per 
lo  studio  della  medesima  a quei  giovani  che  bramano  dedicare 
le  loro  forze  al  progresso  dell’  analisi  matematica.  Chi  abbia 
già  assistito  ad  uno  degli  ordinari  corsi  di  calcolo  differenziale 
ed  integrale  potrà  intraprenderne  lo  studio  senza  andare  incontro 
a difficoltà  troppo  gravi  (1);  e con  esso  non  potrà  a meno  di 
accorgersi  che  l'analisi  delle  funzioni  va  acquistando  un  carat- 
tere nuovo  (e  tanto  più  in  rapporto  delle  consuete  trattazioni 
scolastiche  ) un  carattere  di  generalità  e di  semplicità  che  in- 
fondendo alla  scienza  novello  vigore  la  spinge  per  vie  più 
chiare  e più  brevi  a conquiste  pur  dianzi  insperate.  Nel  pe- 
riodo d’  analisi  infinitesimale  che  corre  prima  d’  Eulero  si  ve- 
dono bensì  riconosciuti  in  generale  e con  maestria  applicati  i 
principi  cardinali  di  essa  analisi  ; ma  non  si  vede  tuttavia 
costituirsi  veramente  una  teorica  delle  funzioni.  Le  quistioni 
sono  poste  pressoché  sempre  ancora  sotto  aspetto  concreto  , 
intendiamo  sotto  aspetto  geometrico  o meccanico  , e sono 
trattate  con  mezzi  quasi  sempre  ancora  particolari.  La  teorica 
delle  funzioni  comincia  veramente  ad  apparire,  e cioè  distinta 
dalla  geometria  e dalla  meccanica  , come  dottrina  delle  dipen- 
denze fra  quantità  variabili  considerate  dall’  astratto  punto  di 
vista  numerico  , in  Eulero.  Qui  però  osserviamo  che  le  consi- 
derazioni in  essa  s’  appoggiano  sempre , dichiaratamente  o ta- 
citamente, sopra  espressioni  analitiche  date  o supposte  esistenti, 
e che  i mezzi  coi  quali  essa  penetra  nella  soluzione  delle 
quistioni  consistono  quasi  esclusivamente  in  serie  di  operazioni 
o trasformazioni  di  calcolo.  Con  Lagrange  la  medesima  acquista 
mollo  in  generalità  , ma  senza  tuttavia  modificare  il  proprio 
carattere  di  scienza  tutta  fondala  su  espressioni  di  calcolo  e 
con  trasformazioni  di  calcolo  costruita.  Ora  invece  dall’  opera 


(I)  Opportunissimo  perù  ricuce  il  preludimi  lo  studio  delle  ricerche  del  sig.  l'uiseui 
sulle  funiioni  algebriche. 
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in  discorso  traluce  di  questo  carattere  una  essenziale  modifica- 
zione. Il  concetto  di  funzione  va  rendendosi  indipendente  dal 
substratum  di  una  espressione  analitica  ; il  teorema  di  Cauchy 
trae  anzi  a riguardare  la  esprimibilità  analitica  come  conse- 
guenza di  proprietà  che  d’  ordinario  naturalmente  inchiudonsi 
nel  concetto  di  dipendenza  tra  quantità  variabili  ; questo  teo- 
rema e quello  del  sig.  Liouville  (1)  ed  altri,  che  parimenti 
in  virtù  della  variabilità  complessa  si  andarono  stabilendo , 
permettono  di  dimostrare  , per  esempio , I’  identità  di  due 
funzioni  senza  trasformare  una  espressione  analitica  dell’  una 
in  una  espressione  analitica  dell’  altra  , conducono  ad  intro- 
durre nella  determinazione  delle  funzioni  piuttosto  le  pro- 
prietà che  le  espressioni  analitiche  , ed  in  conclusione  condu- 
cono a procedere  nella  risoluzione  delle  quislioni  piu  per  via 
del  puro  ragionamento,  vogliamo  dire  di  semplici  mentali  com- 
binazioni di  teoremi  o verità  generali , che  per  via  di  inces- 
santi operazioni  o trasformazioni  di  calcolo  (2). 


Ma,  per  riconoscere  questo  progresso  nell’  analisi  delle  fun- 
zioni in  sua  maggior  luce  e fecondità , dobbiamo  portarci  da 
Parigi  a quella  piccola  ma  chiarissima  città  di  Germania,  dove 

(1)  Alludo  al  teorema  fondamentale  precedentemente  menzionalo,  cioè  che  una  funzione 
monogena  monodroma  la  quale  per  i soli  punti-valori  della  variabile  situali  entro  una  linea 
chiusa  (entro , per  esempio,  un  parallelogrammo)  prenda  già  tutti  i valori  di  cui  è suscet- 
tibile deve,  se  non  é una  costante,  avere  qualche  infinito  entro  la  linea  chiusa  medesima. 

(2)  Non  vogliamo  arrischiare  su  questo  punto  molte  parole;  e però  non  intendiamo  di 
dare  una  completa  idea  dell'  influenza  dei  vari  matematici  nell'  introdurre  siffatta  maniera 
di  procedimento  nell'analisi  delle  quistioni.  In  caso  diverso  non  potremmo  tacere  altri  nomi, 
ed  , innanzi  prendere  in  esclusiva  considerazione  i lavori  del  sig.  Hiemann  , dovremmo  ri- 
tornare anche  ai  lavori  riferiti  nella  prima  serie,  per  mettere,  per  esempio,  in  rilievo,  tra 
gli  scritti  dei  viventi,  passi  che  tacemmo  dei  sigg.  Weicrslrnss  , Umilile  , eie. 

Faremo  piuttosto  riflettere  che,  prima  ch’avesse  ad  apparire  nella  teorica  delle  funzioni, 
questa  maniera  di  procedere  si  andava  svolgendo  nell’  algebra  , c già  largamente  per  opera 
dello  stesso  Lagrange.  Ma  nell’algebra  le  quantità  furono  nssui  prima  che  le  variabili  nella 
teorica  delie  funzioni  ammesse  come  suscettibili  di  valori  tanto  complessi  clic  reali,  c le  funzioni 
in  quella  considerate  si  poterono  assai  più  presto  definire  senza  effettive  espressioni  analitiche, 
per  mezzo  cioè  di  semplici  proprietà  o dati  caratteristici,  quali  sono  i valori  delle  variabili 
indipendenti  pei  quali  riescono  nulle  o infinite,  il  grado,  il  numero  delle  costanti,  il  numero 
dei  valori  clic  ammettono. 
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il  giovane  sig.  Bernardo  Riemann  va  promulgando  idee  e risul- 
tati che  lo  dimostrano  ben  degno  erede  della  cattedra  di  Gauss 
e Dirichlet. 

Il  primo  lavoro  eh’  egli  dà  alle  stampe  è la  Dissertazione 
inaugurale  nel  1851.  Sviluppando  i germi  posti  da  Gauss  e 
Dirichlet,  presenta  in  questa  Dissertazione  gli  elementi  della 
teorica  delle  funzioni  (di  una  variabile  complessa)  in  una  ge- 
neralità da  nessuno  prima  di  lui  dispiegata  e con  melodi  affatto 
originali  della  scuola  di  Gottinga  (1).  È però  da  lamentare  che 
questa,  del  pari  che  l’altra  posteriore  e più  famosa  Memoria, 
sia  stata  redatta  con  tale  concisione,  che,  atteso  la  novità  dei 
modi  di  considerare  e di  certi  mezzi  di  risolvere  le  questioni, 
riuscisse  pressoché  inacessibile  ad  ogni  analista,  che  , non  al- 
levato nella  scuola  di  Gottinga , non  vi  si  trovasse  in  qualche 
particolare  maniera  preparalo.  Sebbene  di  poi  I’  autore  stesso 
nelle  proprie  lezioni  abbia  modificato  nel  senso  di  una  mag- 
giore chiarezza  e semplicità  talune  parti  della  trattazione  , ed 
altri  con  opportune  scritture  divulgatala  per  la  stampa  in  Ger- 
mania ; tuttavia  noi  siamo  indotti  a dare  della  Dissertazione 
notizia  più  circostanziata  che  d’ ogni  altro  lavoro  finora:  perchè 
già  da  sola  racchiude  tutti  i fondamenti  di  quella  insigne  dot- 
trina che,  penetrando  con  gran  successo  in  una  delle  maggiori 
queslioni  che  mai  siensi  presentate  nell’  analisi , provocò  non 
ha  guari  I’  attenzione  e direi  quasi  lo  stupore  del  mondo  ma- 
tematico ; e perchè  fra  la  gioventù  del  nostro  paese  non  è 
ancora  per  mala  sorte  abbastanza  generalmente  conosciuta  la 
lingua  delle  scritture  dianzi  accennate. 

Infine  aggiungeremo  che  per  concepire  adeguatamente  ciò  che  noi  intrudiamo  abbrac- 
ci «re  eoo  I’  appellazione  di  carattere  o spirito  della  moderna  analisi  delle  funzioni  (nel  clic 
vorremmo  aver  colpito  giustamente  cd  esserci  espressi  con  bastante  chiarezza)  si  hanno  da 
riunire  nel  pensiero  come  un  solo  lutto  c le  qui  esposte  riflessioni  c quelle  che  già  facemmo 
nei  riferire  sulle  equazioni  differenziali  e quelle  ancora  che  compariranno  in  seguito. 

(1)  Diciamo  scuola  di  Gottinga  per  (illudere  in  certo  qual  modo  anche  all*  influenza 
avola  da  Gauss  e Dirichlet  nello  sviluppamrnto  della  dottrina  riemanniatia. 

Il  titolo  della  Dissertazione  è il  seguente:  Grundlagen  fùr  eine  allgemeine  Theorie  einer 
verànderlichen  compleren  Grosse.  Di  essa  comparve  una  traduzione  italiana  nel  tomo  2 degli 
Annali  di  matem.  (Roma,  1859).  È questa  rbc  noi  studiammo,  non  avendo  potuto  trovare 
un'  esemplare  tedesco. 
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La  Disseriazione  è divisa  in  brevi  paragrafi.  Nel  paragrafo  i, 
notata  la  proprietà  dello  funzioni  determinabili  per  mezzo  di 
operazioni  di  calcolo  da  eseguirsi  sulla  variabile  di  avere  la 
derivata  indipendente  dal  valore  del  differenziale  della  variabile, 
1’  autore  fonda  sulla  medesima  la  propria  definizione  di  fun- 
zione, stabilendo  che  : una  variabile  complessa  «/  = «-}- t>i  si 
dirà  funzione  di  un’  altra  variabile  complessa  z—x  4-  >/i  quando 

vari  con  questa  in  modo  che  il  valore  della  derivata  ^ sia 

dz 

indipendente  dal  valore  del  differenziale  dz  (1),  senza  presup- 
porre veruna  espressione  analitica  di  w per  mezzo  di  x ed  y. 

Nel  paragrafo  2 assume  la  solita  rappresentazione  geome- 
trica separatamente  per  la  variabile  e per  la  funzione.  Un 
punto  0 del  piano  /I  rappresenta  z ; un  punto  Q del  piano  B 
rappresenta  tv.  La  dipendenza  di  w da  a può  quindi  rappre- 
sentarsi come  un’  imagine  del  piano  A sul  piano  B. 

Nel  paragrafo  3 espone  la  nota  proprietà  di  questa  ima- 
gine , della  somiglianza  nelle  parti  infinitesime , ammesso  che 
w sia  funzione  di  z nel  senso  stabilito. 

Nel  paragrafo  4 espone  le  equazioni  alle  derivate  parziali 
del  primo  e del  secondo  ordine  che  vedemmo  dover  essere 
soddisfatte  dalle  componenti  reali  u e t?  di  una  qualsiasi  fun- 
zione w.  Le  equazioni  alle  derivate  del  second’  ordine  possono 
servire  per  la  ricerca  delle  proprietà  che  appartengono  ad  una 
componente  considerata  separatamente  dall'  altra.  L’  autore  av- 
verte che  anteporrà  la  dimostrazione  delle  più  importanti  di 
queste  proprietà  (2)  allo  studio  delle  funzioni  complete  w,  ma 


(1)  Stabilendo  questa  definizione  di  funzione  , il  slg.  Riemann  può  impiegare  un  solo 
vocabolo  invece  dei  due  funzione  monogena  impiegati  nella  scuola  di  Cauchy.  Il  sig.  Bertrand 
nel  suo  recente  trattalo  di  calcolo  difiereuzialc  adotta  la  definizione  del  sig.  Riemann;  spie- 
gandone tpag.  302-363)  coll'  usata  chiarezza  le  ragioni.  Se  non  che  ci  permetteremo  di 
manifestare  il  desiderio  che  non  fosse  usata  la  espressione  funzione  imaginaria  per  signi- 
ficare funzione  di  una  variabile  imaginaria  (vale  a dire  complessa). 

(2)  Mediante  l’ equazione  alle  derivate  del  2 ordine  buslerà  investigare  le  proprietà  di 
una  delle  due  componenti  t poiché  le  equazioni 
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che  prima  ancora  deve  spiegare  e stabilire  alcune  cose  gene- 
rali per  facilitare  queste  ricerche. 

E pertanto,  mettendo  in  disparte  la  rappresentazione  di  to 
mediante  il  piano  B , del  quale  , se  w sia  a più  valori , or 
1’  uno  or  T altro  punto  dovrebbesi  concepire  corrispondente  ad 
uno  stesso  punto  del  piano  A,  introduce  nel  §.  5 una  nuova  rap- 
presentazione mediante  una  superficie  che  riesca  a più  sfrati  (t) 
se  w sia  a più  valori , di  guisa  che  ogni  suo  punto  riesca  in 
ogni  caso  rappresentativo  di  un  solo  valore  di  w legato  inva- 
riabilmente con  un  solo  valore  di  z.  Siffatto  luogo  geome- 
trico , destinalo  ad  essere  il  campo  intuitivo  delle  speculazioni 
dell'  autore  , è quella  creazione  di  lui  affatto  originale  nella 
quale  si  trova  la  ragione  del  suo  linguaggio  e di  certi  suoi 
procedimenti  singolari,  e la  quale  dapprima  non  bastantemente 
spiegata  al  di  fuori  della  scuola  di  Gottinga , fu  duro  ostacolo 
a che  in  più  largo  circolo  si  diffondessero  queste  notabilissime 
speculazioni. 

Non  avendo  esposto  tulli  gli  opportuni  particolari  intorno 
le  funzioni  algebriche,  non  vogliamo  adesso  impegnarci  a spie- 
gare compiutamente  la  genesi  di  queste  superficie  in  generale; 
e piultostochè  porgere  d’  altronde  cenni  generici  e troppo  in- 
completi preferiamo  dare  I’  idea  precisa  della  più  semplice  fra 
esse  , al  qual  intento  considereremo  la  funzione  w=\/z  ossia 
la  relazione  ufi — z = 0.  In  tal  caso  è manifesto  che  per  ogni 
valore  di  z,  ossia  per  ogni  posizione  di  0 nel  piano  A,  vi  hanno 
due  valori  per  w,  i quali  variano  in  modo  continuo  al  muoversi 
di  0 , e che  I’  uno  non  può  per  variazione  continua  riuscire 
scambialo  coll’  altro  se  non  quando  0 abbia  compito  un’  intero 
giro  intorno  al  punto  z=  Opel  quale  i due  valori  di  w con- 
dii 3u  du  9« 

dr  9 y ’ dy  ?x 

forniranno  lotto  ciò  clic  abbisognerà  rispello  all’  altra. 

(I)  L’autore  adopera  propriamente  la  parola  Blalt  (foglia  o foglio). 
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fondonsi  in  uno.  Ciò  premesso  , invaginiamo  che  il  luogo  del 
punto  0 non  sia  più  il  piano  stesso  A ma  un’altro  piano  At  posto 
o disteso  sopra  A (cui  per  brevità  e chiarezza  riterremo  orizzon- 
tale) e tagliato  lungo  una  linea  che  partendo  dal  punto  z = 0 
vada,  senza  passare  più  volte  per  uno  stesso  punto,  all’infinito  (4); 
e imaginiamo  deposto  in  un  punto  di  A{  uno  dei  due  valori  cor- 
rispondenti di  w;  e,  facendo  partire  0 da  questo  punto,  ima- 
giniamo che  si  deponga  in  ogni  singola  successiva  posizione  di 
0 quello  tra  i sempre  duo  valori  di  w che  succede  con  con- 
tinuità ai  già  deposti  (2).  Allorché  0 avrà  percorso  per  intero 
il  piano  A,  ciascun  punto  di  A,  avrà  ottenuto  (terrà  in  se 
deposto)  un  valore  di  w (3).  Sia  ora  Aì  un’  altro  piano  so- 
vrapposto ad  A e Ai  e tagliato  precisamente  come  At;  depon- 
gasi in  un  suo  punto  (già  rappresentante  come  in  A e At  un 
valore  di  z)  quello  dei  due  valori  corrispondenti  di  iti  che  non 
giace  fissalo  nel  punto  sottoposto  di  A{  ; e , facendo  qui  pure 
partire  0 (adesso  mobile  in  As)  dal  punto  prescelto,  imagi- 
niamo che  analogamente  si  deponga  in  ogni  posizione  di  0 il 
valore  di  w che  succede  con  continuità  ai  già  deposti , e che 
tutti  quanti  i punti  di  At  vengano  cosi  a conseguire  un  valore 
di  io.  Per  tal  modo  in  ogni  due  punti  di  A{,  A,  sovrapposti 
ad  uno  stesso  di  A riescono  deposli  i due  valori  di  w cor- 


(1)  Ogni  punto  di  At  va  riguardato  come  rappresentante  o possedente  lo  stesso  valore 
di  2 rappresentalo  dal  punto  sottoposto  di  A. 

Del  luglio  distingueremo  , occorrendo  , gli  orli  io  detiro  e sinistro  , alludendo  ad  una 
persona  che  lo  osservasse  dal  punto  r=»  0.  Per  fissar  le  idee  giova  concepire  rettilineo 
il  taglio. 

(2)  La  espressione  deporti  nei  punti  di  una  superficie  i valori  di  una  variabile  o le 
coppie  di  valori  di  due  variabili , non  che,  quella  di  dire  At  disteso  sopra  e non  confuso 
con  Af  ed  altre  che  furono  o che  verranno  impiegate  potrebbero  censurarsi  perchè  quasi 
supponenti  estensione  e nei  singoli  punti  e nei  numeri  da  concepirvisi  fissati;  ma  è appunto 
per  questo  che  hanno  il  vantaggio  di  significare  con  maggiore  chiarezza  ciò  che  si  desidera 
di  far  comprendere. 

(3)  Dicendo  che  0 s’  ha  da  muovere  in  At  resta  inteso  che  non  possa  traversare  la 
linea  del  taglio,  c quindi  non  descrivere  alcun  cammino  chiuso  clic  racchiuda  il  punto  x=0, 
e però,  se  ripassasse  più  e più  volte  per  uno  stesso  punto,  il  valore  che  tc  verrebbe  quivi 
per  successione  continua  a conseguire  sarebbe  sempre  Io  stesso  , e deposlo  una  volta  si  ri- 
tiene che  non  vi  si  depongn  più  nessun’  altra  volta. 
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rispondenti  ad  uno  stesso  di  z.  E,  considerando  i 2 -f-  2 ==  4 
orli  dei  tagli  di  A{  e , si  riconosce  che  i valori  di  w de- 
posti lungo  I’  orlo  destro  dell’  un  piano  sono  ordinatamente 
eguali  ai  deposti  lungo  I’  orlo  sinistro  dell’  altro.  Dunque,  itna- 
ginando  che  vengano  connessi  lungo  tutta  la  loro  indefinita 
lunghezza  l’orlo  destro  di  At  col  sinistro  di  At  ed  il  destro  di 
col  sinistro  di  Ax  (I),  otterremo  un’  unica  superficie  a due 
piani  o strati  dotala  delle  proprietà  , che  ogni  coppia  distinta 
di  valori  di  w e z ossia  ogni  soluzione  distinta  dell’  equazione 
ìó1— z=o  abbia  in  essa  uno  ed  un  solo  esclusivo  punto  rappre- 
sentativo , e che  qualunque  variazione  continua  e simultanea 
di  queste  due  variabili  si  possa  raffigurare  in  un  movimento 
continuo  di  un  punto  mobile  in  essa  superficie,  e viceversa  (2). 
È questa  la  superficie  che  dovevamo  descrivere,  e che  diremo 
una  riemanniana  , cioè  una  di  quelle  superficie  imaginate  dal 
sig.  Riemann  per  lo  studio  delle  funzioni  , od  anche  breve- 
mente, usando  la  lettera  da  lui  continuamente  adoperata,  una 
T (3). 

(1)  l'er  scorgere  in  certo  qual  modo  la  reale  possibilità  di  effettuare  la  connessione  dei 
due  secondi  orli  dopo  effettuala  quella  dei  due  primi,  od  almeno  per  avvezzarsi  a concepire 
quel  tra  versa  inen  lo  di  superficie  clic  qui  abbisogna,  giova  pensare  ognuno  degli  strali  come 
una  rete  di  indefinita  finezzn  di  cui  soltanto  i nodi  (o  crocicchi  dei  fili)  sieno  i punti  dello 
strato*  Due  reti  possono  traversarsi  senza  che  nodi  dell*  una  si  confondano  con  nodi  del- 
l’altra;  rd  è precisamente  cosi  che  dobbiamo  concepire  il  traversamento  risultante  dalle 
effettuale  connessioni  degli  orli. 

(2)  Se,  per  esempio,  mantenendo  costante  il  modulo,  facciamo  crescere  di  4ir  in  modo 
continuo  I’  argomento  di  zt  uno  qualsivoglia  dei  due  valori  di  ir  variando  pure  in  modo 
continuo  riprenderà  in  fine  il  valore  iniziale.  Or  bene  corrispondentemente  , se  il  punto 
mobile  0 nella  descritta  superficie,  da  un  posto,  per  esempio  , nello  strato  inferiore , pren- 
derà a muoversi  circolarmente  intorno  al  punto  3=0  , giunto  che  sia  alla  linea  di  traver- 
semento,  passerà  allo  strato  superiore  e descritta  in  esso  una  intera  circonferenza  ripasserà 
nello  strato  inferiore  , dove  ritornerà  al  posto  iniziale  dopo  aver  compiuto  in  complesso 
due  precise  circonferenze. 

(3)  La  funzione  w=^z  che  poteva  dirsi  a due  valori  rispetto  al  punto  mobile  in  A ora 
può  dirsi  a valor  unico  ossia  funzione  monodroma  del  luogo  o posto  nella  superficie  T. 

La  diversità  con  cui  veggonsi  trattate  z e w mediatile  la  T distesa  sul  piano  A si 
potrebbe  esprimere  dicendo:  che  i valori  di  z vi  si  trovuno  proprio  ruppi esentali  nella  loro 
grandezza,  e cioè  nella  solila  maniera  mcreé  la  posizione  dei  punti  rispetto  a quelli  dove  z 
ha  i valori  0,  I,  » ossia  rispetto  agli  assi  reale  ed  imagiuario  ; mentre  i valori  di  io  vi  si 
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Superficie  di  questo  genere  possono  immaginarsi  per  quali 
si  siano  funzioni  algebriche , le  quali  tutte  riescono  cosi  trat- 
tabili come  funzioni  a valor  unico.  Sebbene  particolarmente 
adatte  allo  studio  di  questa  classe  di  funzioni  e di  quelle 
che  per  integrazione  ne  scaturiscono  , nulla  impedisce  di  ima- 
ginare  cotali  superficie  anche  per  altre  sorta  di  funzioni , se  si 
possa  trarne  servigi  non  trascurabili  quantunque  meno  rilevanti.  E 
nella  Dissertazione  vengono  appunto  introdotte  per  la  ricerca 
delle  proprietà  fondamentali  di  qualsisia  funzione  d’ una  varia- 
bile complessa. 

Se  era  da  aspettarsi  che  il  concetto  della  T per  il  caso 
semplicissimo  della  funzione  w = \/z  riuscisse  facilissimo,  non 
è poi  da  credersi  che  siavi  per  contrario  qualche  essenziale  diffi- 
coltà nel  salire  al  concetto  di  una  T conveniente  a qualunque 
altra  funzione  algebrica;  ogni  difficoltà  può  appianarsi  con  lievi 
suggerimenti  allorché  siensi  premesse  opportune  considerazioni 
circa  le  funzioni  algebriche  (1).  E nondimeno  è il  concetto 
di  queste  superficie  che  forma  , come  asserimmo , pel  lettore 
non  particolarmente  preparato  il  primo  e più  duro  osta- 
colo all’  intendere  la  Dissertazione.  E ciò  perchè  ? li  perchè , 


trovano  soltanto  individuati,  e cioè  dai  rispettivi  punti  dove  concepisco  usi  irremovibilmente 
deposti  , i quali  punti  non  donno  però  colla  propria  posizione  alcun’  idea  della  grandezza 
dei  vak>ri  medesimi.  Del  resto  vedremo  clic , senza  alterare  in  una  T ciò  eli’  essa  ha 
di  più  cncnziale  come  strumento  d’ investigazione  delle  proprietà  delle  funzioni  , si  po- 
tranno concepire  operule  nella  medesima  delle  trasformazioni , per  le  quali  in  luogo  della 
diversità  di  trattamento  or  ora  significata  ne  risulteranno  delle  altre,  ed  in  particolare,  vo- 
lendosi, potrà  risultarne  (radula  invece  la  vd  come  poco  fa  In  z , risultarne  cioè  la  T cosi 
trasformala  che  si  possa  distendere  sul  piuno  B in  modo  che  tutti  i punti  dove  per  w tro- 
vasi deposto  uno  stesso  valore  riescano  situati  sopra  il  punto  rappresentativo  del  medesimo 
valore  nel  piano  B.  La  qual  cosa  debitamente  *>’  accorda  col  non  alterarsi  i’  essenzialità  di 
una  relazione,  qual’ è appunto,  per  esempio,  ic* — z—Q,  considerando  come  indipendente  I’  una 
piuttostochè  I’ ultra  delle  due  vnribili.  E per  concepire  più  furilmcnle  siffatte  trasformazioni 
gioverà  pur  sempre  imnginare  le  superfìcie  come  reti  , di  cui  Ì nodi  nc  esprimano  i punti 
mentre  i fili  sirno  variubili  in  lunghezza  flessibili  e oltrepassabili,  vale  a dire,  in  sostanza, 
imaginarle  come  sistemi  di  punti  separati,  insensibilmente  del  resto,  tra  loro. 

(t)  Le  considerazioni  da  premettersi  sono  offerte  dalle  ricerche , di  cui  riferimmo  , 
del  sig.  Puiseux.  Perciò  nel  nostro  corso  le  superfìcie  ricmanniane  si  vedranno  introdotte 
dopo  la  esposizione  di  dette  ricerche. 
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a nostro  avviso , si  trova  principalmente  in  questo  : che  il 
sig.  Riemann  non  fa  salire  in  prima  all'  idea  delle  sue  superficie 
colla  considerazione  di  funzioni  algebriche  (la  qual  cosa  non 
gli  avrebbe  impedito  di  far  poi  completa  astrazione  da  ogni 
supposizione  di  espressioni  analitiche  e di  intraprendere  lo  stu- 
dio delle  funzioni  con  l’unico  dato  di  una  superficie  T della 
natura  già  riconosciuta  e sorreggente  un  sistema  general- 
mente continuo  di  valori),  ma  invece  le  introduce  d’un  tratto 
senza  alcun  preambolo  come  destinate  ad  essere  luoghi  rap- 
presentativi per  tutte  le  grandezze  variabili  che  dovranno  cadere 
in  considerazione.  Di  tal  guisa  avviene  che  il  lettore  non  possa 
bene  comprendere,  non  solo  il  perchè  (cui  1’  autore  si  riserba 
di  far  capire  più  tardi),  ma  anche  il  come  sia  da  concepirsi  la 
restrizione  che  nell’  idea  la  più  generale  di  strali  sovrapposti 
e congiunti  in  sistema  l’autore  subito  introduce,  e che  si  trovi 
quindi  avvolto  in  dubbi  ed  oscurità  sino  dalle  prime  righe  con- 
cernenti siffatti  luoghi  rappresentativi. 

Ma  affrettiamoci  a progredire  nel  rendiconto  dei  paragrafi. 
Nel  §.  in  discorso  adunque , dichiarata  la  introduzione  delle 
superficie  T , 1’  autore  fissa  il  concetto  dei  punii  di  giramento 
o di  diramazione  (1),  di  quei  punti  cioè  (come  quello  nella 
particolare  T sopra  descritta  pel  quale  i due  valori  di  (/z 
confondonsi  in  uno  cioè  hanno  il  valor  zero)  comuni  a più 
strali  girando  intorno  ai  quali  si  passa  da  uno  strato  all’ altro; 
un  punto  siffatto  vien  detto  dell’ (m—1)  esimo  ordine  quando 
sia  comune  ad  m strali , od  in  altri  termini  , quando  girando 
intorno  ad  esso  un  punto  mobile  nella  superficie  debba  com- 
piere m giri  per  ritornare  nello  stesso  strato  e posto  d’  onde 
sia  partito.  E siccome  suppone  che  la  data  T possa  anche 


(1)  Li  chiama  ll'fWMAgjpuMikte  o Ycrzweigungspunkte.  Nella  traduzione  italiana  della 
Dissertazione  sono  chiamati  di  giramento ; nella  Memoria  poi  Sopra  te  funzioni  algebriche  di 
uno  variabile  complessa  (Annali  dell'  Uni v.  Tose.  Tomo  7 , 1863)  il  prof.  Retti,  senza  d*  al- 
tronde riportarsi  alle  superficie  T,  li  chiama  punii  di  diramazione.  Essi  sono  i punti  intorno 
ai  quali  si  effettuano  le  sostituzioni  menzionate  quando  riferimmo  sulle  ricerche  del  sig.  Puiscu*. 
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coprire  soltanto  una  porzione  finita  del  piano  A (I)  , accenna 
che  una  siffatta  T riesce  o completamente  determinata  o limi- 
tata ad  un  numero  finito  di  forme  differenti  quando  ne  siano 
dati  sul  piano  A la  posizione  e il  senso  (cioè  da  qual  banda 
rispetto  ad  esso  giaccia  la  superficie)  del  contorno  e la  posi- 
zione dei  punti  di  diramazione. 

Nel  §.  6 studia  queste  superficie  per  rispetto  alla  loro 
connessione.  Egli  dice  che  evvi  connessione  (Zusammenhang),  os- 
sia che  sono  tra  loro  connesse  due  parli  di  superficie , quando 
da  un  punto  dell’  una  si  possa  condurre  una  linea  che  senza 
uscire  dalla  superficie  vada  ad  un  punto  dell’  altra.  La  con- 
nessione costituisce  ciò  che  v’  ha  di  più  essenziale  in  queste 
superficie  come  strumenti  d’  investigazione  delle  proprietà  delle 
funzioni;  perciò  siffatto  studio  è una  preparazione  di  cardinale 
importanza.  Esso  vien  fatto  mediante  i tagli  trasversali.  Taglio 
trasversale  (Querschnill)  vien  detto  dall’  autore  un  taglio  che 
s’  imagini  fatto  lungo  una  linea  la  quale  partendo  da  un  punto 
del  contorno  e traversando  la  superficie  senza  passare  più 
volte  per  uno  stesso  punto  termini  ancora  ad  un  punto  del 
contorno , che  potrebbe  anche  essere  uno  de’  suoi  stessi  punti 
precedenti.  Noi  qui  ci  limiteremo  a notare  , che  vien  stabilito 
il  concetto  dell’  ordine  della  connessione  ; e che  quindi  I’  autore 
distingue  le  superficie  (composte  di  un  sol  pezzo)  in  semplice- 
mente , doppiamente  ....  connesse  , chiamando  n uplicemente 


(!)  Dobbiamo  anzi  far  riflettere  essere  precisamente  anche  questa  (cioè  rhe  una  fun- 
zione sia  data  anche  soltanto  pei  calori  di  s corrispondenti  a porzioni  di  A)  una  supposi- 
zione in  cui  importa  di  mettersi  per  uno  studio  affatto  generale  delle  funzioni.  Egli  è quindi 
con  questa  supposizione  che  il  sig.  Riemann  comincia  e seguita  quasi  sempre  nella  Ditserlaztone 
a concepire  le  superficie  T.  Dobbiamo  dunque  imaginarc  che  di  ogni  strato,  il  quale  potrebbe 
essere  infinito,  una  porzione  finita  soltanto  entri  a comporre  la  T clic  nella  detta  supposi- 
zione »'  imagiiia  distesa  sul  piano  A.  Potendo  però  di  tal  guisa  ogni  strato  avere  una  con- 
figurazione e situazione  sopra  A diversa  quanto  piace  da  quelle  degli  altri  strali,  è manifesto: 
che  il  concetto  generale  di  una  T coprente  soltanto  una  porzione  del  piano  A ha  in  se  ancor 
maggiore  indeterminazione  del  concetto  generale  di  una  T che  debbo  coprire  interamente  il 
piano  Ai  e die  perciò  la  delta  supposizione  doveva  ancor  più  aggravare  la  difllcoltA  di  for- 
marsi di  tal  sussidio  geometrico  una  chiara  idea. 
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connessa  ( n fach  zusammenhangend)  una  superfìcie  la  quale  per 
mezzo  di  n — 1 tagli  trasversali  può  ridursi  in  una  semplicemente 
connessa  ; vale  dire  in  una  che  da  qualsiasi  taglio  trasversale 
sarebbe  divisa  in  due  pezzi  (ossia  parti  non  più  connesse)  (4). 

Nei  |§.  7,  8,  9 espone  quei  teoremi  sugli  integrali  relativi 
a contorni  di  superficie,  i quali,  indicati  da  Cauchy  nei  più 
volte  addotti  Comptes  R.  del  2 Sem.  4846,  ed  in  parte  contenuti 
in  certo  qual  modo  nella  Memoria  di  Gauss  che  fra  breve  ci- 
teremo , già  segnalammo  come  fondamentali  nella  teorica  delle 


(I)  La  superficie  di  un  cerchio  è semplicemente  connessa;  quella  racchiusa  fra  due  cir- 
conferenze concentriche  (situate  a’  intende  in  un  medesimo  piano)  è doppiamente  connessa. 

Ma,  per  far  comprendere  come  si  possano  applicare  le  accennale  nozioni  al  caso  di  una 
superficie  ( quale  potrebbe  supporsi  qualunque  T ) illimitata  in  ogni  senso,  od  al  caso  di 
una  superficie  di  estensione  limitata  ma  senza  contorno  cioè  di  uno  superficie  chiusa  (come 
sarebbe  una  sfera),  bisogna  aggiungere  qualche  suggerimento,  la  cui  mancanza  concorre  pure 
a crescere  le  difficoltà  di  questa  parte  dellu  Ditteriazione , e che  perciò  crediamo  bene  di 
qui  dare.  Cominciamo  a riflettere  potersi  adottare,  oltre  la  solila  in  un  piano,  infinite  altre 
rappresentazioni  dei  tatari,  se  cosi  si  vuol  dire , d’  una  variabile  indipendente,  od  in  altri 
termini  , dei  numeri  complessi  tutti  quanti  mediante  superficie.  Già  in  uso  è la  seguente. 
Al  disotto  del  solilo  piano  s’  imagini  una  sfera  che  lo  tocchi  nel  punto  0 , c dal  punto  più 
basso  di  questo  sfera  condotta  la  retta  al  punto  z del  piano  : il  punto  dove  lo  retta  tra- 
versa  la  sfera  si  risguardi  come  il  rappresentativo  del  numero  complesso  z su  questa  su- 
perficie. Si  può  notare  che  cosi  tutti  i punti  del  piano  infinitamente  lontani  dal  ponto  0 , 
ossia  tutti  i valori  infiniti  di  una  variabile,  tengono  nella  sfera  rappresentati  dall’  unico  de- 
terminato punto  più  basso,  c possono  quindi  senza  difficoltà  concepirsi  come  un  solo,  c quasi 
direi  determinalo,  valore.  Se  la  sfera  si  supporrà  di  raggio  infinitamente  grande  , il  nuovo 
luogo  di  rappresentazione  non  sarà  altro  ancora  ebe  il  solilo  piano  , considerato  però  come 
una  superficie  che  si  chiude  all'  infinito.  Qualunque  T illimitata  potrà  quindi  del  pari  consi- 
derarsi come  chiusa  all'  infinito  cioè  come  formata  di  strati  sferici  di  raggio  infinito;  o,  se  più 
piace  , trasformala  in  una  T a strali  sferici  di  raggio  finito.  Or  bene  finalmente,  per  ap- 
plicare le  nozioni , che  già  dissimo  , ad  una  superficie  senza  contorno  , s'  imagini  in  prima 
staccato  dalla  medesima  un  punto,  ossia  una  porzioncella  od  elemento  infinitamente  piccolo, 
e la  linea  infinitesima  del  dislzrco  si  risguardi  come  coutorno  della  superficie.  Seguendo 
questo  precetto  si  riconosce  , per  esempio  , che  la  superficie  di  un'  anello  è triplicemente 
connetta,  riducendosi  essa  ad  una  templicemente  connetta  medisole  un  taglio  trasversale  , 
avente  principio  e termine  nel  foro  infinitesimo  da  imaginarsi  nella  superficie,  ed  uu 
secondo  taglio  dall’  uno  all'  altro  degli  orli  del  primo.  Invece  la  T imaginata  per  w* — z=G, 
ossia  un  sistema  di  due  strati  sferici  connessi  nella  descritta  maniera  lungo  un*  areo  che 
dal  punto  0 va  al  punto  opposto  cioè  se,  si  trova  essere  semplicemente  connessa. 

Vogliamo  infine  osservare  essere  unicamente  per  brevità  e chiarezza  che  si  fece  ricorso 
a superficie  sferica  e non  ad  altra  qualunque  d’  egual  natura  rispetto  a connessione,  c che 
la  si  concepì  a contatto  del  piano  c nel  punto  0. 
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funzioni.  Ma  nella  Dissertazione  anche  i teoremi  già  dati  da 
Cauchy  , esposti  opportunamente  con  quelle  più  circostanziate 
determinazioni  che  convengono  alla  teorica  da  svilupparsi  ed 
ai  sussidi  geometrici  introdotti , mentre  abbracciano  affatto 
similmente  insieme  il  caso  di  funzioni  ad  un  valore  e quello  di 
funzioni  a più  valori,  prendono  un  significato  più  preciso  e di  più 
pronta  applicabilità  alla  teorica  stessa.  Per  apprezzare  nella 
sua  interezza  la  generalità  con  cui  I’  autore  stabilisce  questi 
teoremi , non  che  tutte  le  speculazioni  successive  , devesi  ben 
fissare  che  i dati  da  lui  supposti  non  sono  mai  espressioni 
analitiche  , ma  soltanto  sistemi  generalmente  continui  di  valori 
distribuiti  per  tutti  i punti  di  una  superficie  T (di  estensione 
finita  o infinita)  supposta  data  (1). 

Egli  è sul  finire  del  §.  9 che  emerge  nel  suo  punto  più 
essenziale  la  influenza  dell’  ordine  di  connessione  di  una  su- 
perficie impiegata  come  luogo  rappresentativo  nell’  analisi  delle 
funzioni.  L’  integrale  quivi  «considerato  preso  da  un  punto 
fisso  0„  al  punto  mobile  0 in  T riesce  (per  semplicità  negli- 
gendo affatto  i casi  di  discontinuità),  quando  T sia  semplice- 
mente  connessa,  indipendente  dal  cammino  d’integrazione  e di- 
pendente solo  dalia  posizione  di  0 (2)  e può  riguardarsi  come 


(!)  Quindi  per  esempio  allorché  dice;  Sia  X una  funzione  di  x,y  nella  super  fieie  T , 
si  ha  recisamente  non  altro  da  intendere  se  non  che  X ha  da  avere  generalmente  in  ogni 
punto  di  T un  determinalo  valore.  La  funzione  X poi,  come  d’  ordinario,  vico  detta  confi* 
nua  in  T , od  in  una  sua  parte,  quando  il  valor  suo  vari  in  modo  continuo  da  punto  a punto 
dappertutto  in  T,  o soltanto  in  quella  sua  parte  ; discontinua  lungo  una  linea  quando  il  va* 
lore  cambi  bruscamente  passando  da  punti  situali  da  una  banda  della  linea  a punti  situati 
dall*  altra  ; ecc. 

(2)  Scelto  un  cammino  *,  da  O0  ad  0 , qualunque  altro  s,  pure  do  O0  ad  0 , preso 
in  direzione  contraria,  per  il  che  scriveremo  — st  , forma  con  s(  un  cammino  rientrante 
st  che  in  una  superfìcie  semplicemente  connessa  può  sempre  riguardarsi  come  V intero 
contorno  di  una  porzione  della  medesimi.  Perciò  il  considerato  integrale  preso  lungo  st — st 
riesce  nullo,  quindi  preso  lungo  s,  dà  risultato  contrario  di  quello  che  prendendolo  lungo 
— >i  , e risultato  identico  a quello  che  si  ha  prendendolo  lungo  tf. 

Dire  che  due  cammini  costituiscono  1T  intero  contorno  di  una  porzione  di  superfìcie 
semplicemente  connessa  vale  quanto  dire  che  l' uno  , rimanendo  pur  sempre  nell1  interno  di 
questa  porzione  , può  deformarsi  a poco  a poco  in  guisa  da  ridursi  - a totale  coincidenza 
coll*  altro. 
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una  funzione  di  x e y avente  un  solo  valore  e finita  e con- 
tinua dappertutto  in  T.  Se  invece  T sarà  multiplicemente 
connessa  , l’ integrale  potrà  avere  in  ogni  punto  di  T una 
infinità  di  valori  differenti  tra  loro  di  multipli  interi  di  certe 
costanti.  Questa  infinità  di  valori  si  potrà  togliere  riducendo  la 
T con  tagli  trasversali  in  una  semplicemente  connessa  V (1); 
ma  l’integrale  avrà  allora  in  ogni  due  punti  combaciantisi  degli 
orli  di  ciascun  taglio  valori  differenti  tra  loro  di  una  quantità 
finita , che  rimarrà  costante  lungo  tutto  uno  stesso  taglio 
( supposto  che  nessuno  di  essi  sia  stato  diviso  in  porzioni 
da  qualcuno  de’  tagli  fatti  dopo)  e sarà  una  delle  costanti  testé 
nominate,  il  numero  di  queste  costanti  o moduli  di  periodi- 
cità (2)  eguaglia  il  numero  dei  tagli  occorrenti  ed  è quindi 
n— 1 per  una  T n uplicemente  connessa. 

Stabilite  ormai  quelle  cose  che  avvertiva  di  dover  pre- 
mettere per  rendere  più  agevoli  le  proprie  ricerche  , 1’  autore 
passa  all’  esposizione  delle  proprietà  delle  funzioni  componenti, 
cioè  delle  funzioni  u che  nella  superficie  T (3)  debbano  in 
generale  (vale  a dire  senza  escludere  eccezioni  per  punti  e 
linee  singolari)  soddisfare  I’  equazione 

a5  u 91  « 

— 4-  _ = 0 
d y' 

Questa  equazione  può  considerarsi  come  un  caso  particolare 
della 

9*F  3*F 

axì  + at/§ + a ’ 


III  una  superficie  mullipliceinenlc  connessa  siffatta  riduzione  cessa  di  essere  sempre 
possibile  ; come , per  esempio , in  una  superficie  circonscritla  da  due  circonferenze  concen- 
triche quando  le  linee  tt  e tt  comprendano  Ira  loro  la  circonferenza  minore. 

(f)  Ed  obbligando , giù  s’  intende,  il  punto  mobile  O a rimanere  entro  T\  cioè  a non 
poter  traversare  i lugli  imaginati. 

(2)  La  espressione  modulo  di  periodicità , che  cominciammo  ad  usare  sino  dolile  ricerche 

del  sig.  Puiscux,  è del  sig.  Riemann , che  però  la  introduce  più  lardi  e cioè  nella  Thcorit 

der  AbcV  tchen  Functionen. 

(3)  S‘  intende  una  T attillo  qualunque,  sulla  quale,  ci  sia  permesso  ripeterlo,  s*  ha  da 

imaginare  esistente  (deposto)  un  sistema  qualunque  di  valori  varianti  da  punto  a punto  in 

modo  da  soddisfare  la  equazione  delle  funzioni  componenti. 
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alla  quale  soddisfa  il  potenziale  V nei  punti  situali  fuori  della 
massa  a cui  si  riferisce.  Perciò,  colla  supposizione  z= Costante, 
si  possono  trasportare  nel  campo  delle  funzioni  u i risultati 
ottenuti  da  Gauss  nella  Memoria  Allgemeine  Lehrsàtze  in  Bezie- 
hung  auf  die  im  vcrkehrten  Verhàltnisse  des  Quadrati  der  Entfer- 
nung  wirkenden  Anziehungs-und  Abstossungs-Kràfte  (1).  Però,  seb- 
bene la  Dissertazione  dipenda  intimamente,  non  che  per  la  coin- 
cidenza delle  equazioni,  anche  per  i modi  delle  considerazioni 
da  sifTatta  Memoria  , noi  ci  contenteremo  di  aver  accennata 
questa  dipendenza  e proseguiremo  l’intrapreso  rendiconto  della 
Dissertazione. 

Alle  proprietà  generali  delle  funzioni  u sono  dedicati  i ||.  10 
e il.  Ammettendo  che  la  funzione  u e le  sue  derivate  prime 
non  abbiano  discontinuità  lungo  una  linea,  e che,  per  ogni 
punto  dove  possano  essere  discontinue,  colla  distanza  p del  punto 

9u 

0 dallo  stesso,  divengano  infinitamente  piccoli  i prodotti  p - e 

ox 


a u 

p — ; ammettendo  in  oltre  che  la  superficie  T consti  d’  un 

solo  strato , stabilisce  quelle  forinole  fondamentali  che  espri- 
mono il  valore  di  u in  un  punto  qualunque  di  T , dove  u sia 
continua,  mediante  un’integrale  formato  lungo  il  contorno  di  T, 
od  in  particolare  lungo  una  circonferenza  descritta  intorno  al 
detto  punto  come  centro.  Può  quindi  enunciare  il  teorema , 
che,  nelle  condizioni  ammesse,  la  funzione  u e le  sue  derivate  sono 
necessariamente  finite  e continue  per  tutti  i punti  di  T (2).  Nelle 


(I)  Memoria  contenuta  nel  volumetto  dei  Resultate  aut  den  Beobaehtungen  des  magneti- 
scken  Verrini  deli'  anno  1839  (pnbblicato  a Lipsia  nel  1840),  e riprodotta  in  lingua  fran- 
cese nel  tomo  7 del  giorn.  di  Liouville. 

Lo  studio  di  questa  Memoria  sarebbe  stato  il  più  idoneo  che,  per  penetrare  con  minor 
difficolti  nella  Dissertazione,  avremmo  credulo  di  poter  suggerire,  se  non  fossero  sopravve- 
nute le  pubblicazioni,  che  indicheremo,  dei  discepoli  del  sig.  Riemann  e di  altri  benemeriti 
scrittori. 

(3)  Qui,  come  in  seguito  per  io  , sono  escluse  dalla  considerazione  le  discontinuità  che 
possono  togliersi  mutando  il  valor  della  funzione  in  punii  separati.  Una  discontinuità  di 
questa  sorta  nascerebbe  (per  fissar  le  idee)  per  la  funzione  a delle  variabili  reali  * e y 

9 
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stesse  condizioni  espone  successivamente  i seguenti  teoremi  : 
du 

Se  u e — (1)  sono  nulle  in  tutti  i punti  di  una  linea , u è 


nulla  dappertutto  in  T;  Se  i valori  di  u e — sono  dati  in  tutti 

dp 

i punti  di  una  linea  , u rimane  determinata  anche  in  tutti  gli 
altri  punti  di  T ; I punti  di  T nei  quali  u ha  uno  stesso  dato 
valore  formano  necessariamente  , quando  u non  è dappertutto 
costante,  linee  che  separano  una  parte  di  superficie  dove  u ha 
valori  più  grandi  da  un’  altra  dove  ha  valori  più  piccoli. 

Terminando  col  §.  11  la  preparatoria  esposizione  di  pro- 
prietà delle  funzioni  componenti  , I’  autore  passa  allo  studio 
delle  funzioni  complete  , vale  a dire  di  una  qualsiasi  quantità 
complessa  w=u-{-t)t  che  in  generale  (cioè  senza  escludere  ec- 
cezioni in  linee  o punti  singolari)  ha  per  ogni  punto  0 di  T 
un  valor  determinato  il  quale  varia  colla  posizione  di  questo 
punto  in  modo  da  soddisfare  alle  equazioni 


3 u 3 e 3u 3o 

3x  dy  ’ dy  dx 

Principia  colla  supposizione,  e ciò  nei  §§..  12  e 13  , che 
T sia  semplicemente  connessa  e costituita  d’  un  solo  strato. 
Nel  primo  di  questi  paragrafi  dimostra  il  teorema:  Sete  non 
ha  discontinuità  lungo  linee,  e per  un  punto  qualunque  (/  di 
T,  dove  sia  x=zr,  il  prodotto  di  z — z'  per  w diviene  infinita- 
mente piccolo  coll’  accostarsi  infinitamente  di  0 ad  0'  , la 
funzione  w e tutte  le  sue  derivate  sono  finite  e continue  dap- 
pertutto in  T.  Nel  secondo,  considerando  il  caso  in  cui  il  prò- 


qualora  un  punto  della  superficie  , die  nel  sistema  cartesiano  dolesse  corrispondere  all*  e- 
qunxione  u = u(xty),  distaccandosi  dalla  medesima  si  portasse  a maggiore  o minor  distanza 
dal  piano  delle  coordinate  x e y. 

(I)  Già  sino  dal  §.  8 I*  autore  imagtna  determinata  lo  posizione  dei  pnnti  in  T andie 
mediante  una  porzione  t di  linea  fissa  ( per  lo  più  il  contorno  ) rd  una  porzione  p della 
normale  alla  linea  nel  termine  mobile  di  a.  Ed  è in  quell*  occasione  che  fissa  una  volta  per 
sempre  in  qual  direzione  debbasi  riguardare  come  crescente  In  lunghezza  della  porzione 
variabile  del  contorno  (dt'resione  potìtivo  del  contorno). 
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dotto  di  w per  la  prima  potenza  di  z—z’,  non  tenda  a zero 
con  questa  differenza,  dimostra  che  , se  può  trovarsi  (1)  una 
potenza  di  z — z'  d’  esponente  finito  la  quale  moltiplicata  per  w 
dia  un  prodotto  tendente  ancora  a zero  con  z — z'  la  funzione 
w sarà  tale  che,  sottraendone  una  frazione  razionale  della  forma 

a\  , ai  , , a»— » 

z—z’  ( z — z ')*  (z  — z')""1  ’ 

dove  at,  o, , . . . , 0,-1  designano  costanti  , si  avrà  una  fun- 
zione che  rimarrà  continua  e finita  nel  punto  0’. 

Nel  §.  14  comincia  a far  riflettere  che  i teoremi  dei  due 
paragrafi  precedenti  sussistono  generalmente  anche  quando  la 
superficie  T sia  composta  di  più  strali.  Imperocché , fissalo  in 
una  T qualunque  un  qualsivoglia  punto  , si  può  imaginare  di- 
staccato dalla  medesima  un  pezzo  che  comprenda  questo  punto 
e che  considerato  isolatamente  sia  una  superficie  ad  un  solo 
strato  , eccetto  solo  il  caso  in  cui  il  punto  fissato  fosse  di  di- 
ramazione. E pertanto,  lasciata  in  disparte  la  supposizione  che 
T consti  d’  un  solo  strato  , esamina  questo  caso , e conchiude 
che  i teoremi  precedenti  sussistono  egualmente  anche  quando 
0'  sia  punto  di  diramazione  dell’ (n—1)  esimo  ordine,  purché 

i 

si  sostituisca  (z—z')"  a z—z’. 

Nel  §.  15  imagina  che  la  dipendenza  fra  z ed  una  fun- 
zione w — u-\-vi  di  z,  avente  un  valore  determinato  per  ogni 
punto  0 della  superficie  T distesa  sul  piano  A , venga  anche 
rappresentata  mediante  una  superficie  S distesa  sul  piano  B. 
Perciò  imagina  che  ad  ogni  punto  0 di  T debba  corrispondere 
un  punto  Q , che  occupi  al  disopra  del  piano  B la  posizione 
determinala  dalle  coordinate  u,  v.  L’  insieme  dei  punti  Q for- 
merà la  superficie  S (2).  Mettendo  in  evidenza  che  w non 
può  essere  costante  lungo  una  linea  senza  essere  dappertutto 
costante , può  asserire  che  Q si  muoverà  sempre , e ge- 

(1)  Come  vedremo,  non  si  potrebbe  non  trovore,  a meno  che  v>  fosse  dappertutto  infinita. 
i,2)  A questa  superficie  già  facemmo  Allusione  rome  di  una  trasformato  della  T. 
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ruralmente  in  modo  continuo  , con  0.  E conchiude  in- 
somma , circa  la  nuova  superficie  , che  il  contorno  suo  cor- 
risponde al  contorno  di  T ed  ai  siti  di  discontinuità,  e che 
per  essa  si  verifica  la  restrizione  presupposta  originariamente 
per  T nel  principiare  il  §.  5.  E la  z , avendo  per  ogni  punto 
Q un  valore  determinato  che  al  muoversi  di  Q varia  con  con- 


ti 3 

tinuità  ed  in  guisa  che  — riesce  indipendente  dalla  direzione 
dw 

del  moto,  la  z dunque  risulta  funzione  della  variabile  complessa 
w per  il  campo  rappresentato  dalla  superficie  S.  Denotando 
inoltre  con  0*  e Q1  due  punti  corrispondentisi  in  T ed  S nei 
quali  sia  z=z'  e w=w’,  coll’  avvicinarsi  di  0 a 0’  tenderà  a 
limite  finito  il  rapporto 


tv-tu’ 


Z — 3' 


ogniqualvolta  0'  e Q1  non  siano  punti  di  diramazione,  ovvero 
il  rapporto 

« 

(w — «/)* 

I 

(z—z')m 

ogniqualvolta  sieno  punti  di  diramazione,  Of  dell’ordine  (m — le- 
siono e Q’  dell’ordine  («—!’)  esimo. 

Nei  restanti  paragrafi  della  Dissertazione  trovasi  esposto  ed 
applicato  quel  principio,  che  I'  autore  nelle  posteriori  pubblica- 
zioni intitola  da  Dirichlet. 

È questo  precisamente  lo  strumento  con  cui  il  sig.  Riemann 
rese  possibile  più  in  generale  quella  determinazione  delle  fun- 
zioni, per  mezzo  di  opportuni  sistemi  di  condizioni  strettamente 
necessarie  e sufficienti,  la  quale,  indipendente  dal  dato  di  una 
espressione  analitica,  permette , come  già  dicemmo , di  trat- 
tare le  questioni  più  col  puro  ragionamento  che  col  calcolo. 
Il  principio  di  Dirichlet  come  stromento  analitico,  al  pari  delle 
superficie  T come  sussidio  geometrico  , è affatto  caratteristico 
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della  teorica  delle  funzioni  professata  in  Gottinga.  Fatta  astra- 
zione dall’aspetto  più  o meno  diverso  che  vengono  ad  assumere 
per  la  indipendenza  espressamente  dichiarala  e mantenuta  da 
ogni  supposizione  di  espressioni  analitiche,  per  I’  originalità  del 
sussidio  geometrico  c dell’  intero  complesso  dei  modi  di  ri- 
guardare ed  esprimere  le  proposizioni,  e per  il  posto  che  ven- 
nero ad  assumere  nel  compatto  ordinamento  crealo  dal  sig.  Rie- 
mann,  i risultamenli  analitici  dati  per  le  funzioni  tv  nei  paragrafi 
precedenti  si  riscontrano  già  anche  nella  scuola  di  Cauchy  (1)  ; 
mentre  dal  principio  di  Dirichlet  in  avanti  cominciano  a figu- 
rare per  esse  funzioni  risultati  veramente  nuovi. 

Intitolando  da  Dirichlet  il  principio  in  discorso,  il  sig.  Riemann 
volle  con  meritato  riguardo  ricordare  che  quel  profondo  ana- 
lista, mosso  probabilmente  da  un  pensiero  somigliante  di  Gauss, 
soleva  dare  tal  principio  nelle  proprie  lezioni  sulle  forze  agenti 
in  ragione  inversa  dei  quadrati  delle  distanze.  Ma,  in  attenenza 
con  siffatto  principio,  Dirichlet  non  dava  alle  stampe  che  il  breve 
articolo  Sur  un  moyen  de  vérifier  l'  expression  du  potenliel  rélalif 
à une  masse  quelcunquc,  hotnogène  ou  hétérogène  (2),  dove  faceva 
vedere  che  il  potenziale  può  concepirsi  determinato  , indipen- 
dentemente da  ogni  sua  espressione  analitica,  mediante  la  nota 
equazione  alle  derivate  parziali  del  second’  ordine  ed  alcune 
condizioni , alle  quali  soddisfanno  il  potenziale  e le  sue  prime 
derivate  , e che  affermano  semplicemente  la  continuità  e la 
grandezza  finita  dei  valori. 

La  iniziativa  di  Dirichlet  non  toglie  che  debba  parere  mi- 
rabile la  perspicacia  del  sig.  Riemann  , che  ravvisa  la  estesa 
applicabilità  di  siffatto  principio,  e che,  per  poterlo  convenien- 
temente introdurre  nella  teorica  generale  delle  funzioni,  deve 
prendere  in  considerazione  principalmente  un  caso  al  quale  il 


(I)  Ci  duole  di  dover  perù  avvertire  che,  in  generale,  gli  scrittori  che  preaero  a di- 
vulgare la  dottrina  del  sig.  Riemann  non  manifestarono  un’adeguato  apprezzamento  dei  la* 
vori  degli  altri  matematici , e vogliamo  dire  principalmente  di  Cauchy. 

(3)  Creile  , tomo  33 
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principio  stesso  nella  forma  semplicissima  d’  allora  non  è ap- 
plicabile ; il  caso  cioè  in  cui  la  funzione  non  rimanga  finita  e 
continua  dappertutto  nella  estensione  (superfìcie  T)  dove  sia 
da  considerare , ma  debba  in  certi  luoghi  diventare  infinita  od 
ammettere  discontinuità  finite.  Come  per  lo  superficie  di  rap- 
presentazione , cosi  pel  principio  di  Dirichlet  non  entreremo 
in  lutti  i dettagli  occorrenti  per  darne  quel  complessivo 
concetto  generale  che  n’  è deposto  nella  Disseriazione.  Epperò 
ci  limiteremo,  in  primo  luogo,  a dire  che  il  principio  sta  nel 
dimostrare  che  esiste  una,  ed  una  sola,  funzione  soddisfacente 
a date  condizioni,  mediante  la  considerazione  di  un  integrale , 
il  quale  , mutando  una  funzione  contenutavi  ed  obbligata  sol- 
tanto ad  una  parte  delle  condizioni  anzidette  , deve  prendere 
un  valor  minimo  , e non  può  prenderlo  che  per  una  sola  fra 
tutte  le  funzioni  della  contemplata  categoria  ; ed  in  secondo 
luogo,  a dare  un’  idea  del  posto  eh’  esso  principio  piglia  nella 
teorica  delle  funzioni  coll’  esporre  qualcuna  delle  determina- 
zioni che  ne  provengono. 

Cominciando  dal  caso  più  semplice  , imaginiamo  una  T 
semplicemente  connessa,  il  principio  di  Dirichlet  insegna,  che, 
se  una  funzione  tv  = u vi  di  z dev'essere  finita  e continua 
dappertutto  in  T , essa  rimane  in  T completamente  determi- 
nata dati  che  siano  i valori  di  u lungo  il  contorno  di  T (1) 
ed  il  valore  di  v in  un  solo  punto  , qualsivoglia  , di  T.  E 
non  soltanto  insegna  che  le  dette  condizioni  non  conten- 


(1)  IV r fissare  le  idee  può  giovar  il  concepire  che  la  T (distesa  già  s’  i mende 
sopra  A)  consti  anche  di  un  solo  sfrato  , come  sarebbe  una  porzione  di  piano  contornata 
da  una  circonferenza,  o da  una  ellisse  , ere.  Esprimendo  s,  come  d*  ordinario,  la  lunghezza 
della  porzione  variabile  di  contorno  che  principia  in  un  punto  fisso  c termina  in  un  punto 
mobile , ed  » la  lunghetti!  totale  del  contorno,  si  potrà  imagiuare  che  i valori  di  u , da 
concepirsi  distribuiti  lungo  il  contorno,  vengano  somministrati  da  una  data  funzione  conti- 
nua e reale  della  variabile  t , avente  per  s=»  lo  stesso  valore  che  per  s=0. 

È forse  superfluo  I’  avvertire  che,  invece  di  supporre  dati  i valori  di  u , si  possono 
supporre  dati  quelli  di  r,  ossia  che,  nel  qui  considerato  come  nei  successivi  sistemi  di 
condizioni  determinanti  m>,  si  potranno  scambiare  tra  loro  quelle  che  si  riferiscono  ad  u con 
quelle  che  si  riferiscono  a t*. 


Digitized  by  Google 


155 


gono  meno  di  quanto  abbisogni  per  la  determinazione  di  una 
funzione  ; ma  che  anche  non  contengono  di  più  , vale  a dire  , 
che,  qualunque  sia  la  successione  continua  di  valori  che  piaccia 
di  fissare  per  u lungo  il  contorno  e qualunque  sia  il  valore 
che  vogliasi  fissare  per  v in  un  punto  di  T,  esiste  pur  sempre 
una  corrispondente  funzione  w finita  e continua  dappertutto  in 
T.  Se , per  istituire  un  confronto  , si  volesse  invece  concepire 
determinata  la  ir  col  supporre  dati  i suoi  valori  (il  che  è quanto 
dire  i valori  simultanei  di  u e v)  lungo  una  linea  l tracciala 
entro  T (1):  questo  complesso  di  dati  eccederebbe  il  bisogno, 
e sarebbe  quindi  anche  soggetto  all'inconveniente  che  una  parte 
dei  medesimi  potrebbe  ripugnare  all’  altra  parte.  Ed  invero  , 
per  quanto  breve  si  volesse  supporre  la  linea  l,  la  funzione  w 
rimarrebbe  ancora  totalmente  determinata  supponendone  dati  i 
valori  anche  soltanto  in  una  poizione  /,  di  l,  piccola  quanto 
si  vuole  purché  finita  ; epperò  i valori  di  w nella  restante 
porzione  l — I,  non  potrebbero  più  prendersi  arbitrariamente. 

Se,  invece  di  supporre  che  w debba  rimanere  finita  e 
continua  dappertutto  in  T,  adesso  si  suppone  che  debba  diven- 
tare infinita  in  alcuni  determinali  punti  , rimanendo  dovunque 
altrove  (sempre  ben’ inteso  in  T)  finita  e continuaci  principio 
di  Dirichlet  insegna  , che  come  dati  sufficienti  e non  soprabbon- 
danti per  determinare  w possono  assumersi  i seguenti:  1.  per 
ogni  punto,  dove  w debba  diventare  infinita,  una  funzione  che 
ivi  divenga  infinita  come  tc  (2);  2.  i valori  di  u lungo  il  con- 
torno ; 3.  il  valore  di  v in  un  punto. 


(I)  Che  ciò  basii  a determinare  trai  può,  fra  i vari  modi,  desumere  da  un  teorema  del 
vj.  13.  Se  una  funzione  «t'f  pure  lìnilu  e continua  in  T avesse  in  l gli  alesai  valori  di  w , 
la  differenza  ir, — tv  sureblie  costante  e cioè  nulla  in  l,  c quindi  nulla  dapjiertuUo  in  T. 

(i)  Se  in  un  puulo  , dove  il  valore  di  z fosse  z'  la  funzione  to  dovesse  diventar*  in* 
fluita  come  la  frazione  raziunale 


a<  , ai  i i 

t-Z,+  (s—  2')J+"'  + 


fl.-. 


aareblte  questa  lu  funzione  che  di  regola  converrebbe  supporre  data  come  determinante  il 
modo  di  comportarsi  di  tc  nel  detto  punto. 
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Se,  per  contemplare  un  caso  ancora  un  po' più  generale, 
si  suppone  che  la  T sia  mulliplicemente  connessa,  e dicasi  V 
una  semplicemente  connessa  alla  quale  la  prima  si  riduca 
mediante  tagli  trasversali  ; e si  supponga  che  tc  debba  diven- 
tare infinita  in  alcuni  determinati  punti  di  T,  ed  avere  in  ogni 
due  punti  combaciantisi  degli  orli  di  ciascun  taglio  valori  dif- 
ferenti tra  loro  di  una  quantità  finita  e costante  (modulo  di 
periodicità)  lungo  tutto  uno  stesso  taglio  (1)  : il  principio  di 
Dirichlet  insegna  che  come  dati  sufficienti  e non  soprabbondanli 
per  determinare  w possono  assumersi  i seguenti:  i.  per  ogni 
punto,  dove  w debba  diventare  infinita  , una  funzione  che  ivi 
divenga  infinita  come  tv  ; 2.  per  ogni  taglio  trasversale  la  parte 
reale  della  differenza  costante  su  nominata  ; 3.  i valori  di  u 
lungo  il  contorno  (di  T)  ; 4.  il  valore  di  e in  un  punto. 

Se  la  superficie  T fosse  illimitata  ossia , concependola 
come  una  superficie  chiusa  , fosse  composta  di  strati  sferici 
completi  ; allora , per  rendere  ad  essa  applicabili  le  dianzi 
esposte  determinazioni  di  w,  basterà  imaginare  (come  dicemmo) 
che  dalla  medesima  si  stacchi  un  punto  od  elemento  infinite- 
simo , e considerare  la  linea  infinitesima  del  distacco  come  il 
contorno  della  superficie.  In  tal  caso  pertanto  il  dato  dei  va- 
lori di  u lungo  il  contorno  di  T riducesi  semplicemente  a 
quello  dei  valore  di  u nella  linea  infinitesima  o punto  suddetto. 
E riunendo  questo  dato  con  quello  relativo  a »,  si  potrà  in 
loro  vece  enunciare  nelle  precedenti  determinazioni  l’ unico 
dato  (complesso)  del  valore  di  w in  un  punto  (ancora  , s’  in- 
tende , qualsivoglia)  di  T. 

Trascorsa  di  poco  la  pubblicazione  della  Dissertazione , il 
sig.  Riemann  somministra  splendida  prova  della  fecondità  dei 


(1)  Dal  già  detto  intorno  alla  Dittcrtazione  ad  alle  ricerche  del  sig.  Puiseax  si  ricono* 
scerà  che  gli  integrali  delle  funzioni  algebriche  presentano  precisamente  coleste  circostanze. 
Essi  danno  luogo  a considerare  anche  oltre  discontinuità,  pure  lungo  linee;  ma  qui  basti 
I*  accennare  che  queste  discontinuità  vengono  in  considerazione  quando  gli  integrali  ossia  la 
funzione  w debba  diventare  infinita  anche  logaritmicamente , vale  a dire  non  puramente 
come  una  funzione  algebrica,  ma  eziandio  come  una  funzione  logaritmica. 
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principi  in  essa  deposti  facendone  applicazione  al  grandioso 
argomento  delle  trascendenti  abeliane  le  più  generali.  Prende 
queste  trascendenti  per  soggetto  delle  proprie  lezioni  nel  1855-56 
e stampa  la  teorica,  che  ne  vien  componendo,  nel  tomo  54  del 
giorn.  di  Crelle-Borchardt , premettendole  tre  articoli  (1)  rias- 
sumenti in  forma  alcun  poco  variata  i principi  su  nominati. 
Non  ci  proporremo  di  dare  qui  una  circostanziala  idea  del 
contenuto  di  questa  celebre  Memoria  ; perchè  saremmo  con- 
dotti a sorpassare  forse  di  troppo  le  proporzioni  adatte  a que- 
ste Notizie , e perchè  dovremmo  per  una  parte  impegnarci  a 
dire  troppo  imperfettamente  di  ricerche  che  vanno  tra  le  più 
ardue  dell’  algebra  moderna  ed  aspettano  altre  profonde  inve- 
stigazioni per  poter  essere  incontrastabilmente  e largamente 
usufruitale  pel  progresso  della  teorica  in  discorso.  E però  en- 
treremo in  qualche  particolare  solo  per  quanto  bisogna  a met- 
tere in  chiaro  come  vengano  dall’autore  introdotti  nella  mede- 
sima i principi  ed  i mezzi  suoi  caratteristici. 

Principiando  colla  supposizione  di  avere  la  radice  s di  una 
equazione  algebrica  irriducibile  del  grado  n i cui  coefficienti 
sieno  funzioni  intere  di  z del  grado  m , imagina  una  super- 
ficie T che  rappresenti  la  dipendenza  della  funzione  $ dalla 
variabile  z,  superficie  ad  n strati  distesa  illimitatamente  sul 
piano  di  z ma  da  concepirsi  come  chiusa  ; e ricorda  in  qual 
maniera  si  comportino  rispetto  a T le  funzioni  razionali  di  s 
e z , e gli  integrali  di  siffatte  funzioni. 

Ciò  premesso  , abbandona  affatto  la  supposizione  che  sia 
data  una  espressione  analitica  e propriamente  un’  equazione 
d’  onde  debbano  scaturire  le  funzioni  da  considerarsi , ed  in- 
vece imagina  che  sia  data  una  superficie  T ad  n strati  distesa 


(I)  Allyemeiue  Yoraut selz  unge»  und  Hulftmittel  fur  die  Unlertuchung  t?on  Fune  Itone  n 
unbetchrànki  verànderlicher  Gròtte».  Pag.  !0I. 

Lehrtàtze  aut  der  analytit  tifai  fur  die  Theorie  der  Integrale  rem  zueigliedrigen  volt- 
tfàndigen  Differenlialen.  Pag.  105. 

Betlimmung  einer  Function  eintr  verànderliehen  compiere»  Grotte  dureh  Grenz-und 
Unttetigkeiltbedingungen.  Pag.  ili.  . 
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illimitatamente  sul  piano  di  z ma  da  riguardarsi  come  chiusa, 
di  cui  indica  con  2 p 1 l’ordine  di  connessione  necessaria- 
mente dispari;  e fa  vedere,  col  principio  di  Dirichlet,  che  (con- 
formemente a ciò  che  già  accennammo)  una  funzione  w , la 
quale  debba  comportarsi  rispetto  a T nel  modo  delle  funzioni 
imaginate  in  prima  , riesce  determinata  sino  ad  una  costante 
additiva  col  dato  della  superficie  T,  coi  dati  di  espressioni  che 
debbano  diventare  infinite  negli  stessi  punti  e nello  stesso  modo 
di  essa  , e coi  dati  di  quelle  costanti  che  individuano  le  di- 
scontinuità che  la  funzione  può  presentare  lungo  certe  linee. 
Può  quindi  intraprendere  uno  studio  delle  funzioni  u invaginan- 
dole determinate  per  mezzo  di  sistemi  di  dati  del  genere  ora 
dichiarato. 

Distingue  siffatte  funzioni  in  tre  specie  : funzioni  <u  finite 
dappertutto  in  T;  funzioni  o>  che  in  alcuni  punti  divengono  al- 
gebricamente infinite  ; funzioni  w che  divengono  logaritmicamente 
infinite  ; la  qual  distinzione  equivale  alla  già  introdotta  da  Le- 
gendre  degli  integrali  di  prima,  seconda  e terza  specie.  Mostra 
che  tutte  le  funzioni  della  prima  specie  possono  esprìmersi 
linearmente  con  p fra  esse , le  quali  possono  scegliersi  in  in- 
finite maniere  (bastando  che  non  sieno  tra  loro  legate  da  al- 
cuna equazione  lineare  a coefficienti  costanti)  e vengono  poi 
utilizzate  anche  nello  esprimere  e studiare  le  funzioni  di  se- 
conda e terza  specie. 

Fa  vedere  che  una  funzione  di  seconda  specie  obbligata 
a diventare  infinita  del  primo  ordine  in  m punti  di  T ed  a 
rimanere  continua  dappertutto  altrove  (o  ciò  eh’  è lo  stesso  ad 
avere  i moduli  di  periodicità  tutti  nulli)  contiene  ancora  2ni— p-ft 
costanti  arbitrarie,  e che  una  siffatta  funzione  è radice  di  una 
equazione  algebrica  del  grado  n i cui  coefficienti  sono  funzioni 
intere  di  z del  grado  m.  Da  qui  emerge  tosto  che  tutte  quante 
le  funzioni  « sono  o funzioni  algebriche  diramate  a modo 
della  T od  integrali  di  queste  funzioni.  Ed  ecco  quindi  assi- 
curata per  le  funzioni  algebriche  e loro  integrali  una  determi- 
nazione indipendente  da  espressioni  analitiche  e cioè  richiedente 
soltanto  un  sistema  di  dati  della  natura  sopra  dichiarata. 
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Spiegata  questa  preparazione  contenuta  nei  primi  cinque 
paragrafi,  ci  contenteremo  pei  restanti  di  dire  ciò  che  dice  l’autore 
nel  preambolo  , che  : nei  §§.  6-10  trattasi  delle  espressioni 
razionali  delle  dette  funzioni  per  mezzo  di  due  variabili  legate  da 
una  equazione  algebrica;  nei  §f.  t t-t  3 trattasi  della  trasformazione 
di  queste  espressioni  mediante  sostituzioni  razionali;  nei  §§.  14-16, 
ultimi  della  parte  prima,  a preparazione  della  parte  seconda,  è 
trattata  l’applicazione  del  teorema  abeliano  all’integrazione  del 
sistema  di  equazioni  differenziali  che  è nel  presente  campo  come 
il  sistema  preso  in  considerazione  da  Jacobi  nel  campo  delle 
trascendenti  iperellilliche  ; e finalmente  nella  parte  seconda  , 
come  ebbimo  già  a dire,  trattasi  della  risoluzione  del  problema 
d’inversione  degli  integrali  mediante  l’impiego  della  serie  3,  il 
qual  problema  è però  considerato  dall’  autore  sotto  aspetto 
variato  da  quello  di  Jacobi  (1). 

Passiamo  infine  ad  indicare  brevemente  le  pubblicazioni 
fatte  dai  discepoli  del  sig.  Riemann  e da  altri  benemeriti  scrit- 
tori , senza  delle  quali  si  la  Theorie  de r Abel’  schen  Functionen 
che  gli  elementi  generali  esposti  nella  Dissertazione  (2)  sareb- 
bero rimasti  per  più  lungo  tempo  di  difficilissimo  accesso. 


(I)  Il  sig.  Retti  pubblicata  nel  1863  (Annali  delle  Università  Toscane,  tomo  7)  una 
Memoria  Sopra  le  funzioni  algebriche  di  una  variabile  complessa  in  strettissima  relazione 
con  parte  del  lavoro  del  sig.  Riemann  ; ma,  non  essendo  entrati  in  bastanti  particolari  su 
questo  lavoro  dobbiamo  (ter  adesso  contentarci  di  avere  indicato  il  titolo  di  essa  Memoria. 

Coglieremo  quest*  occasione  per  segnalare  La  teorica  delle  funzioni  ellittiche  dallo  stesso 
illustre  professore  esposta  nelle  lezioni  di  Analisi  superiore  date  nell*  Università  di  Pisa  du- 
rante l’anno  scolastico  1859-60  stampata  nei  tomi  3 e 4 degli  Annali  di  matem.  , nella 
quale  riscontransi  in  tutto  lo  spirito  moderno  gli  elementi  di  una  teorica  generale  delle 
funzioni  monodromc. 

(3)  Ci  piace  ritornare  a questi  elementi  generali  per  dire  (riò  che  già  abbiamo  laseinto 
intendere)  potersi  dalle  pubblicazioni  di  cui  siamo  per  dare  notizia  chiara  mente  riconoscere 
come  il  sig.  Riemann  andasse  modificando  e cioè  semplificando  ed  estendendo  sempre  più  la 
primitiva  trattazione.  Cosi  , per  esempio  , può  rilevarsi  la  maggiore  semplicità  di  alcune 
dimostrazioni  riferentisi  specialmente  a suoi  luoghi  rappresentativi;  e lo  stabilire  le  proprietà 
fondamentali  delle  funzioni  di  una  variabile  complessa  immediatamente  coll’  equazione 

9 tv  . 9 io 
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Il  sig.  Gustavo  Roch  , suo  discepolo , compendia  in  una 
Memoria  per  la  Zeilschrift  fùr  Malh.  u ■ Physik  (1)  i punti  prin- 
cipali della  di  lui  dottrina  generale.  Ma  questa  dottrina  essendo 
stata  il  suo  primo  alimento  e per  la  svegliatezza  dell’  ingegno 
essendosela  latta  familiare  facilmente,  egli  non  misura  tutta  la  diffi- 
coltà che  altri  deve  incontrare;  e però  la  sua  Memoria,  pur  sem- 
pre preziosa,  non  è in  ogni  punto  abbastanza  circostanziata  e 
chiara  per  chicchessia.  Oltre  di  questo  diede  e continua 
a dare  in  luce  altri  pregevolissimi  scritti , dei  quali  non  en- 
treremo qui  in  particolare  discorso  , ma  non  ommetteremo  la 
precisa  indicazione , siccome  tutti  legati  colla  dottrina  rieman- 
niana  (2). 


anziché  stabilire  io  prima  le  proprietà  fondamentali  delle  fnuzioui  (componenti)  che  soddis- 
fanno T equazione 

dx 1 8*/* 


I meriti  del  sig»  Rieroann  rispetto  agli  elementi  della  teorica  generale  delle  funzioni 
sono,  a nostro  avviso,  tanto  notabili  clic  sarcbbcglisi  dovuto  assegnare  posto  assai  distinto  tra 
gli  analisti,  ancorché  non  avesse  tosto  compito  si  grandi  passi  nel  campo  delle  trascendenti 
abeliane.  Crediamo  che  sia  veramente  da  ammirare  quella  potenza  u«-*iniilalrice  colla  quale 
seppe  raccogliere  e fondere  in  una  teorica  compatta  semplice  e genrrule,  insieme  eolie  pro- 
prie , tulle  le  ricerche  altrui  che  vi  uvevuuo  attenenza  importante  ; delle  quali  spe- 
cialmente le  molte  dovute  a Cauchy  , sparse  , come  indicammo,  in  numerose  pubblicazioni  , 
erano  stale  cuudotle  con  svariali  intendimenti  , oltre  che  giacevano  avvolte  iu  una 
varietà  eterogenea  di  nomi  e di  notazioni  speciali.  Degnissimo  di  osservazione  è anche  in 
purlirolure  lo  stabilire  di*  egli  fu  sempre  le  proprie  convenzioni  e definizioni  in  modo  clic 
ogni  teorema  si  po>sa  enunciare  come  vero  senza  eccezione,  o che  si  possano  riunire  in  una 
sola  formula  o teorema  parecchie  forinole  o teoremi  d'  ordinario  considerali  come  diversi 
I*  uno  dall'altro  (per  un  esempio  additeremo  il  §.  2 della  Th.  d.  Abel’ schcn  Funet). 

(1)  La  Memoria  ha  per  titolo  l'cber  Functionen  compierei-  Grùattn  ed  è contenuta  nelle 
annate  8 e IO  (1863  e I8G5)  del  citalo  giornale,  che  i sigg.  Schiomiteli  , Kahl  e Cantor 
puh! 'tirano  in  Lipsia. 

(2)  Antcrndung  der  PoUnlialausdriicke  auf  die  Thtoi'ie  dtr  Molecular~pkysikalischen 
Fernu irkvngen  und  der  tìeuegung  Her  Eleklr icilàt  in  Leilern  ; dissertazione  inaugurale  stam- 
pata in  Gottinga  e poscia  con  alcune  modificazioni  nel  tomo  61  del  giorn.  di  Crelle-BorcharJt. 
De  theoremate  quodam  circa  funelinnce  Abe  liana  $ ; dissertazione  scritta  per  ottenere  nel  1865 
la  facoltà  d’  insegnare  nella  Università  di  Halle  e stampala  a Lipsia  nella  tipog.  Teubnrr. 
L’eber  cine  Trans  fui  matinn  da  Potential*  ; tomo  63  del  giorn.  di  tlrelle-Borchardt  LJeber 
die  Amahl  der  u-illkubrlichen  Consianlcn  in  olgebraisehcn  Functionrn  ; Ionio  64  del  giorn. 
di  Crelle-Borehardt.  L’eber  die  Ausdricke  elliptischer  integrale  2 vnd  3 Gattvng  dnrch  V 
Functionen  ; annuta  10  della  su  citala  Zeilschrift. 
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Il  sig.  Federico  Prym  , altro  discepolo  del  sig.  Riemann  , 
pubblica  nel  1803  come  disseriazione  inaugurale  (1)  ed  un’anno 
dopo  riproduce  considerabilmente  accresciuta  (2)  la  trattazione 
delle  trascendenti  iperellilliche  del  prim’  ordine  secondo  i modi 
adoperati  dal  maestro  nella  Theorie  der  Ahel’schen  Funclionen. 
E pertanto  la  Memoria  del  sig.  Prym , sebbene  non  dovunque 
inappuntabile , offre  una  utilissima  preparazione  allo  studio  di 
questa  Tlieorie ; e,  svolgendo  largamente  nel  relativo  caso 
particolare  la  materia  dei  due  ultimi  paragrafi  della  stessa 
(cioè  la  conclusione  del  problema  d’  inversione  vale  a dire  la 
effettiva  rappresenlazione  di  funzioni  algebriche  del  limite  va- 
riabile degli  integrali  mediante  funzioni  S-  i cui  argomenti  sono 
gli  integrali- stessi)  , offre  anche  notabili  risultali  originali,  ter- 
minando con  un  cenno  relativo  ai  medesimi  per  le  funzioni 
iperellilliche  di  ordine  qualunque,  su  di  che  P autore  si  riserba 
di  dare  in  luce  quanto  prima  espressamente  un  nuovo  scritto. 

Nella  Zeitschrift  su  citata  si  trovano,  parte  indicati  e parte 
stampati  a pieno  , anche  lavori  di  un  terzo  distinto  discepolo 
del  sig.  Riemann  , cioè  del  sig.  Ermanno  Haokel.  Quelli  spe- 
cialmente attenenti  al  nostro  argomento  sono  i due  ultimi , e 
trovansi  nell’  annata  9 (1864)  (3). 

Nel  1864  compare  l’opera  del  sig.  Durége:  Elemente  der 
Theorie  der  Funclionen  einer  complexen  verànderlichen  Grosse 
( mit  besonderer  Berucksichtigung  der  Sehopfungen  Biemanns  bear- 
beitet ).  a comporre  la  quale  I’  autore  dichiara  d’  essersi  valso 
tanto  deile  Memorie  stampate  che  delle  lezioni  date  in  Gottinga 
(di  cui  ebbe  sunti  in  iscritto)  dal  sig.  Riemann,  non  che  delle 
Memorie  dei  sigg.  Prym  e Roch.  Premette  una  introduzione 
dove  leggonsi  volontieri  le  considerazioni  giustificative  dei  nu- 


(1)  Theoria  nova  functionum  ullraellipticarum.  Pari  prior.  Berlino,  tipog.  di  G.  Schade. 

(2)  Alene  Theorie  der  nltraelliptitchen  Funclionen.  Stampala  (e  può  anche  averdi  separata- 
mente) nel  tomo  24  delle  Denktchriften  della  classe  di  scienze  inai,  e nat.  dell’  Ac.  di  Vienna. 

(3)  Die  Eulertchen  Integrale  bei  unbeschrànkter  Variabilàt  de»  Argomenta.  Die  Zei'le- 
gung  algebraitcher  Funclionen  in  Parlialbrùche  nach  dtn  Principien  der  complexen  Functio- 
nenlheorie . 
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meri  complessi  ; stabilisce  il  concetto  di  funzione  d’  una  varia- 
bile complessa  e quello  delle  superficie  riemanniane;  espone  i 
soliti  teoremi  fondamentali  sugli  integrali  con  variabili  com- 
plesse , le  proprietà  generali  delle  funzioni  ; la  riduzione  delle 
superficie  a semplicemente  connesse  ; le  considerazioni  sui 
moduli  di  periodicità , prendeudo  poi  come  esempi  il  loga- 
ritmo , gli  integrali  circolari  e I’  integrale  ellittico  di  prima 
specie , dei  quali  presenta  la  inversione  , senza  poi  spingersi 
addentro  nella  teorica  delle  funzioni  ellittiche.  Espone  il  prin- 
cipio di  Dirichlet  , ed  infine  le  relazioni  fra  1’  ordine  di  con- 
nessione di  una  superficie  , il  numero  dei  punti  di  semplice 
diramazione  ed  il  numero  dei  giri  del  contorno  od  il  numero 
degli  strati  se  la  superficie  si  chiuda  all’  infinito. 

Infine  nel  1865  il  sig.  Neumann  . nello  stesso  intento  del 
sig.  Durège  , di  rendere  cioè  accessibile  a chicchessia  senz’  al- 
tra preparazione  la  dottrina  riemanniana  , dà  in  luce  le  Vor- 
lesungen  ueber  Rimana’ s Theorie  der  Abel’  schen  Integrale.  Que- 
st’ opera , oltre  la  maggior  parte  di  ciò  eh’  è dato  nell’  opera 
del  sig.  Durège  , toltone  però  affatto  il  principio  di  Dirichlet , 
contiene  la  completa  risoluzione  del  problema  d’  inversione  (1) 
degli  integrali  iperellillici  di  ordine  qualunque.  Sebbene  non 
devii  sempre  opportunamente  dalle  considerazioni  presentate 
dal  sig.  Riemann  , muli  senza  buona  ragione  parecchie  lettere 
e notazioni  e nomi  dal  medesimo  già  portati  in  uso,  e col  de- 
siderio di  rimediare  alla  eccessiva  concisione  dell’ illustre  mae- 
stro trascorra  nel  diffetto  opposto  cioè  in  una  prolissità  tal- 
volta assai  nojosa  : tuttavia  sono  tante  le  felici  originali  inno- 
vazioni contenute  in  questo  lavoro , e per  esso  viene  cosi  in- 
contrastabilmente spianata  ogni  difficoltà  all’  apprendimento  della 
dottrina  riemanniana , che  non  si  può  a meno  di  assegnargli 
il  primo  posto  fra  quelli  fino  ad  ora  comparsi  a divulgamento 
di  tale  dottrina.  Noteremo  che  per  esso  viene  alquanto  ri- 


(I)  Consideralo  distintamente  e nel  senso  di  Jacobi  ed  in  quello  più  particolare  del 
sig.  Riemnnn. 
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mosso  il  bisogno  del  principio  di  Dirichlet,  riuscendone  affatto 
indipendente  anche  la  inversione  degli  integrali  iperellittici  ; 
che  nell’  impiego  delle  funzioni  5 trovasi  riparato  qualche 
manco  riconoscibile  nella  Theorie  ; che  vi  si  vedono  assai  op- 
portunamente distinte  dalle  altre  e considerate  a parte  le  di- 
scontinuità di  una  funzione  (sia  w)  che  più  non  esistono  nella  re- 
ciproca (1)  ; e finalmente  che  l’ idea  delle  superficie 

riemanniane  e le  questioni  che  ad  esse  più  particolarmente 
si  riferiscono  vi  sono  svolte  con  tanta  chiarezza  e rigore  da 
soddisfare , a nostro  avviso  , qualunque  desiderio  (2).  Il  prin- 
cipio di  Dirichlet , lasciato  in  disparte  nelle  Vurlesungen,  forma 
I’  oggetto  dell’  opuscolo  Das  Dirichlet’ sche  Princip  in  seiner  An- 
wendung  auf  die  Ritmanti’  schev  Flàchen  pubblicato  dallo  stesso 
autore  pure  nel  1865  (3). 


(1)  Noi  pure  rhhimo  a riconoscere  la  opportunità  di  stabilire  siffatti  distinzione,  se 
non  che  credemmo  più  conveniente  di  qualificare  come  infiniti  gli  accidenti  qualificali  «lai 
sig.  Neumann  come  ditconlinuilà  polari.  Si  potrebbr  dire  essere  specialmente  per  non 
aver  stabilita  questa  distinzione  che  i sigg.  Brini  e Bouquet  incorsero  in  quelle  inesattezze  alle 
quali  già  facemmo  allusione,  e che  v’  incorsero  i sigg.  Roch  e Durège,  e che  non  può  dir* 
sene  affatto  esente  la  alessa  Dissertazione  riemanniana. 

(2)  Relativamente  a questa  parte  il  libro  del  sig.  Durège  non  riusciva  cosi  utile  quanto 
in  generale  per  le  altre.  Nelle  nostre  lezioni  ci  eravamo  quindi  studiati  di  presentarne  un 
migliore  svolgimento  ; per  far  concepire  facilmente  le  superficie  riemanniane  eravamo  venuti 
a un  dipresso  nelle  stesse  considerazioni  del  sig.  Neumann. 

(3)  Nel  1863  l'autore  pubblicava  un  cenno  dei  risultati  contenuti  nell1 2 3  ultima  parte 
delle  Yorlesungen  intitolalo  Die  t'mkrhrung  der  Ahel’sehen  Integrale. 
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SEZIONE  PRIMA 


OPERAZIONI  ARITMETICHE  E FORMOLE  SEMPLICI  CHE  LORO  CORRISPONDONO 

CAPITOLO  PRIMO 


Operazioni  aritmetiche. 

Eotenoloue  dell'  Idea  di  numero  e quindi  anche  delle  operazioni. 
Continuità. 


1.  Primo  materiale  dell’  aritmetica  può  dirsi  la  serie 
dei  numeri  interi 

(1)  1,2,3,... 

la  quale  si  può  continuare  indefinitamente.  L’aggiunta  dell’unità 
ad  un  numero  dato  od,  in  altri  termini,  il  passaggio  di  un  nu- 
mero al  successivo  della  serie  (1)  è la  più  semplice  operazione 
che  si  possa  concepire  , ed  è il  fondamento  di  qualsiasi  altra 
operazione. 

Se  questa  operazione  od  aggiunta  si  fa  b volle  di  seguito 
al  numero  a si  ottiene  quel  numero  c che  si  chiama  somma 
di  a e b e che  si  esprime  colla  scrittura  : 
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Se  si  considera  il  complesso  di  queste  6 operazioni  fondamen- 
tali (tulle  identiche  fra  loro)  come  un’  operazione  unica  (com- 
posta) si  ha  I’  addinone  ; per  effettuare  la  quale  si  stabilirono 
regole  opportune  che  conducono  al  ritrovamento  della  somma 
assai  più  speditamente  che  non  la  pura  ripetizione  della  ope- 
razione fondamentale. 

Volendo  disfare  I’  addizione,  ossia  volendo  ritornare  dalla 
conoscenza  della  somma  c e di  uno  dei  termini  a o b alla  co- 
noscenza dell’  altro  termine  , si  ha  da  eseguire  un’  operazione 
inversa  della  precedente.  E siccome  è 

a + 6 = 6 + a , 

P indole  della  ricerca  non  muta  sia  che  ritengansi  come  dati 
c ed  a,  ovvero  c e b;  cioè  l’addizione  ammette  una  sola  ope- 
razione inversa,  detta  sottrazione,  il  cui  risultalo  dicesi  differenza 
tra  la  somma  e il  termine  dato  , e si  esprime  colla  scrittura 

b = c — a ovvero  a = c — b . 

Ripetendo  l’addizione,  e propriamente  supponendo  che 
nella  relarione 

a + b — c 

il  numero  b sia  pure  una  somma  a -f-  h , nella  quale  h sia 
una  somma  a+fc,  e cosi  via  sino  ad  un’  ultima  somma  a-j-a  : 
si  ottiene  quel  numero  c che  dicesi  prodotto  di  a per  b (es- 
sendo b il  numero  delle  volte  che  a entra  a comporre  il  ri- 
sultato) e che  si  esprime  colla  scrittura 

r,  = ab  . 

Se  si  considera  il  complesso  di  queste  ripetute  addizioni  come 
un’  operazione  unica  , si  ha  la  moltiplicazione  , per  la  quale 
tornò  pure  opportuno  di  stabilire  regole  speciali. 

Volendo  disfare  la  moltiplicazione,  ossia  volendo  ritornare 
dalla  conoscenza  del  prodotto  c e di  uno  dei  fattori  a o 6 , 
alla  conoscenza  dell’  altro  fattore  , si  ha  da  eseguire  una  ope- 
razione inversa.  Essendo 


ab  — ba 
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si  ha  una  sola  operazione  inversa,  detta  divisione,  il  cui  risultato 
(6  ovvero  o)  dicesi  quoziente  del  dividendo  c pel  divisore  a 
ovvero  b , e si  esprime  colla  scrittura 

c c 

b = - ovvero  a = — . 

a b 

Dalla  ripetizione  della  moltiplicazione,  e propriamente  dal 
supporre  che  nella  relazione 

ab  — c 

b sia  un  prodotto  ah,  in  cui  h = ak  , e cosi  via  sino  ad  un 
ultimo  prodotto  a a : si  ottiene  quel  numero  c che  dicesi  po- 
tenza b esima  di  a (ove  b esprima  il  numero  delle  volte  che  a 
è preso  come  fattore),  e che  si  esprime  colla  scrittura 

c — a*. 

Considerando  il  complesso  di  queste  ripetute  moltiplicazioni 
come  un’  operazione  unica  , si  ha  la  elevazione  a potenza  , per 
la  quale  furono  espressamente  stabilite  regole  opportune. 

A divario  dai  due  casi  precedenti  , qui  non  è più 

ab—b“, 

e perciò  I’  elevazione  a potenza  dà  luogo  a due  operazioni  in- 
verse. Data  la  potenza  ce  I’  esponente  b trovare  la  base  a è 
P operazione  chiamala  estrazione  di  radice  ; il  cui  risultalo  fu 
detto  radice  b esima  di  c ed  espresso  colla  scrittura 

a 

/ c . 

Dati  invece  c ed  a trovare  b è l’operazione  chiamata  estrazione 
di  logaritmo,  il  cui  risultato  si  esprime  colla  scrittura  Logac 
(od  altra  poco  dissimile)  e si  pronuncia  logaritmo  di  c a base  a. 

Dall’  elevazione  a potenza  , come  già  dall’  operazione  fon- 
damentale e dall’  addizione  e dalla  moltiplicazione,  si  potrebbe 
passare  ad  una  nuova  operazione  col  supporre  che  nella 

a1'  — c 

sia  b — a1',  h = a1-,  e cosi  via  sino  ad  un’  ultima  potenza  a." 
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Si  otterrebbe  un  risultato  che  potrebbe  rappresentarsi  con 

«(*)  = c 

ove  b esprima  il  numero  delle  volle  che  a figura  e come  base 
e successivamente  poi  come  esponente.  Questa  nuova  operazione 
potrebbe  dare  origine  a due  nuove  operazioni  inverse,  e condurre 
inoltre  essa  pure  colla  stessa  legge  di  ripetizione  ad  una  suc- 
cessiva nuova  operazione  diretta  e cosi  via.  Queste  operazioni 
dirette , e quindi  le  inverse  , pel  modo  di  loro  generazione 
sarebbero  in  numero  indefinito.  Ma , non  tenuto  conto  di 
qualche  tenue  lavoro  sulla  quarta  operazione  diretta  e le  sue 
inverse  , si  può  dire  che  la  speculazione  matematica  non  si  è 
finora  applicala  che  all’  addizione,  alla  moltiplicazione,  all’  ele- 
vazione a potenza  , ed  alle  loro  quattro  operazioni  inverse. 

2.  Fra  le  operazioni  dirette  e le  inverse  notiamo  su- 
bito questo  divario  : che  mentre  le  prime  si  possono  sempre 
eseguire  , qualunque  sieno  i due  numeri  a e b della  serie 

(0  1,2,3 

che  vogliansi  supporre  dati , non  sempre  si  possono  eseguire 
le  seconde.  Per  le  prime  esiste  sempre  nella  serie  (1)  quel 
numero  che  ne  sarebbe  il  risultato  , per  le  secondo  non  sem- 
pre. Cosi  , per  esempio  , non  esistono  nella  serie  (1)  numeri 
che  sieno  i risultali  richiesti  dalle  scritture  ; 

7 3_ 

3 — .r>  , f , 1/  IO  Cogj  5. 

t) 

La  non  esistenza  od,  in  altri  termini,  la  impossibilità  di  questi 
risultati  non  proviene  però  dal  concetto  stesso  delle  operazioni 
inverse  , ma  soltanto  dalla  deficienza  di  opportuni  enti  arit- 
metici nel  materiale  o serie  (1)  di  cui  esclusivamente  si  vuole 
servirsi.  Si  potranno  quindi  rendere  possibili  in  ogni  caso 
anche  i risultati  delle  operazioni  inverse  coll’  arricchire  di 
nuovi  enti  la  primitiva  serie  dei  numeri.  Quali  siano  gli  enti 
aritmetici  da  introdursi  devono  dirlo  appunto  le  operazioni  in- 
verse medesime  ; le  quali  mostrandone  la  necessità  ne  porge- 
ranno nel  tempo  stesso  la  definizione. 
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Non  vogliamo  entrare  in  troppi  particolari  propri  di  un 
trattalo  d’aritmetica  generale,  esponendo  con  ordine  e minu- 
tamente come  siasi  a poco  a poco  ellettuata  la  introduzione 
dei  nuovi  enti  aritmetici  ed  insieme  ampliala  la  primitiva 
definizione  d’ogni  operazione;  ma  ci  contentiamo  di  quel  poco 
eh’  è necessario  per  condurre  a riguardare  le  operazioni  e 
tutti  gli  elementi  che  formano  il  materiale  dell’  aritmetica  da 
un’  unico  punto  di  vista , d’  onde  si  vegga  poi  anche  chiara- 
mente come  si  compongano  tutti  quanti  i materiali  dell’analisi 
algebrica  ed  infinitesimale;  e di  stabilire  con  saldezza  quei  punti 
sui  quali  dovremo  in  seguito  principalmente  appoggiarci. 

Estendiamo  la  definizione  di  numero  a comprendere  tutte 
le  nuove  specie  di  enti  aritmetici  di  mano  in  mano  intro- 
dotte. Questa  estensione  non  è capricciosa  , ma  suggerita 
dalla  analogia  riconosciuta  fra  coleste  varie  specie  di  enti 
aritmetici  ; essa  permette  di  porre  sovente  una  sola  proposi- 
zione in  luogo  di  tante  quante  fossero  le  specie  che  si  volessero 
considerare  separatamente. 

Per  fissare  un  po’  più  le  idee  circa  la  possibilità  d’  intro- 
durre di  mano  in  mano  queste  altre  specie  di  numeri  pren- 
diamo a considerare  , per  esempio , la  prima  delle  operazioni 
inverse.  Trattisi  di  sottrarre  il  numero  5 dal  numero  3.  Chi 
non  conosce  o non  volesse  conoscere  altri  numeri  fuorché  quelli 
della  serie  (1)  certamente  dovrebbe  dire  impossibile  il  risultato 
di  tale  operazione.  Ma  questa  impossibilità  non  da  altro  appunto 
proviene  che  dall’essere  la  serie  (1)  illimitata  nel  solo  senso 
dei  numeri  crescenti.  Servendoci  di  una  rappresentazione  geo- 
metrica, immaginiamo  i numeri  (1)  rappresentati  nel  loro  ordine 
naturale  da  punti  situati  ad  eguali  distanze  tra  loro  sopra  una 
linea  retta;  l’operazione  fondamentale,  cioè  l’aggiunta  di  un 
unità,  equivarrà  in  tal  caso  ad  un  passo  fatto  dall’  un  punto  al 
susseguente.  Ora  quale  impossibilità  nella  domanda  di  compiere 
cinque  passi  a partire  dal  punto  o numero  3 nel  senso  dei  nu- 
meri decrescenti?  1 passi  si  possono  compiere,  ed  il  punto  a cui 
si  vorrebbe  arrivare  esiste  , soltanto  non  evvi  un  ente  aritme- 
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tico  o numero  che  lo  denoti.  Ecco  dunque  sorgere  I’  idea  di 
nuovi  segni,  dello  zero  cioè  e dei  numeri  negativi,  per  i quali 
la  serie  (1)  divenga  illimitata  in  entrambi  i sensi.  EITettuata 
questa  estensione  della  primitiva  serie  numerica , viene  ad  es- 
sere esteso  non  solo  il  dominio  della  sottrazione  ma  eziandio 
di  tutte  le  altre  operazioni,  alle  quali  si  potranno  assoggettare 
oltre  i numeri  positivi  anche  i negativi. 

La  divisione  porta  ad  introdurre  i numeri  fratti  positivi  e 
negativi,  ossia  a concepire  nella  rappresentazione  geometrica 
addottala  gli  intervalli  fra  i numeri  interi  divisi  ciascuno  in 
due,  tre  , quattro  ecc.  parti  eguali.  Questa  interpolazione  per- 
mette di  concepire  che  i punti  rappresentativi  si  succedano  ad 
intervalli  minori  di  un  qualunque  intervallo  fissato  , ossia  ten- 
dano a formare  non  già  una  punteggiata,  ma  una  linea  continua. 

Le  estrazioni  di  radice  e di  logaritmo  portano  ad  intro- 
durre i numeri  irrazionali  reali  e complessi  (*). 

(*)  La  ragion  d'essere  dei  numeri  negativi,  fratti,  irrazionali  reali  e complessi  nou  va 
dunque  , lo  ripetiamo  , cercala  in  qualche  rosa  di  estraneo  all’  aritmetica  pura,  ma  sempli- 
cemente nelle  loro  definizioni,  quali  inevitabilmente  si  presentano  ullorehè  voglionsi  rendere 
possibili  in  ogni  caso  le  operazioni  aritmetiche  inverse.  La  creazione  di  nuovi  enti  aritmetici 
per  vi a di  definizione  non  incontra  altra  limitazione,  in  quanto  a possibilità,  se  non  questa 
che  In  definizione  non  involga  contraddizione.  Quella  teorica  qualunque  , che  con  clementi 
bene  definiti  c con  deduzioni  rigorose  venisse  costruita,  sarebbe  nritmelicamenle  inappunta- 
bile, sia  che  avesse  da  prestare  servigi,  e quindi  in  certo  modo  trovare  conferma,  nell'or- 
dine concreto,  sia  che  rimanesse  totalmente  confinala  nel  dominio  delle  astrazioni.  Nell’  or- 
dine coucreto  la  comparsa  di  un*  ente  aritmetico  potrà  essere  segno  di  assurdità  in  una 
questione  da  risolvere  , ma  ciò  unicamente  perchè  I’  ente  aritmetico  non  sia  della  specie 
voluta  dall’  indole  concreta  della  questione  islcssa.  A questo  proposito  si  leggeranno  forse 
volentieri  le  spiegazioni  che  il  sig.  Durège  presenta  nella  introduzione  a’  suoi  Ehm.  de» 
Theor.  der  Funet.  e che  qui  riproduciamo  e Sebbene  il  puro  concetto  dei  numeri  negativi 
non  involga  alcuna  impossibilità  , può  tuttavia  avvenire  che  la  comparsa  dei  medesimi  an- 
nunzi J'  impossibilità  od  insolubilità  di  un  problema , allorquando  cioè  la  natura  del 
problema  esiga  necessariamente  numeri  positivi.  Sia  , per  esempio  , proposto  il  problema  : 
ripartire  f»  palle  in  due  urne  di  guisa  che  nell’  una  se  ne  trovino  8 più  che  nell’  altra.  In 
questo  si  comprende  il  problema  pnrumenle  aritmetico  seguente  : trovare  due  numeri  , dei 
quali  la  somma  sia  6 e la  differenza  8.  E però  se  altro  non  si  esigesse  se  non  che  questi 
numeri  fossero  enti  aritmetici , senza  prefissare  di  qual  specie  , e se  si  fosse  già  stabilita 
mediante  definizione  la  esistenza  aritmetica  dei  numeri  negativi  , la  soluzione  del  problema 
si  offrirebbe  tosto,  coro*  è ovvio  , nei  numeri  7 e — I.  Ma  per  questo  non  cessa  di  essere 
insolubile  il  problema  concreto  proposto  in  prima  , richiedendo  esso  essenzialmente  numeri 
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Ricordiamo  che  anche  non  lenuto  conto  dei  numeri  complessi 
la  interpolazione  irrazionale  non  rientra,  in  termini  concepibili, 

posimi.  Ora  se  la  impossibilità  non  fosse  allatto  manifesta  a priori , essa  verrebbe  annun- 
ziata dalla  comparsa  del  numero  negatilo  — I . Le  stessissime  circostanze  si  riproducono  in 
ogni  altra  operazione  inversa.  La  operazione  inversa  che  succede  alla  sottrazione  è la  divi* 
sione.  Proponendosi  il  problema  di  dividere  per  un  dato  intero  un*  altro  intero  che  non  sia 
multiplo  del  primo  , si  presenta  la  impossibilità  di  risolverlo  con  numeri  interi  positivi  o 
negativi.  Il  progresso  della  scienza  esige  dunque  di  nuovo  che  si  renda  possibile  la  risolu- 
zione del  problema  introducendo  con  opportuna  definizione  gli  enti  a ciò  necessari  ; vale  a 
dire  i numeri  fratti.  Ma  qui  pi  re  può  arradcre  che  la  comparsa  dei  medesimi  annunzi  la 
insolubilità  di  un  problema,  c cioè  ancora  quando  la  natura  di  esso  non  ammetta  come  solu- 
zione questi  nuovi  enti.  Serva  d*  esempio  il  seguente  problema  ; Con  una  ruota  , di  una 
macchina,  munita  di  IOU  denti  e fuciente  un  giro  al  minuto  si  vuol  muovere  immediata- 
mente un’altra  ruota  di  guisa  che  compia  li  giri  al  minuto;  si  domanda  quanti  deoli  de- 
vonsi  dare  a questa  ruota.  Il  problema  puramente  aritmetico  , ebe  qui  si  contiene  , sta  nel 
dividere  100  per  li,  e se  sia  giù  precedentemente  stabilii')  il  concetto  aritmetico  dei  numeri 
fratti  , la  soluzione  non  presenta  diflicoltà  e trovasi  espressa  nella  frazione  8 -f-  ’/s.  La 
comparsa  di  questa  frazione  mostra  però  in  pari  tempo  la  impossibilità  di  risolvere  il  pro- 
blema concreto  , dovendo  il  numero  dei  denti  essere  intero.  La  terza  operazione  inversa  è 
l’estrazione  di  radice.  Trovare  una  radirc  n esima  (n  numero  intero)  di  o è questione  non 
più  risolvibile  cou  numeri  interi  o fratti  razionali)  , tostochè  a nou  sia  la  » esima  potenza 
d*  uno  di  siffatti  numeri.  In  questo  caso  adunque  sorge  di  nuovo  lu  necessità  di  rendere 
solubile  In  questione  mediante  la  introduzione  di  nuove  idee.  Se  a sia  positivo  ovvero , se 
negativo  sia  dispari  n , le  nuove  idee  da  introdursi  sono  i numeri  irrazionali  ; se  poi  a sia 
negativo  ed  n pari  le  nuove  idee  sono  i numeri  complessi.  .Nè  vi  ha  alcuna  impossibilità  di 
stabilire  quest’  ultime  idee  , come  non  ve  n’  ha  alcuna  nello  stabilire  quelle  dei  numeri 
irrazionali  , ed  antecedentemente  quelle  dei  razionali  fratti  e dei  negativi  ; poiché  nessuna 
delle  definizioni  da  porsi  involge  contraddizione.  Se  questa  potesse  aver  luogo  , se  si  com- 
pendiassero insieme  proprietà  delle  quali  si  potesse  dimostrare  che  non  possono  coesistere, 
allora  si  che  si  avrebbe  a fare  con  qualche  cosa  d’  impossibile.  Gauss  (Sua  disserlaziooc 
inaugurale  , pag.  4 , nota)  adduce  come  esempio  di  una  simile  impossibilità  un  triangolo 
piano  rettilineo  rettangolo  ed  equilatero  ....  Ora  se  già  la  comparsa  di  numeri  negativi 
o fratti  significa  talvolta  impossibilità  di  un  problema  , è ovvio  il  comprendere  come  ciò 
possa  anche  essere  significato  da  uumeri  complessi,  come  nell’  esempio  che  segue  : Dividere 
una  retta  di  lunghezza  2 iu  due  parti  tali  che  il  rettangolo  con  esse  formabile  abbia  per 
area  4.  Aritmeticamente  questo  problema  vale  : trovare  due  numeri  dei  quali  la  somma  sia 
2 e il  prodotto  4.  Se  esigasi  soltanto  clic  questi  numeri  siuno  enti  aritmetici,  senza  prefis- 
sare di  qual  specie  , e se  sia  già  stabilito  il  concetto  aritmetico  dei  numeri  complessi  , la 
soluzione  non  presenta  difficoltà.  Essa  conduce  alla  risoluzione  dell’ equazione  xf — ix-j-i^O, 
le  cui  radici  sono  i numeri  complessi  I +v — 3,  1 — y — 3.  Ma  se  invece  si  voglia  avere  ri- 
guardo al  problema  concreto,  nel  quale  i uumeri  cereali  devono  esprimere  le  misure  delle 
due  porzioni  della  retta  data  c devouo  quindi  essere  reali , allora  il  problema  devesi  rico- 
noscere come  impossibile.  Il  massimo  rettangolo  formabile  colle  due  porzioni  dì  una  retta  di 
lunghezza  2 ha  per  area  I , la  impossibilità  del  problema  viene  qui  annunziala  dalla  com- 
parsa di  numeri  complessi. 
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nella  interpolazione  razionale.  La  differenza  - della  progressione 

n 

_ 2 _ 1 \ 2 3 

• • • » ' f ' r i »••••» 

w n n ti  n 

fra  due  termini  prossimi  consecutivi  della  quale  cade  un  irra- 
zionale qualunque  , può  bensi  concepirsi  tanto  piccola  che 
questo  irrazionale  differisca  dai  termini  anzidetti  meno  di  qua- 
lunque grandezza  data  piccola  quanto  si  vuole  , ma  , finché  n 
rimane  concepibile  ossia  finito , la  coincidenza  dell’  un  d’  essi 
colf  irrazionale  non  può  in  generale  aver  luogo  ; ossia , rife- 
rendoci alla  rappresentazione  geometrica,  si  può  bensì  concepire 
gl’  intervalli  dei  punti  rappresentativi  degli  interi  divisi  in  nu- 
mero ognor  crescente  di  parti  eguali,  si  che  due  punti  di  di- 
visione si  serrino  sempre  più  addosso  al  punto  rappresentativo 
di  un  dato  irrazionale  , ma  non  si  può  in  generale  concepire 
una  divisione  per  la  quale  avesse  finalmente  luogo  la  coinci- 
denza. La  interpolazione  razionale  è propriamente  una  serie 
indefinita  di  interpolazioni  successive  , di  quelle  interpolazioni 
che  si  fanno  dividendo  gl’  intervalli  fra  gli  interi  successiva- 
mente in  due,  tre,  quattro  ecc.  parti  eguali.  Lo  stesso  è della 
interpolazione  irrazionale  : si  hanno  da  considerare  le  radici 
seconde , terze,  quarte  , ecc.  ; si  hanno  da  considerare  sistemi 
di  logaritmi  a base  successivamente  diversa. 

$.  3.  Per  le  indicate  successive  interpolazioni  si  giunge 
a poco  a poco  a conciliare  il  concetto  di  una  successione  di 
numeri  con  quel  carattere  importantissimo , proprio , originale 
delle  grandezze  variabili  nello  spazio  e nel  tempo  , die  è la 
continuità.  La  continuità  di  tal  guisa  introdotta,  per  cosi  dire, 
nel  dominio  dei  numeri,  costituisce  il  risultato  più  importante 
dell’  aritmetica  generale.  Questo  risultato  è il  fondamento  del- 
I*  analisi  infinitesimale , ossia  di  lutti  i modi  più  generali  ed 
efficaci  della  investigazione  analitica,  ed  è la  condizione  essen- 
ziale perchè  si  possa  applicare  con  generalità  la  scienza  dei 
numeri  allo  studio  dei  fenomeni  dell’estenzionc  e della  durata. 
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Quando  per  istudiare,  per  esempio,  il  moto  di  un  punto 
si  rappresenta  con  t la  misura  del  tempo  che  decorre  da  un 
istante  fisso  originario  ad  un’ istante  successivo  variabile,  e con 
s la  misura  dell’  arco  di  trajetloria  che  il  punto  percorre  in 
questo  tempo;  evidentemente  si  suppone  che  per  ogni  possibile 
intervallo  di  tempo  e per  ogni  possibile  porzione  di  trajetloria 
esistano  numeri  alti  ad  esprimerne  le  misure  ; e questo  è ap- 
punto supporre  che  in  una  successione  numerica  si  verifichi 
quella  continuità  che  si  concepisce  nelle  variazioni  delle  gran- 
dezze proprie  dell’  estensione  e (Iella  durata. 

Concetto  di  variabile  continua. — Il  detto  risultato  permette  di 
concepire  che  un  numero  variabile  x passi  da  un  valore  a ad  un 
altro  b traversando  un’  infinità  di  valori  cioè  tutti  i numeri  possibili 
fra  a eb,  che  non  hanno  fra  di  essi  alcun  intervallo  o differenza  sen- 
sibile. Questo  modo  di  variare  del  numero  x che  può  dirsi  corri- 
spondere fedelmente  al  movimento  lineare  continuo  di  un  punto  nel- 
lo spazio,  dicesi  modo  (di  variare)  continuo . Ed  il  numero  x suolsi 
chiamare  quantità,  o grandezza  variabile  continua  o semplicemente 
variabile  continua.  Il  concetto  di  variabile  continua  è invocato  ad 
ogni  passo  nell’  analisi  pura  e nelle  sue  applicazioni. 

4.  Venendo  ai  numeri  complessi  non  si  tratta  più  di 
un’  ulteriore  interpolazione  nella  serie  dei  numeri  reali  , ossia 
di  concepire  nuovi  punti  nell’  assunta  linea  rappresentatrice  , 
ma  si  tratta  di  estendere  il  dominio  dei  numeri  da  una  a due 
dimensioni,  per  il  che  a lungo  rappresentativo  si  assumerà  una 
superficie.  I numeri  complessi  hanno,  come  vedremo,  la  nota- 
bile proprietà  di  essere  tutti  riducibili  alla  forma 

x + y*  , 

essendo  x , y numeri  reali  ed  i significando  \f — f.  Una  delle 
dimensioni  corrisponderà  agli  innumerevoli  valori  (cioè  tutti 
quanti  i numeri  reali)  che  può  assumere  x rimanendo  costante  y; 
1’  altra  dimensione  agli  innumerevoli  valori  di  y. 

Anche  un  numero  complesso  ,r-|-y«  è detto  una  variabile 
continua  allorché  possa  mutare  di  valore  ed  in  modo  da  non  la- 
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sciare  alcun  intervallo  o differenza  sensibile  tra  valori  prossimi 
consecutivi.  Se  x + yi  sia  una  variabile  continua,  devono  pure 
esserlo  o tutti  due  i numeri  x e y , od  uno  , rimanendo  co- 
stante I’  altro.  Per  passare  da  un  valore  a ad  altro  b una 
variabile  continua  e reale  deve  inevitabilmente  passare  per  la 
determinata  successione  dei  valori  reali  esistenti  fra  a e 6 ; 
mentre  una  variabile  continua  e complessa  può  passare  da  un 
dato  valore  ad  altro  dato  per  una  infinita  varietà  di  successioni 
affatto  diverse  di  valori. 

Colla  introduzione  dei  numeri  complessi  le  operazioni  ri- 
cevettero un’  ultima  e grandiosa  estensione.  Si  volto  renderle 
tutte  e sempre  effettuabili  sopra  di  questi  numeri  , come  già 
sui  numeri  interi  , fratti  irrazionali , reali , positivi  e nega- 
tivi. In  altri  termini  , si  volle  estendere  il  significato  delle 
forinole  (') 

(I)  a-f6  , a—b  , ab  , - , ab  , Log*  a 

a lutti  i valori  aritmeticamente  possibili  di  a,  b. 

Di  questo  problema  importa  di  afferrare  saldamente  la 
soluzione.  A tale  scopo  non  è necessario  nè . come  dissimo  , 
noi -vorremo  indicare  tutti  e minutamente  i passi  che  di  mano 
in  mano  si  andarono  compiendo  e coi  numeri  reali  in  prima 
e coi  complessi  di  poi.  Una  simile  completa  indicazione  costi- 
tuirebbe già  da  sola  un’  ampio  trattato  ; potendosi  ben  dire 
che  I’  algebra  dalla  sua  origine  insino  ad  ora  altro  appunto 
non  fece  che  lavorare  a stabilire  e generalizzare  le  operazioni 
ossia  le  formole  semplici  (1)  che  loro  corrispondono  , a com- 
porre con  queste  altre  ed  altre  formole  , investigando  delle 
medesime  e delle  loro  inverse  le  proprietà , le  relazioni  o 
trasformazioni  svariale  a cui  danno  luogo  , ed  i modi  di  cal- 
colarne effettivamente  i valori.  Ci  contentiamo  adunque  di  pre- 


(*)  Compendiamo  d’  ora  imitimi  V estrusione  di  ridire  in  unu  sola  forinola  coll1  eleva- 
zione a potenza  , che  sili  d’  ora  interpretiamo  nella  maxima  generalità  per  cui  imaginata, 
nella  quale  come  esponente  può  prendersi  qualunque  numero. 
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sentare  una  completa  soluzione  del  problema  con  quella  conci- 
sione che  è permessa  dal  supporre  conosciuto  ciò  che  in 
qualsia  trattato  d’ algebra  si  può  sicuramente  trovare.  La  solu- 
zione che  presentiamo  , compendiandosi  in  due  sole  formolo 
non  complicate  e nettamente  significative  , potrà  fissarsi  con 
facilità  nella  memoria  ed  esservi  pronta  ad  ogni  bisogno.  Non 
occorre  che  ci  tratteniamo  sulle  formolo 


a-f-6  , a — b , ab  , 


a 

b 


esse  hanno  un  significato  unico  , ben  definito  . da  lutti  cono- 
sciuto e concordemente  accettato.  Restano  dunque  da  conside- 
rare le  sole  due  formole 


a 6 , Log*  a . 

$.  5.  Per  stabilire  il  loro  significato  ricorderemo  anzi 
tutto  alcune  proprietà  delia  serie 


co 


l + f+7- 


+ 


1.2.3 


+ 


di  cui  per  ora  indicheremo  la  somma  con  E(z). 

Per  brevità  e per  facilità  di  memoria  riterremo  d’  ora 
innanzi  invariabilmente  che  x ed  yi  denotino  le  parti  reale  ed 
imaginaria  del  numero  complesso  z , e r il  modulo  (*)  ossia 
la  radice  quadrala  positiva  di  xiJryi;  e che  le  stesse  rela- 
zioni sussistano  fra  le  lettere  x,  y,  z,  r quand’  anche  majuscole 
od  affette  da  indici.  Le  lettere  x , y adoperale  anche  senza 
riferimento  a numero  complesso  vorranno  significare  numeri 
reali , e la  r numero  reale  positivo. 


(')  Osservando  clic  il  vocabolo  modulo  vien  usalo  in  significali  assai  diversi  e che  se- 
gna I amen  (c  nella  teorica  delle  funzioni  cllillirhc  ed  aheliune  hu  un  senso  fermamente  stabi- 
lito, il  »ig.  Weicrslrns*  introduce  in  sua  vere  la  espressione  vaio»  natola t<>  ( absoluler  Belrag ; 
vedi  Creile  , tomo  .‘i*  , pag.  389)  che  si  troverà  scelta  tanto  più  opportunamente  in  quanto 
che  v»  é già  I*  uso  per  un  numero  reale  di  chiumare  valor  assoluto  ciò  che  appunto  ne  sa- 
rebbe il  modulo.  Tuttavia  noi  seguitiamo  l'uso  finora  piu  dominatile  ; e per  uniformità  ed 
economia  di  linguaggio  adoprereuio  quindi  modulo  anche  nel  caso  di  numero  reale  in  vece 
di  valor  assoluto. 
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Sebbene  la  serie  (1)  per  valori  complessi  di  z sia  com- 
plessa, tuttavia  le  proprietà  che  per  essa  vogliamo  ricordare 
ed  ammettere  si  possono  anche  risguardare  come  somministrate, 
in  quanto  che  immediatamente  deducibili , dalla  teorica  delle 
serie  reali,  in-  virtù  della  dipendenza  semplice  e notissima,  che 
pure  dobbiamo  ricordare  , fra  la  serie  (1)  e le  serie  reali 
aventi  per  somme  E ( x ),  cos  y,  sen  y.  Ecco  le  proprietà. 

La  serie  (1)  è convergente  per  qualunque  valor  finito  di  z. 

La  differenza  E (zr)  — E(z)  tende  incondizionatamente  a 
zero  con  z' — z. 

Esiste  sempre  un  valore,  ma  uno  solo,  per  x alto  a sod- 
disfare la  £(x)=r„,  essendo  r„  numero  dato  (e,  giusta  la  con- 
venzione , reale  positivo).  Perciò  la  eguaglianza  E(x)=E(x{) 
equivale  a quest’  altra  x=xt  . 

La  serie  (1) , ponendovi  yi  in  luogo  di  z,  conduce  a con- 
siderare le  due  serie 

+ + ... 

1.2'  1.2. 3. 4 ’ J 1 .2.3  ~ 1.2. 3.4. 5 

che  parimenti  possegono  le  prime  due  delle  proprietà  enunziate. 
Tutte  quante  le  proprietà  di  queste  due  serie  possono  stabi- 
lirsi , coni’  è noto , indipendentemente  dalla  loro  equivalenza 
colle  funzioni  circolari  cos  y , sen  y (coi  quali  segni  del  resto 
continueremo  senz’  altro  a denotarle)  ; equivalenza  che  quindi 
potrebbe  anche  considerarsi  come  un  corollario  della  teorica  di 
esse  serie.  Delle  medesime  ricordiamo  specialmente  : Che  la 
somma  dei  loro  quadrati  eguaglia  1’  unità  ; Che  esiste  sempre 
una  infinità  di  valori  per  y atti  a soddisfare  le  eguaglianze 


g„  y„ 

cos  y ——  , sen  y = — 
r„  r„ 

0 , ciò  eh’  è lo  stesso  , a soddisfare  la 

g.  + y»i 

y 

f o 

1 quali  si  possono  concepire  provenienti  tutti  da  un  solo  qua- 


E{yi) 
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lunque  fra  essi  coir  aggiungere  al  medesimo  ad  uno  per  volta 
lutti  gli  innumerevoli  multipli  di  2jt.  Da  questa  proprietà  di- 
scende che  la  eguaglianza  E{yt)=E(yti)  equivale  a quest’ altra 
y = yt  4-  2 7r  »i , essendo  ni  numero  intero  arbitrario. 

Per  la  E (j)  sussiste  il  seguente  teorema  d’  addizione 
E (z  z{)  — E (z)  E(zt). 

Si  ha  quindi 

E (z)  = E ( x ) E ( yi ) — E(x)  [cos  y + » sen  y]. 

Per  le  esposte  proprietà  è chiaro  che  esiste  sempre  una 
infinità  di  valori  per  ; atti  a soddisfare  la  E (:)  = z„ , e che 
saranno  tutti  ottenibili  da  un  solo  qualunque  fra  essi  coll’  ag- 
giungere al  medesimo  i multipli  di  2 ri.  Imperocché  quest’  e- 
guaglianza  , scritta  come  segue 

E(r)[cosy  + i sen  y]  — r„  [ — + « — | , 

e»  r0  j 

equivale  alle  : 

x il 

E (x)  = r„  , cos  y — — , sen  y — — . 

Vo  ru 

La  eguaglianza  E (z)  = E(zt)  equivale  pertanto  a quest’ altra 
z — i,  -f-  2 Jii'm  , essendo  m numero  intero  arbitrario. 

Facendo  nuovamente  riflettere  che  esiste  sempre  uno,  ma 
un  solo,  valore  reale  per  p ed  una  infinità  di  valori  reali  per  w, 
ma  equidifferenti  di  2r,  pei  quali  un  numero  (*)  z può  espri- 
mersi nella  seguente  forma 

z = E (p  -f-  «i), 

stabiliamo  che  le  lettere  p,  « conservino  invariabilmente  d’  ora 
innanzi  il  significato  che  qui  hanno  rispetto  a z.  Si  dovranno 


(*)  Ricordiamo  rlie  col  vocabolo  numero,  seni'  addietlivo,  s’ha  da  intendere  un  numero 
afTallo  qualunque , si  clic  a significare  mi  numero  di  specie  particolare  deve  concorrere 
qualche  addicllivo  (reale,  razionale,  intero,  ccc  ) Parimenti  colla  espressione  variabile  eontinna 
s’ha  da  intendere  mi  numero  variabile  in  modo  continuo  seni’ altra  restrizione;  che, 
quando  i suoi  valori  dovessero  essere  reali  , si  direbbe  variabile  continua  reale. 

Noteremo  infine  che  l’ addietlivo  intero  non  s’ intende  qui  adoperato  nel  senso  più  esteso 
usalo  nella  Teorica  dei  numeri. 
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quindi  ricordare  siccome  invariabilmente  stabilite  tutte  le  se- 
guenti relazioni 

2=x-\-yi  = E(p  -f-  ui)=E(p)  E(ui)  = £(;o)(cos<u  +isen «) 
= r (cos  « + i sen  «)  . (') 

Ogniqualvolta  sarà  risguardato  come  noto  il  valore  di  z si  do- 
vranno pur  risguardare  come  noli  i valori  di  x,y,r,p,a;  parte 
dei  quali  , se  non  fìssati  immediatamente , resteranno  fissati  in 
virtù  delle  relazioni  qui  esposte.  Secondo  I’  uso  chiameremo  o 
argomento  di  z. 

6.  Ecco  ormai  una  maniera  di  stabilire  prestamente  i 
significati  di 

o*  , Log*  a ovvero  z'i  , LogIf  z . 

È notissimo,  e quindi  inutile  darne  dimostrazione,  che  i 

m 

valori  di  z" , m e n esprimendo  numeri  interi  , sono  quelli 
compendiali  nella  formola 

- - / m , . m \ 

s"  = r"  ( cos  — w + i sen  — a , 

\ n n / 

nella  quale  s’  intende  (e  s’  intenderà  anche  per  qualunque 

m 

esponente  incommensurabile  reale)  che  r"  denoti  soltanto  il 
reale  e positivo  fra  tutti  i valori  che  gli  potrebbero  spettare  e 
che  o possa  assumere  lutti  i valori  espressi  dai  termini  della 
progressione  illimitata 

Seme»  sono  primi  tra  loro , la  formola  precedente  dà  n 

valori  diversi  per  z".  La  formola  stessa  , riflettendo  che  è 

- „ / m \ i»  , . ni  _,/  m \ 

,■»=■.  hi  — 6 ) cos— « + tsen— «=*(  —«il 
\ » / , « « \ » /» 

(*)  E timilmenlr  Ir  , eec. 
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può  presentarsi  come  segue 

z"  — E ^ — [ (.  -j-  «a  i . 

Se  ora  si  imagina  che  — tenda  ad  un  numero  reale  qualun- 
n 

que  a?j , il  secondo  membro  di  questa  eguaglianza  tenderà  a 
E{x{  t F1  + " »]);  e però,  non  volendo  introdurre  salti  arbitrari, 
si  deve  ammettere  che  il  segno  z*\  denoti  tutti  i valori  diversi 
ricavabili  dalla 

(1)  c'.  =E(xl[p  + « «]  ) 

col  porre  per  <a  ad  uno  ad  uno  tutti  i termini  della  progres- 
sione sopra  indicata.  Il  numero  dei  valori  diversi  cosi  conseguiti 
per  zzi  sarà  finito  per  x{  razionale  , e propriamente  eguale  in 
tal  caso  al  denominatore  della  frazione  irriducibile  esprimente 
x{  , ed  infinito  per  xt  irrazionale  (")• 

Stabilito  il  significato  di  z*i  rimane  da  stabilire  quello 
della  foratola  più  generale  z'<  . Siamo  in  uno  di  quei  punti 
che  meritano  di  essere  attentamente  osservati.  Il  significalo 
ammesso  per  zTi  discendeva  inevitabilmente  da  quello  di  potenza 
con  esponente  commensurabile  in  forza  della  continuità  da 
conservarsi  nella  foratola  rispetto  a variazioni  continue 
nell’  esponente.  Ma  non  è cosi  tfcel  significalo  da  stabilirsi  per 
z*i  . Però,  se  a determinare  la  volontà  dell’  analista  non  sem- 
bra esservi  in  tal  caso  ragione  imperativa  quanto  la  precedente, 
vi  ha  una  norma  generale  che  vuol  essere  in  ogni  caso  dili- 
gentemente osservata , la  quale  può  esprimersi  come  segue  : 


(*)  Ed  invero,  perché  i calori  della  Corniola  precedente  corrispondenti  a due  qualunque 
valori  w -f-  2 ttib,  e dell’  argomento  potessero  essere  eguali  tra  loro,  bisogne- 

rebbe che  fosse 

*1  I P 4"  w *+■  2 r m\  1 I P + u + - * mt  I 4"  * * "*3  » 

essendo  m. , , come  mi,  ed  , numero  intero.  Ma  allora  jrt  dovrebbe  essere  della  forma 


«I  — W| 

cioè  razionale. 
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Trattandosi  di  estendere  la  definizione  di  una  operazione  o , 
ciò  eh’  è lo  stesso  , della  forinola  che  ne  esprime  il  risultato 
ad  abbracciare  altri  enti  aritmetici  , oltre  quelli  già  prima  ab- 
bracciati , si  ha  da  fare  la  estensione  in  modo  che  continuino 
a sussistere  le  proprietà  già  riconosciute  comò  le  più  essenziali 
nella  operazione  medesima.  Egli  è evidente  a priori  che  quanto 
più  poche  , semplici  , generali  e tra  loro  armonizzanti  siano 
le  leggi  regolatrici  delle  combinazioni  analitiche  , tanto  più  fa- 
cile sarà  il  prenderne  e conservarne  intera  e chiara  la  co- 
gnizione ed  il  servirsene  nelle  investigazioni  ; ed  è poi  facile 
il  riscontrare  nell’ avvenuto  svolgimento  della  scienza  la  effettiva 
costante  osservanza  di  questa  norma.  Venendo  ormai  al  nostro 
caso , la  eguaglianza  (1)  può  dirsi  esprimere  la  proprietà  più 
essenziale  o caratteristica  (_‘)  dell’  operazione  di  elevazione  a 
potenza  d’  esponente  reale  qualsiasi.  Per  conservare  adunque 
questa  proprietà  anche  pel  caso  di  esponente  complesso  defini- 
remo il  significato  di  z‘>  mediante  la 
(2)  2‘l  = £(*4  [p  + “«'])• 

Fissiamo  ora  il  significato  di  Log.(  Se  per  estrazione  di 
logaritmo  vogliamo  sempre  senza  alcuna  restrizione  intendere 
operazione  inversa  dell'  elevazione  a potenza , benché  questa 
sia  stata  da  ultimo  si  grandemente  estesa  , determineremo  il 
significato  della  nostra  formola  riflettendo  che  la  eguaglianza 
LogI(  z = w 

ha  da  equivalere  completamente  a quest’  altra 

«e ? 

' 

Questa  equivale  alla 

E (tir  [ pt  + «v  ] ) = E (f  4-  « 0 x 


(*)  La  proprietà  che  più  d’  ordinario  è citata  come  caratteristica  dell’  elevazione  a po- 
tenza , e che  trovasi  espressa  nell'  eguaglianza 

Z* I Zrt  = 2,i+Jl  , 


può  considerarsi  cocce  conseguenza  della  ( I),  del  pari  che  questa  invece  potrebbe  considerarsi 
come  conseguenza  di  quella. 
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ossia  alla 

w [p,  + m«ì]  = />  + «»  + 2irt.in  ; 


quindi  , ritenendo  2 Trini  già  compreso  nell’  arbitrarietà  ine- 
rente all’  argomento  w , otteniamo  per  w cioè  pel  logaritmo  il 
significato  espresso  da  » 


(3) 


Log,, 


p » 


Il  secondo  membro  della  (2)  cambia  cambiando  il  multiplo 
di  2 n'  contenuto  in  <u  , vale  a dire  cambiando  il  valore  che 
può  prendersi  per  u , e perciò  somministra  per  la  potenza 
una  infinità  ( semplice ) di  valori.  Scrivendolo  come  segue 

(2)'  z'<  = E(xt  p — y{  w +i[  yìp  + *,«])  , 

è chiaro  che  col  valore  di  o cambia  non  soltanto  I’  argomento 
ytp-hXi w della  potenza,  ma  anche  il  modulo  E(xtp — yj»), 
a meno  che  fosse  reale. 

li  secondo  membro  della  (3)  somministra  pel  logaritmo 
una  infinità  doppia  di  valori  , due  essendo  i multipli  arbitrari 
di  2 ri  in  esso  contenuti  a motivo  dei  due  argomenti  a e ot. 

Abbiamo  determinato  il  significato  delle  forinole 


a -f-  b , a — b , 


ab 


Log»  a 


per  qualunque  valore  si  reale  che  complesso  delle  lettere  o e 
b senza  urtare  in  verun  caso  d’  impossibilità  che  potesse  far 
presentire  la  necessità  di  qualche  nuova  specie  di  enti  arit- 
metici oltre  i numeri  complessi , che  in  se  compendiano  tutte 
le  specie  di  enti  aritmetici  finora  trovati  necessari.  Ma  per 
questo  non  resterebbe  tuttavia  esclusa  la  possibilità  di  altre 
specie  di  grandezze  aritmetiche  , e particolarmente  potrebbe 
sorgere  il  pensiero  di  andarne  in  traccia  investigando  la  natura 
delle  operazioni  che  succederebbero  secondo  lo  stesso  modo 
di  generazione  alle  tre  dirette  e quattro  inverse  fin  qui  consi- 
derate. Noi  mettiamo  in  rilievo  la  possibilità  di  questo  dubbio 
per  avere  motivo  di  riferire  I’  opinione  di  Gauss , il  quale 
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terminava  la  comunicazione  fatta  nel  1831  all’  Accademia  di 
Gottinga  circa  i numeri  complessi  ( Sotizie  , pag.  63)  col  se- 
guente periodo  : « L’  autoie  si  è riservalo  di  trattare  con 
maggior  compitezza  in  avvenire  l’argomento  ora  toccalo  a vero 
dire  soltanto  occasionalmente  ed  allora  verrà  data  risposta  anche 
alla  domanda  , perchè  le  relazioni  fra  cose , che  presentano 
una  moltiplicità  di  piu  di  due  dimensioni  , non  possano  som- 
ministrare nuove  specie  di  grandezze  ammissibili  nell’ aritmetica 
generale  ».  Non  ci  consta  che  il  grande  matematico  sia  poi 
effettivamente  ritornato  su  questo  punto  (*"). 

0.  7.  Stabilita  una  generalizzazione , come  in  particolare 
abbiamo  qui  fallo  per  la  potenza  ed  il  logaritmo,  è necessario, 
innanzi  proseguire  lo  sviluppo  della  scienza  conformemente  a 
tale  generalizzazione  , di  esaminare  dal  punto  di  vista  della 
medesima  le  proposizioni  stabilite  in  prima  nei  termini  meno 
generali.  Le  proposizioni  alle  quali  si  avrà  avuto  speciale  ri- 
guardo nel  generalizzare  si  conserveranno  inalterate , ma  altre 
potrebbero  richiedere  modificazioni  più  o meno  rilevanti. 

Qui  considereremo , a guisa  d’  esempio  , le  proposizioni 
espresse  dalle  eguaglianze 

V V = Oi  hY> 

Log,  + Log,  2*  = Log,  j,  , 

che  possiamo  ritenere  stabilite  primamente  nel  supposto  che 
non  abbiano  da  assumere  che  valori  reali  ed  anche, 
tranne  z per  la  prima , esclusivamente  positivi. 

Secondo  il  significato  da  ultimo  stabilito  per  potenza  e lo- 
garitmo i membri  di  queste  eguaglianze  hanno  in  generale  una 
infinità  di  valori  ; e perù  fissiamo  anzitutto  che  senso  debba 
avere  una  eguaglianza  fra  due  formole  <J>  , M-  ognuna  delle 


(*)  Crediamo  bene  astenert  i in  un  corso  come  il  nostro  da  considerazioni  filosofiche  , 
quali  trovcrcbbcrsi  in  Wrunski , che  possano  non  essere  tutte  di  comune  e chiaro  intendi- 
mento. ha  genesi,  che  ci  piacque  esporre,  delle  operazioni  aritmetiche  non  cagiona  di  certo 
difficoltà  di  sorta  in  nessuno,  mentre  basta  per  introdurre  nella  nostra  trattazione  la  unità 
che  desideriamo. 
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quali  possa  intendersi  rappresentatrice  di  più  di  un  valore. 
Scrivendo 

<J>  = T 

intenderemo  significare  che , se  ‘h  e V non  hanno  un  solo  e 
medesimo  valore  , ne  hanno  però  un’  egual  numero  od  en- 
trambe una  infinità,  e che  in  ogni  caso  i valori  dell’  una  sono 
eguali,  ciascuno  a ciascuno,  ai  valori  dell’  altra,  astrazion  fatta 
dal  diverso  ordine  con  cui  possano  essere  concepiti. 

Ciò  premesso,  esaminiamo  la  prima  delle  su  riferite  egua- 
glianze. In  virtù  della  definizione  ( (2)  §.  G)  il  primo  membro 
traducesi  in 

E (2  [pi  + “)*])  E (?[Pi  + «**]) 

ossia  in 

E (*  [ pi  -f  />,  -f  (u,  + «,)  » ] ) 

[£  ( Pt  + Pi  + (w*  + "*)  » )]‘  » 

la  qual  formola  è precisamente  la  definizione  del  secondo 
membro  , avuto  riguardo  alla 

(1)  2,2,  = E (fu  4-  Pt  + («,  + W,)i  ) . 

La  eguaglianza  dunque , ovvero  la  proposizione  che  vi  sta 
espressa , sussiste  anche  colla  fatta  generalizzazione. 

Esaminiamo  la  seconda.  Il  suo  primo  membro  in  virtù 
della  definizione  ( (3)  §.  6)  traducesi  in 

Pi  + fJ)i 1 Pi  + wì  i 

p U i p w t 

la  qual  somma , se  w ha  Io  stesso  valore  in  entrambe  le 
frazioni , si  riduce  alla  frazione  unica 

Pi  ~t~  Pi  + (,jli  ~t~  * 

P + « » 

che,  avuto  riguardo  alla  (1) , può  dirsi  precisamente  la  defini- 
zione di 

Log,  2,  2, . 

Perchè  sussista  la  seconda  eguaglianza  abbiamo  qui  veduto 
doversi  supporre  che  l’argomento  di  2 (che  bisogna  introdurre 
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per  convertire , giusta  la  (3)  §.  6 , espressioni  per  se  insigni- 
ficanti in  espressioni  significative  e suscettibili  della  realizza- 
zione numerica)  venga  introdotto  in  ogni  posto  collo  stesso 
valore.  Questa  è una  condizione  che  anche  senza  avvertire  si 
suole  , come  cosa  affatto  naturale . adempiere.  Cosi  avvenne , 
per  esempio  , allorché  dicemmo  che  la 

2*1  2*1  = 3*1 + *« 

può  considerarsi  come  una  conseguenza  della  (2)  §.  C.  Impe- 
rocché la  foratola 

+ «»])£(*s|>  + “»'])  . 

se  la  lettera  o non  fosse  supposta  avero  lo  stesso  valore  in 
entrambi  i posti  , non  si  ridurrebbe  alla 

K ( Oi  + **][f>  + w,'l)  — ( E(f>  + «0  + . . 

Dovendo  in  seguilo  aver  luogo  ben  sovente  il  caso  che  una 
eguaglianza,  ossia  la  trasformazione  da  essa  consentila  dell’  un 
membro  nell’altro,  si  debba  impiegare  contemplando  special- 
mente  un  solo  valore  dell’  un  membro  ed  un  solo  dell'  altro  , 
per  mettere  fuor  di  dubbio  sin  d’ora  la  legittimità  di  quei  passi 
faremo  riflettere,  che,  se  per  una  questione  una  quantità  sarà 
costante,  preso  una  volta  uno  fra  gli  argomenti  di  essa  costante, 
sarà  questo  immutabilmente  durante  tutta  la  questione  che  si 
intenderà  impiegalo  ed  introdotto  dappertutto  dove  possa  oc- 
correre I’  argomento  della  costante  ; e che  , se  una  lettera 
significherà  una  variabile  continua  , preso  inizialmente  un’  ar- 
gomento per  uno  degli  stati  di  grandezza  (stato  iniziale)  della 
variabile  ed  immaginatolo  messo  in  tutti  i posti  nello  formole 
dove  1’  argomento  della  variabile  debba  figurare  , i valori  che 
in  tutti  questi  posti  pei  successivi  stati  di  grandezza  della  va- 
riabile si  dovranno  concepire  come  argomento  saranno  quelli 
che  succedono  con  continuità  al  già  prescelto  ; si  che  in  ogni 
istante  sarà  sempre  un  solo  e medesimo  valore  che  figurerà 
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corno  argomento  della  variabile  in  tulle  quante  le  formolo  tratto 
in  considerazione  ('). 


(*)  Ciuchy  credette  per  lungo  tempo  che  fosse  conveniente  di  distinguere  in  modo  as- 
soluto per  ogni  forinola  uno  fra  lutti  i suoi  possibili  valori,  e di  stabilire  che  desso  soltanto 
dovesse  intendersi  designato  colla  notazione  ordinaria.  Perciò  neU'dna/yte  alg. , occorrendo- 
gli di  designare  anche  il  sistema  di  tutti  i valori  possibili  di  una  formola , introduce  I*  uso 
delle  doppie  parentesi.  Trovandosi  i valori  delle  principali  formoli*  espressi , come  ben  ve- 
demmo , mediante  gli  argomenti  delle  quantità  letterali  con  cui  sono  formate  , Cnuchy  do- 
vette nell*  indicalo  intento  anzitutto  fissare  quale  fra  tutti  I possibili  argomenti  di  una 
qnantità  dovesse  sempre  intendersi  di  preferenza  considerato  ed  introdotto  nelle  formole. 
Nell*  Analyse  alg.  questa  cosa  è fatta  in  modo  si  imperfetto  che  ne  discende  la  infelice  con- 
seguenza che  le  notazioni  s ( a incornili.  , pag.  243),  l (x)  (pag.  321)  non  possono  essere 
adoperale  se  non  quaudo  la  parte  reale  di  z sia  positiva.  Più  tardi  (Vedi  Exercicet  d'  Ah. 
et  de  Ph.  malh.  , tomi  3 e 4)  stabilisce  clic  I’  argomento  da  considerarsi  di  preferenza  (o, 
come  poi  dice  , principale)  sia  quello  compreso  fra  — ir  e -|-ir.  L*  inconveniente  citato  delle 
forinole  zU,  l(z)  dispare,  ottenendo  ciascuna  di  esse  un  significato  unico  (tranne  per  z reale 
e negativa)  che,  seguendo  il  sig.  Rjùrling  , Cnuehy  chiama  potenza  principale  e logaritmo 
principale  (tomo  4,  pug.  253  e 239).  Ma  vi  lui  ancora  quest*  altro  grave  inconveniente,  che, 
quando  una  delle  quantità  letterali  che  entrano  a comporre  una  formola  si  concepisca  come 
variabile  continua  e si  faccia  variare  in  modo  clic  la  sua  parte  reale  passi  dal  positivo  al 
negativo  o viceversa,  il  valore  dell*  argomento  principale  di  essa  variabile  deve  fare  un  salto 
cioè  subire  d’un  tratto  il  cambiamento  di  — 2ir  o -j-2ir,  c questo  salto  può  produrre  nella 
variazione  della  formola  una  discontinuità,  la  quale,  se  si  lasciasse  invece  passare  l’argo- 
mento al  di  là  di  -{-ir  o — ir,  non  si  presenterebbe.  Un  espresso  riguardo  alla  continuità  non 
incontrasi  in  queste  determinazioni  di  Cauchy  se  non  nel  tomo  4 (pag.  249,  250;  256,  257) 
nella  scelta  tra  i due  valori  lasciali  a l(z)  ed  a z'*  per  z reale  e negativa.  Oltre  le  discontinuità 
nelle  successioni  dei  valori  , havvi  pure  la  cessazione  di  sussistenza  di  formule,  ossia  egua- 
glianze esprimenti  proprietà  importanti , che  va  notalo  come  grave  inconveniente  dell’  oso 
di  un*  argomento  rinchiuso  fra  limili  fìssi  (Vedi , per  esempio , le  pag.  243  , 246  dell'  Ana- 
lyte  alg.). 

A compimento  del  confronto  ed  in  appoggio  del  modo  da  noi  tenuto  nel  determinare 
il  significalo  delie  formole  di  potenza  e logaritmo  aggiungiamo  ancora  le  seguenti  indicazioni. 
Nell’  Ana/yte  alg. , dopo  aver  provato  che  per  esponente  reale  sussiste  la 


x 

A = 


(si  A? 

I ^ I .2 


+ . 


.^E(zlA)  , 


Cauchy  stabilisce  che  (pag.  309),  giusta  uso  già  invalso,  la  stessa  eguaglianza  debba  sussi- 
stere anche  per  esponente  complesso  z c serva  quindi  a definire  la  formola  A *•  É lo  stesso 
passo  da  uoi  fatto  dalla  (1)  alla  (2)  nel  *£.  6.  Se  non  che  nell’  Analyae  alg.  A significa  nu- 
mero reale  positivo  (di  cui  IA  significa  il  logaritmo  naturale  ordinario,  quello  cioè  sommi- 
nistrato dalle  tavole)  ed  A*  denota  un  solo  valore  , cioè  quello  corrispondente  ad  m = 0 
nella  formola 

E(z\lA-\-ìnmi]  ) , 

che . giusta  la  (2)  $.  6,  esprime  tatti  i possibili  valori  di  A*.  Il  non  avere  Cauchy  consi- 
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CAPITOLO  SECONDO 


Ktappreaeiitazlonl  (feonirlrlchr  del  numeri 
e roKlrazIonl  corri wpondentl  alle  operazioni  aritmetiche. 


S.  8.  In  un  piano  , che  per  fissar  le  idee  riterremo  sem- 
pre orizzontale , sicno  tracciate  due  rette  perpendicolari  tra 
loro.  11  punto  del  piano  che,  rispetto  a queste  rette  come  assi 
delle  coordinate  cartesiane , abbia  per  coordinate  x e y verrà 
assunto  come  rappresentativo  del  numero  ossia  z e de- 

signato con  questa  lettera  stessa.  Quella  delle  due  rette  in  cui 


iterato  nell*  Analyte  atg.  il  caso  io  cui  la  base  della  forinola  esponenziale  fosse  reale  nega  • 
tivù  ovvero  complessa  con  parte  reale  negativa  c quindi  ingomma  grandezza  aritmetica  qua- 
lunque, come  neppure  i logaritmi  a base  qualunque,  è ben  chiaro  che  si  lega  eolia  difficolti 
ebe  avvertimmo  aver  egli  allora  incontralo  nello  stabilire  un  significato  unico  per  Nella 
pag.  312  definisce  egli  pure  i logaritmi  riguardando  come  equivalenti  te 

«j  i — Log  . z t A ■=  z . 

Il  risultarne  una  semplice  invece  di  una  doppia  infinità  di  valori  è naturai  conseguenza  del 
ritenere 

AU+ 9 B • la  -f-  e 1 1 Mi  invece  di  AU  + ‘ '«=■  E(  [ a c i 1 | / A 2tt  mi  |). 

Nell’  articolo  Sur  let  puittancet  ou  exponenliellet  dont  Ut  expotantt  et  Ut  batet  toni  det 
quanti  té  t geotnètriquet  (uno  dei  molti  che  tennero  dietro  al  Mvmoire  zar  Ut  quantilét  geo - 
metriquet.  Tomo  4 degli  Ex.  d’  An.  et  de  Ph.  malh.)  definisce  zu,  per  z ed  a entrambe  com- 
plesse , mediante  I*  eguaglianza  (pag.  233) 

dove  /(*)  esprime  il  logaritmo  nalurule  principale  di  z (pag.  248  e 233),  il  ebe  è come 
dire  mediante  V eguaglianza 

2*—  E (a  |p  « »’l  ) * 

che  diversamente  dalla  (2)  S*  esprime  un  solo  valore  per  la  restrizione  ora  imposta  ad  w 
di  significare  soltanto  I*  argomento  principale  di  z. 
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giacciono  i punii  rappresentativi  dei  numeri  reali  si  dirà  asse 
reale,  l’altra  asse  imaginario,  siccome  luogo  dei  punti  rappresen- 
tativi dei  numeri  della  forma  yi  cioè  puramente  imaginari.  Dire- 
zioni positive  degli  assi  saranno  rispettivamente  quelle  che  dal 
punto  0 conducono  ai  punti  I ,i.  Le  figure  esistenti  nel  piano  si 
supporranno  sempre  osservate  dall’ altu  al  basso.  E si  supporrà 
costantemente  che  la  direzione  positiva  dell’  asse  imaginario  sia 
stata  scelta  in  modo,  per  rispetto  alla  direzione  positiva  del- 
P asse  reale,  che  un  osservatore  posto  nel  punto  0 e rivolto  al 
punto  I abbia  il  punto  t alla  sinistra. 

Considerando  il  punto  0 coinè  polo  , l’  asse  reale  come 
asse  polare,  e come  senso  positivo  degli  angoli  quello  secondo 
cui  ruoterebbe  d’un’  angolo  retto  intorno  a 0 la  parte  positiva 
dell’  asse  reale  per  giungere  a coincidenza  colla  parte  positiva 
dell’  imaginario,  si  ottiene  che,  mentre  le  coordinate  cartesiane 
del  punto  z rappresentano  colle  loro  grandezze  le  parti  reale 
ed  imaginaria  del  numero  z , le  coordinate  polari  ne  rappre- 
sentino il  modulo  e gli  argomenti.  E propriamente  , com’  è 
ovvio  per  la  z = r (cos  « -j-  i sen  «) , il  raggio  ve'tlore  rappre- 
senta (ha  per  misura)  il  modulo  , e 1’  angolo  minore  di  due 
retti  eh’  esso  forma  colla  direzione  positiva  dell’  asse  reale 
rappresenta  I’ argomento  di  z compreso  fra  — ne  -j-  n,  onde 
ogni  altro  argomento  riesce  rappresentato  dall’  angolo  stesso 
aggiuntovi  o sottrattovi  un  numero  intero  di  volte  quattro  retti. 
Perciò  si  potrà  anche  dire  che  la  retta  Oz  (cioè  che  va  da  0 
a a)  rappresenta  in  grandezza  e direzione  il  numero  z. 

Allorché  si  parlerà  di  angolo  d’  una  retta  ab  coll’  asse 
reale  , senza  cenno  della  direzione  di  quest’  ultimo  , s’  inten- 
derà sempre  colla  sua  direzione  positiva  ; angolo  da  ritenersi 
positivo  se  misurato  nel  senso  positivo  degli  angoli,  negativo 
se  nell’  altro  senso. 

Quando  un  numero  z sarà  da  concepirsi  come  una  varia- 
bile continua,  la  variazione  sua  potrà  raffigurarsi  nella  linea 
descritta  dal  punto  z , la  qualo  si  chiamerà  cammino  della  va- 
riabile. Mediante  la  infinita  varietà  dei  cammini  che  si  possono 
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imaginare  tracciati  da  un  punto  ad  un’altro  del  piano,  la  rap- 
presentazione geometrica  mette  in  tutta  evidenza  la  infinita  varietà 
di  successioni  di  valori  che  può  percorrere  una  variabile  con- 
tinua affatto  libera  (cioè  complessa)  per  passare  da  un  dato 
valore  ad  altro  dato.  Una  variabile  continua  reale , dovendo 
rimanere  sull’asse  reale,  non  può  passare  da  uno  ad  altro 
valore  che  pel  cammino  rettilineo  , porzione  dell’  asse  reale. 

$.  0.  Supponendo  fìssati  i punti  z,zl  vi  hanno  costruzioni 
semplici  , che  giova  conoscere , per  determinare  il  punto  Z 
rappresentativo  della  somma,  o della  differenza,  o del  prodotto, 
o del  quoziente  dei  due  numeri  z,  z{ . 

Somma.  Riflettendo  che  la 

Z = z Zj 

equivale  alle 

X — x -f  .tq  , Y = y + y,  , 
emerge  subito  che  il  punto  Z dev’  essere  il  quarto  fra  i vertici 
del  parallellogrammo  di  cui  tre  siano  i punti  O.z.z,  (Fig.  1.). 

Per  avere  Z basterà  dunque  tirare  da 
z una  retta  eguale  in  grandezza  e di- 
rezione alla  Oz,  (*).  La  0 Z esprime  il 
modulo  di  Z,  ed  è quindi  evidente  la 
proposizione  spesso  impiegata , che  il 
modulo  della  somma  di  due  o più  nu- 
meri è minore  della  somma  dei  moduli 
dei  singoli  numeri , od  eguale  allorché 
questi  abbiano  eguali  argomenti. 
Differenza.  Dall'  essere 

Z=z— z, 
z = 3t  + z , 

si  deduce  che  per  avere  il  punto  Z basterà  tirare  da  z una 
retta  eguale  in  grandezza  ma  contraria  in  direzione  alla  Oz4. 

(•)  Nella  figura  abbiamo  voluto  segnare  anche  i punii  rappresentativi  dei  numeri  reali 
I ,xtzt,  X,  c quelli  rappresentativi  degli  imaginari  i,yi,y(i,  JY. 


Fig.  I. 
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Prodotto.  Per  la  costruzione  del  prodotto  e del  quoziente 
giova  meglio  considerare  i moduli  e gli  argomenti.  La 

Z — z z | t 

riflettendo  alle 


z — rE(ioi)  , z,  = r,  , Z = RE  (ili)  , 

equivale  a quest’  altra 

R E(ili)  — rrlE(['oJr  «t  ] « ) 
e quindi  somministra 


R = r r,  , il  = <u  -f  &>,  , 
nell’  ultima  delle  quali  non  aggiungiamo  all’  uno  od  all’  altro 
membro  un  multiplo  arbitrario  di  2r  rimanendo  sottinteso  nelle 
stesse  si,  toj , il.  Si  otterrà  dunque  il  punto  Z facendo  ruotare 
intorno  a 0 d’  un’  angolo  eguale  a u,  la  retta  0 z e mutando 
della  medesima  la  lunghezza  nel  rapporto  di  r,  ad  i.  La  rota- 
zione avverrà  nel  senso  positivo  se  sarà  positivo  il  valore  ili  «4, 
e la  mutazione  nella  lunghezza  sarà  un  allungamento  se  r,>l. 

! Juoziepte . Dall’  essere 


equivalente  a 


z = ztZ  , 


o , altrimenti  , dal  riflettere  che  equivale  a 


R E (Qi)  = -E([ut-utt  ]i) 

ri 

e quindi  alle 

R — — , il  =-=  o>  — ut.  , 

*'i 

si  deduce  che  si  otterrà  il  punto  Z facendo  ruotare  intorno 
ad  0 d’  un’  angolo  eguale  a — u>i  la  retta  Oz  e mutando  della 
medesima  la  lunghezza  nel  rapporto  di  f a r, . 

$.  IO.  Osserviamo  ora  come  siano  distribuiti  nel  piano  i 
punti  rappresentativi  dei  valori  di 

(0  ?*  • 
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Perciò  ricordiamo  la 

=£(j,^  + ai])  = £ (x,  f — y{  « -f  t [ >jt  p + x,  w ] ). 

A fine  di  mettere  in  evidenza  i diversi  valori  ammettiamo  per 
questo  § che  w denoti  uno  particolare  fra  gli  innumerevoli  ar- 
gomenti di  z,  e denotiamo  con  R e t2  il  modulo  e l’argomento 
particolari  di  (1)  espressi  da 

(2)  R — E (x,  p — yt'»)  , iì  = ytp  + x, w . 

Le  altre  coppie  di  modulo  ed  argomento  di  (I)  si  olieranno  da 
E (xt  f>  — y{<* — yt.ÌTtm)  , yt  p + x,  « ,2rcm 
attribuendo  ad  tn  tutti  i valori  numerici  interi,  escluso  0.  Ora 
E{r,f‘-y^-yl-^m)^Eirlc—yi'.>)E(—'2r.yim)==B[E(—,ì~tjl)]m, 
y , p -f  x,  w -f-  X4 . 2 r.  m = il  -f-  2 r.  x, . in  ; 
perciò  , ponendo  per  brevità 

E(—ìityt)=p  , 'ir.xi  = q , 

potremo  esprimere  tutte  le  coppie  di  valori  del  modulo  e del- 
P argomento  di  (f)  colle  formole 

(3)  mod.  2*i  = li  pm  , arg.  :‘i  = 11  -f  q m , 
ossia  per  disteso  con 


vai.  di  m 

... 

— 2 

-1 

0 

1 

2 

... 

arg.  2 | 

. . . 

« — 4~ 

M— 2- 

(lì 

to-f-27; 

mod.  z'i 

| 

. .. 

lì 

l'1 

R 

P 

R 

Rp 

Rp* 

arg.  2*i 

[- 

1 

U — 2 q 

il-q 

il 

il+q 

11+2? 

Determinalo  nel  piano  il  punto  (2)  (cioè  di  coordinate  polari  (2)), 
a determinare  gli  altri  punti  (3),  preparato  I’  angolo  eh’  è mi- 
surato dal  modulo  di  q,  si  condurranno  da  0 due  serie  di  rette 
che  formino  colla  0 (2)  (s’ intende  la  retta  che  va  da  0 al 
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punto  (2)  ) ordinatamente  gli  angoli  q,  ìq,  3g,...;  —q,  —2 q,  — 3 q,... 
(se  q sarà  positivo  le  rette  della  prima  serie  succederanno  alla 
0 (2)  nel  senso  positivo  degli  angoli , e quelle  dell'  altra  nel 
senso  negativo  ; contrariamente  per  q negativo)  e sulle  rette 
della  prima  serie  si  prenderanno  da  0 lunghezze  che  crescano 
(o  decrescano  secondochè  p sia  maggiore  o minore  di  1)  dal- 
l’una  all’altra,  cominciando  dalla  0(2),  nel  rapporto  costante 
di  p ad  1 , e su  quelle  dell’  altra  serie  lunghezze  che  decre- 
scano nel  rapporto  costante  di  1 a p. 

Le  estremità  di  tutte  queste  rette  ossia  i punti  (3)  costi- 
tuiscono una  punteggiata  spirale  che  partendo  dal  punto  (2)  nel- 
I’  un  senso  per  una  serie  illimitata  di  giri  si  allontana  sempre 
più  dal  polo  , cioè  dal  punto  0,  e nell’  «altro  senso  per  altra 
serie  illimitata  di  giri  vi  si  avvicina  sempre  più.  Ed  in  vero  , 
eliminando  m fra  le  equazioni  (3)  , si  ha  I’  equazione 

mod.  a'*  — e(^—  arg.z’i  -{-[IR — —11] 

\ 9 7 

la  quale , considerandovi  le  coordinate  polari 


mod.  z‘  i , arg.  z’i 

come  variabili  continue  , esprime  una  di  quelle  linee  continue 
che  soglionsi  chiamare  spirali  logaritmiche.  I logaritmi  naturali 
di  p e di  fi  qui  adoperati  sono  gli  ordinari  forniti  dalle  tavole. 

Nel  caso  particolare  di  p — \,  cioè  di  ^,  = 0,  la  spirale 
si  riduce  ad  una  circonferenza.  In  questo  caso  può  darsi  che 
il  numero  dei  punti  (3)  distinti  tra  loro  non  sia  infinito.  Ma 
perchè  ciò  abbia  lungo  è necessario  che  , dopo  aver  ripetuto 
sulla  circonferenza  a partire  dal  punto  (2)  I’  arco  corrispon- 
dente all’angolo  q un  numero  finito  ;a  di  volte,  il  termine 
dell’  arco  ricada  in  una  posizione  già  avuta  dopo  un  certo  nu- 
mero v di  ripetizioni.  In  tal  caso  , detto  n un  numero  intero  , 
dovrebbe  essere 


iiq  = i/q-{-2-n  d’onde  x.  — t ; 

(A  — v 

cioè  la  (2)  essere  una  potenza  d’  esponente  commensurabile. 
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$.  11.  Osserviamo  finalmente  come  siano  distribuiti  i punti 
rappresentativi  dei  valori  di 
(1)  LogI(  z. 

Perciò , ricordando  la 


Log2(  z 


p + • 

fii  + wi  ' 


fifii  + fj)'"i 

Pi*  + "i* 


PiU—  fi  6), 

fi,’  + *,S 


e denotando  con  .V  cd  Yi  separatamente  le  parli  reale  ed  ima- 
ginaria  , avremo  per  determinare  le  coordinate  cartesiane  dei 
singoli  punti  rappresentativi  dei  logaritmi  le  due  forinole 


,q\  fifii+»»M<  -,  fi|Q>  — fiM< 

K)  Pi*  +-i*  ’ P,^"-,2  ’ 

Ciascuno  degli  argomenti  o , o,  può  prendere  una  infinità  di 
valori  equidifferenti  di  2zr;  laonde  si  ha,  come  già  avvertimmo, 
una  doppia  infinità  di  punti.  Di  questi  si  abbraccierà  più  facil- 
mente la  distribuzione  nel  piano  considerandoli  come  le  interse- 
zioni dei  due  sistemi  di  linee  (corrispondenti  , ben’  inteso  , ai 
soli  valori  ammissibili  per  g,o,  come  argomenti  di  z,Zj)  di 
cui  si  ottengono  le  equazioni  eliminando  fra  le  (2)  per  I’  un 
sistema  a e per  l’altro  ot.  Eliminando  a si  ottiene 


(3)  fii  A — o,  Y — p—O. 

Questa  equazione  rappresenta  un  sistema  di  rette  che  passano 
tutte  pel  punto  fisso  di  coordinate 


(4)  X — - , r = u 

fii 

e che  tendono  vie  più  a confondersi  coll’  asse  reale  quanto 
più  grandi  sono  i multipli  di  2? r che  si  rinchiudono  in  o, . Eli- 
minando o,  , al  qual  fine  presentansi  tosto  le 


fi-V  + 


0r=fi, 


fi*  + 

fiT+a? 


si  ottiene 


x*  + y*  = 


fi1  +o» 

fi.’+o,1' 


(5) 


o y fi* 

2 fij~  4 Pl>  • 


Dìgitized  by  Googl 


OPERAZIONI  ARITMETICHE  E FORMOLE  SEMPLICI 


173 


Questa  equazione  rappresenta  un  sistema  di  circonferenze  che 
passano  tulle  pel  punto  0 ed  i cui  centri  si  succedono  alla 

71 

distanza  costante  — sulla  perpendicolare  dividente  per  mezzo 
fi 

la  retta  0 (4).  Anche  le  linee  (5)  passano  quindi  tutte  pel 
punto  (4)  ; e però  ogni  retta  (3)  interseca  ogni  circonferenza 
(5)  nel  punto  (4)  ed  in  un  secondo  punto  che  è desso  il  rap- 
presentativo di  uno  dei  valori  della  fortnola  (1).  Il  punto  (4) 
non  rappresenta  uno  dei  valori  della  formola  se  non  quando 
s , sieno  reali  e positivi. 

$.  Esaminiamo  anche  come  si  determinino  e quindi 
come  siano  distribuiti  i punti  rappresentativi  di  lutti  i valori 
ricavabili  dalle  formule 

ma  , ma-^-nb  , ma-\-nb-\-pc 

col  mettere  successivamerale  per  m ,n  ,p  tutti  i numeri  interi 
a ,b  , c esprimendo  numeri  quali  si  vogliano  fìssati.  Queste 
formole  compariranno  sovente  in  seguito. 

Per  determinare  i punti 

tn  a 

si  conduca  pel  punto  0 la  retta  nella  direzione  del  numero  a 
(che  formi  cioè  coll’asse  reale  angolo  eguale  ad  uno  degli 
argomenti  di  a)  e su  di  essa  si  porti  , cominciando  da  0 ed 
in  entrambi  i sensi  , la  lunghezza  costante  raod.  a una,  due, 
tre  , ...  . volte.  I punti  nei  quali  cade  di  mano  in  mano  il 
termine  di  questa  lunghezza  sono  nell’  un  senso  i rappresenta- 
tivi di  a , 2o  , 3 a , . . . e nell’  altro  di  — o,  — 2 a,  — 3 a,... 
Per  determinare  i punti 

m a + n b 

imaginiamo  determinati  in  prima  i punti  ma;  indi  tracciamo 
il  sistema  delle  parallelle  alla  direzione  del  numero  b passanti 
pei  detti  punti  ed  a partire  dai  medesimi  portiamo  replicata- 


Digitized  by  Google 


17* 


SEZIONE  puro* 


mente  sulle  parallelle  nell'  uno  come  nell’  altro  loro  senso  la 
lunghezza  costante  mod.  6.  1 punti  nei  quali  cadono  di  mano  in 
mano  i termini  di  questa  lunghezza  sono,  insieme  coi  fissati  da 
prima,  i rappresentativi  dei  valori  della  forinola  m a + » b.  Tulli 
i punti  corrispondenti  ad  uno  stesso  valore  di  n sono  in  una 
paralleli  alla  retta  dei  punti  ma;  perciò  possiamo  anche  dire  che 
i punti  tno-f-wò  sono  le  intersezioni  di  due  sistemi  di  rette 
parallelle  dividenti  il  piano  in  una  doppia  infinità  di  parallello- 
grammi  i cui  lati  rappresentano  in  grandezza  e direzione  i 
numeri  o e b. 

Abbiamo  supposto  le  direzioni  ossia  gli  argomenti  di  a e b 
diversi  tra  loro  ; consideriamo  adesso  il  caso  particolare  in 
cui  invece  siano  eguali.  Ciò  avviene  soltanto  quando  il  rapporto 


sia  reale.  In  tal  caso  i punti  ma-\-nb  sono  tutti  in  una  sola 
retta,  c,  volendo  concepirne  la  distribuzione  col  sussidio  della 
rete  parallellogrammica  già  descritta  , invagineremmo  che  , re- 
stando fissa  la  retta  dei  punti  ma,  ed  ioflessibili  ineslendibili 
e come  congiunti  a cerniera  i lati  dei  parallellogrammi,  andasse 
impiccolendo  sino  a zero  I’  angolo  dei  due  sistemi  di  paral- 
lelle. lo  questo  caso  è da  notarsi  attentamente  il  divario  che’ 
nella  distribuzione  dei  punti  ma -f  nb  sull’unica  retta  si  ri- 
scontra secondochè  il  rapporto  (i)  sia  commensurabile  o non 
lo  sia. 

Se  il  rapporto  (1)  è commensurabile  tutti  questi  punti  rie- 
scono a trovarsi  ad  una  distanza  costante  tra  loro,  vale  a dire, 
la  formola  binomia  ma-\-nb  è riducibile  ad  una  monomia  qd 
o , in  altri  termini , tutti  i valori  di  quella  formola  si  possono 
anche  ottenere  mettendo  in  questa  per  q tutti  i numeri  interi. 
Ed  invero  nella  presente  ipotesi  si  può  porre 
a — fi  d , b — vd, 

dove  fi  e v sieno  numeri  interi  primi  tra  loro  e quindi  d un 
numero  avente  lo  stesso  argomento  di  a e b.  Da  questa  egua- 
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glianza  risulta 

ni  a -f  n b = (u  m -f-  v n)  d. 

Tutti  i valori  di  ni  a -|- nò  sono  dunque  multipli  di  d;  e reci- 
procamente, tutti  i multipli  di  d sono  valori  di  ma  + nb, 
esistendo  sempre  una  coppia , e precisamente  una  infinità  di 
coppie,  di  numeri  interi  m,  n tali  da  rendere  fx  m -f-  v n eguale 
ad  un  intero  dato  qualsiasi. 

Se  il  rapporto, (1)  è incommensurabile  non  si  può  asse- 
gnare alcuna  distanza  finita  e minima  fra  i punti;  cioè  dire 
che  si  possono  ottenere  con  opportuni  valori  di  »i  e n punti 
che  si  succedano  ad  intervalli  più  corti  di  qualsivoglia  corta 
lunghezza  fissata.  Può  giovar  di  riflettere  che  questo  potrebbe 
considerarsi  come  il  caso  limite  del  precedente , come  il  caso 
in  cui  a e 6 ammetterebbero  una  comune  misura  ma  infinitamente 
piccola.  Per  dimostrare  però  rigorosamente  ciò  che  abbiamo  asseri- 
to, facciamo  riflettere  che  dalla  teoria  delle  frazioni  continue  si  sa 
esser  possibile  di  avvicinarsi  al  rapporto  incommensurabile  (1) 
con  una  infinità  di  rapporti  commensurabili  (u  a »)  in  guisa  da 
verificare  la  condizione 


ò » + >'’ 

essendo  e minore  dell’  unità.  Da  qui  si  ha 


v 


e siccome  l’intero  v può  farsi  ingrandire  senza  confine,  cosi  il 
modulo  di  va  — ( ib  può  rendersi  minore  di  qualunque  grandezza 
assegnata.  E però  ad  ogni  punto  ma  -{-  nò  già  fissato  nella  retta 
può  fissarsene  vicino  un’altro,  e veramente  quanti  se  ne  vor- 
ranno , (ni -f- k)  a -J- (n  — ft)  ò con  intervallo  va  — fxò  minore 
di  qualunque  grandezza  assegnata. 

Per  determinare  i punti 

(2")  ni  a 4-  n ò + P <? 
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invaginiamo  determinati  i punti  ma-^-nb;  indi  tracciamo  il 
sistema  delle  parallelle  alia  direzione  del  numero  c passanti 
pei  detti  punti  ed  a partire  dai  medesimi  portiamo  replicata- 
mente  sulle  parallelle  nell’  uno  come  nell’  altro  loro  senso  la 
lunghezza  costante  mod.  c.  I punti  nei  quali  cadono  di  mano 
in  mano  i termini  di  questa  lunghezza  sono  insieme  coi  fissali 
da  prima  i rappresentativi  dei  valori  della  forinola  (2). 

Se  questa  formula  non  è riducibile  ad  una  monomia  o 
binomia  si  possono  sempre  dare  ad  m,n,p  tali  valori  da  ottenere 
punti  succedenlisi  ad  intervalli  minori  di  qualunque  grandezza 
assegnata.  Fu  Jacobi  il  primo  a porre  in  rilievo  questa  verità, 
d’  onde  discendono  , come  vedremo  , importantissime  conse- 
guenze (')•  Per  dimostrarla  basta  evidentemente  provare  che 
si  possono  prendere  per  m , n , p valori  tali  che  mod. 
(m  a + n b -f-  pc)  riesca  minore  di  una  grandezza  assegnata 
qualunque.  Denolinsi  con  o1  ed  a*  la  parte  reale  ed  il  coeffi- 
ciente di  i del  numero  a , e similmente  per  b , c ; e pongasi 


bt  Ci  — fc,  c{  — A , c4  — r,  a,  = B , a,  6,  — «,  6,  = C , 
d’  onde 

atA  + bt  fi-f  c,  C = 0 , a,A  + 6ìB  + CìC  = 0. 
Intendendo  con  fi , v , a numeri  interi  , pongasi  pure 
pB  v uC 

— v = jv  , -r-»=r 

da  cui 


/i  a,  + v bt  + o c,  = — (6,  N + c,  P)  , 

p Oj  + v 6,  -f-  o d — — JV  + c.-  P)  . 

Ora  fi  e v si  possono  determinare  in  guisa  che  N riesca  minore 
di  qualsia  quantità  data.  E , determinati  fi  e v , si  può  pren- 


(*)  Vedi  la  Memoria  De  funct.  duar.  r ariab.  qvadrupl.  periodici*,  eie.  Giorn.  di  Creile, 
tomo  <3.  Quivi  Jacobi  non  fa  alcuna  allusione  a rappresentazione  geometrica.  La  sua  dimo- 
strazione che  qui  riponiamo  è di  un  carattere  puramente  aritmetico. 
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dere  ra  in  modo  che  riesca  mod.  P < - . E però,  se  dicasi  X 
un  numero  grande  quanto  piace  , si  potrà  far  si  che  riescano 


mod.  (ò,A’+c,  P)  < 
mod.  (òj  N -f  r,  P)  < 


([  + i)mod.f, 


vale  a dire  infine,  si  possono  determinare  gl' interi  fi.v.ts 
in  guisa  che  , ponendo 

P a v ò + oc«c' 
o , ciò  eh’  è lo  stesso  , 


fAO,  + pò,  + ® r,  = c,’ 
riescano 

mod.  r,'  < ^ mod.  c. 


atti  -f  pò,  + tar*  = e/  . 


mod.  c\ 


mod.  f, . 


Pongasi  ora  successivamente 

ILI  • I > * I* 

4UO-f-VC  + OC=C 

II  _ I I#  / I II  II  Ili 

H c -p  v c = c 

mi  i ii  | in  in in 

[À  C -f-V  c -p  f3  C = C 


I coefficienti  p , v'f  p",  v",  ta";  ecc.  per  ciò  che  si  e detto  si 
possono  concepire  numeri  interi  tali  che  diano 


mod.  c,'  , 


mod.r,'  , 


mod.,, -<(-;+!■) 


mod.r," 


mod.  c," 


d’  onde 


mod.  c,(r)  < 


mod.  r.W  < 


(4+r)  niod  c* 

G4)'— 


12 
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E però  è chiaro  che  per  r opportunamente  grande  il  modulo 
del  numero  cW  = c,M  -f-  «Ci(r)  riuscirà  minore  di  qualsia  quantità 
data  ; ed , essendo  c<r)  esprimibile  con  a,  b,  c nella  forma  (2)  , 
resta  dimostrata  la  proprietà  asserita. 

Per  non  lasciar  luogo  ad  obbiezione  dobbiamo,  in  aggiunta 
alla  esposta  dimostrazione,  esaminare  se  possono  darsi  e quali 
conseguenze  trarrebbero  seco  i seguenti  tre  casi  : che  in  uno 
dei  termini  della  serie 

i »<  in» 

C t C 9 C 9 C f • • • • 

riesca  zero  la  parte  reale  o la  parte  imaginaria  ; che  riescano 
zero  entrambe  ; che  riesca  zero  la  quantità  A od  una  delle 
analoghe  successive , cioè  zero  una  delle  quantità 

c,(r>  — Cj(r  *-  c,W. 

Il  verificarsi  del  primo  caso  non  infirma  per  niente  la 
dimostrazione.  Se  la  parte  reale  di  eM  fosse  nulla  , quella  di 
ctr+')  potrebbe  rendersi  minore  (come,  per  esempio,  seguirebbe 
dalla  Cj  = — ò,  N quando  fosse  nulla  la  parte  reale  di  c)  di 
qualunque  quantità  assegnata,  ed  usando  di  siffatta  parte  reale 
di  ctr+|)  si  proseguirebbe  la  determinazione  dei  termini  c(r+J), 
e<r+3),  . . . sino  a che  anche  la  parte  imaginaria  fosse  ridotta 
minore  di  quella  quantità  che  fosse  piaciuto  di  fissare. 

Supponiamo  che  si  verifichi  il  secondo  caso  , cioè  che 
riescano  simultaneamente  c,(r|  = c,fr)  = 0.  Allora  si  avrà  fra  a, 
b,  c una  relazione  della  forma 

(3)  vi  a + ri  b + p c — 0 

dove  gl’  interi  m',rì,p  possono  supporsi  primi  tra  loro.  Espri- 
mendo con  o il  massimo  divisor  comune  di  n'  c j>,  la  equazione 


avverte  clic  — e quindi  qualunque  somma  di  multipli  di 
e di  a è tra  i valori  ricavabili  dalla  forinola  (2)  ; e però  es- 
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sendo  i numeri  — eJ  a in  rapporto  commensurabile  tra  loro, 
saranno  pure  valori  di  (2)  tutti  i multipli  del  massimo  divisor 
comune  t dei  numeri  stessi.  Sieno  finalmente  n"  e p"  interi 
tali  da  rendere 


si  formi  il  numero  p"  b — n "c  che  sarà  pure  tra  i valori  della 
formola  (2)  dichiariamo  che  questa  forinola  trinomia  può  ridursi 
in  una  binomia,  in  una  somma  cioè  di  multipli  dei  due  numeri 

a "A 

— , p b — n c . 

0 

Basta  infatti  osservare  le  identità 


b=  — triti"  j+j{p"b—ri‘c),  c= -mp"j—j(pb-n"c). 


Supponiamo  che  si  verifichi  il  terzo  caso,  cioè  elio  per 
un  valore  di  r si  abbia  1’  eguaglianza 

c/r— ')  c/r>  — Cf(T)  = 0 . 

Essendo  sempre  c<r>  uno  dei  valori  della  formola  (2)  vi  hanno 
sempre  per  c,M  e c/r>  espressioni  della  forma 

c1W  = maJ  + » c/r)  = moj  + «ài  + pc( 

dove  gl’  interi  m,  n,  p s’  intendono  variare  con  r.  E però , so- 
stituendo nella  supposta  eguaglianza  queste  espressioni  in  luogo 
di  c|(r-|),c/—,),c/r),c/r),  la  eguaglianza  potrà  ridursi  alla  forma 


a A -4"  fi  B *4  "/  C === 


* fi  V 

«iVi 

o i bf  Cì 


= 0 . 


essendo  a,  fi,  ■/  numeri  interi.  Ora  prendiamo  ad  arbitrio  sei 
numeri  interi  a,  fi',  */;  a”,  fi",  y"  e poniamo 
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a b c 

a b c 

u — 

«HPY 

,v~ 

«07 

«0  7 

» /Jt  » 

« fi  7 

ossia 

n,  b{  Ci 

U = Uj  + 1 W;  = 

«PY 

+ « 

«“PY 

«07 

«07 

Ne  risulta 

«07 

«07 

ut  Vi  — Ui  v,  = 

« P 7 

. 

a,  b{  ct 

il  fili  il 

«07 

a,  b(  Ci 

e quindi 


ut  e*  — t/j  Vi  = 0 . 

Ma  una  siffatta  eguaglianza  esprime  che  il  rapporto 

U _ M|  + » «i 
V V,  -f-  I t)j 

è reale.  Ora , se  questo  rapporto  fosse  incommensurabile  , la 
somma  dei  multipli  di  u e v , che  dà  sempre  valori  della  for- 
inola (2),  somministrerebbe,  come  abbiamo  dimostrato,  valori 
ossia  punti  succedentisi  ad  intervalli  minori  di  qualunque 
grandezza  assegnata , e però  sussisterebbe  ciò  che  in  gonerale 
abbiamo  asserito  circa  la  distribuzione  dei  punti  (2).  Se  invece 
il  rapporto  fosse  commensurabile  cioè  eguale  a quello  di  due 
interi  ,u  e v , si  avrebbe 


va  — pu  = 0 , 


la  quale  relazione  pei  valori  di  » e « si  traduce  in  una  della 
forma  (3)  che  vedemmo  significare  la  riducibilità  della  for- 
inola (2)  in  una  forinola  hinomia.  Ed  ecco  cosi  completala  la 
dimostrazione  che,  se  la  formola  (2)  non  ò riducibile  ad  una 
monomia  o binomia,  si  possono  da  essa  ottenere  valori  ossia 
punti  succedentisi  ad  intervalli  minori  di  qualunque  grandezza 
assegnata. 
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Se  in  luogo  delle  formole 

ma  , ma  nb  , ma  nb  + pc 
fossero  da  considerarsi  le 

x -f  «io  . z + m a nb  , z ma  nb  p c , 
che  ne  differiscono  soltanto  per  la  giunta  del  numero  z che 
supponiamo  fissato  , le  posizioni  dei  punti  rappresentativi  di 
lutti  i valori  di  queste  tre  formole  sarebbero  quelle  cho  ver- 
rebbero a prendere  i punti-valori  delle  prime  tre  ove  si  tra- 
slocassero, rispetto  agli  assi,  secondo  rette  tutte  eguali  in  gran- 
dezza u direzione  alla  Ò~z. 

13.  I sistemi  di  numeri  o punti 
ma  , m a -f-  n b 

ovvero 

z ma  , z m a nb 

sono  casi  particolari  di  sistemi  semplicemente  e doppiamente 
infiniti  di  punti  aventi  tra  loro  distanze  sempre  finite  , delle 
quali  può  assegnarsi  un  limito  inferiore,  e più  grande  di  zero, 
comune  per  tutte  quelle  di  un  medesimo  sistema.  Abbando- 
nando ora  questi  sistemi  particolari , vogliamo  indicare  come 
tutti  quanti  i possibili  sistemi  di  numeri  o punti  aventi  tra 
loro  distanze  finite,  delle  quali  sia  in  ogni  sistema  assegnabile 
un  limite  inferiore  e più  grande  di  zero  , si  possano  appunto 
distinguere  in  semplicemente  e doppiamente  infiniti. 

Imaginiamo  dunque  un  sistema  di  numeri  o punti  a (*) 
nel  solito  piano  , ed  il  piano  stesso  diviso  in  una  infinità  di 
corone  circolari  mediante  circonferenzo  descritte  intorno  al 
punto  0 come  centro  e con  raggi  crescenti  in  progressione 
aritmetica  la  cui  differenza  sia  di  grandezza  finita  qualsivoglia  A. 
Considerando  la  corona  m esima,  cioè  quella  determinata  dalle 
circonferenze  di  raggi  m A e (m  + 1)  A , il  numero  Nm  dei 
punti  o in  essa  contenuti  , contando  come  tali  anche  quelli 


(•)  Per  fisaar  le  idee  , possiamo  iuiaginarc  clic  GJ  dipenda  , come  le  formole  monomia 
e IjÌoo.um  di  pot*  mxi,  da  indici  ai  quali  siano  da  attribuirai  influita  di  valori  particolari. 
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che  si  trovassero  sulla  circonferenza  maggiore  ed  escludendo 
quelli  che  si  trovassero  sulla  minore , crescerà  con  m secondo 
una  legge  dipendente  dal  modo  di  distribuzione  dei  punti  o 
nel  sistema  imaginato.  Questa  considerazione  suggerisce  con 
bastante  spontaneità  la  distinzione  che  desideriamo  di  fare  e 
di  cui  più  lardi  verrà  riconosciuta  tutta  opportunità , la  di- 
stinzione cioè  tra  i casi  nei  quali  Nm  rimane  sempre  finito  e 
quelli  nei  quali  cresce  indefinitamente  con  m. 

Imaginiamo  primamente  un  sistema  di  numeri  o punti  <s>  che 
dia  luogo  ad  un  caso  della  prima  classe.  Per  esso  potremo  assegnare 
un  numero  t finito  ed  invariabile  e pur  tale  che  rimanga  iVm<  < 
qualunque  sia  m.  Riguardando  tutti  i numeri  ® di  una  stessa 
corona  come  formanti  un  gruppo  unico  , potremo  concepire 
tutti  quanti  i numeri  w del  sistema  (qualunque  possa  essere 
I’  ordine  secondo  cui  sieno  stati  dati  o concepiti  da  prima) 
ordinati  in  una  infinità  semplice  di  gruppi  , succedentisi  come 
succedonsi  in  grandezza  le  corone  , ognuno  dei  quali  non  con- 
tenga più  di  i numeri  del  sistema.  Un’  indice  m che  debba 
assumere  i valori  1,2,3,.  . . . basterà  per  designare  ordi- 
natamente tutti  i gruppi.  1 punti  o numeri  della  corona  u 
gruppo  m esimo  avranno  tutti  un  modulo  maggiore  . di  m A.  Se 
occorresse  di  determinare,  in  conformità  col  già  posto,  I’  ordine 
di  successione  dei  numeri  a in  ogni  singolo  gruppo,  potremmo 
imaginare  che  fosse  quello  secondo  il  quale  i punti  verrebbero 
incontrati  da  un  raggio  che  dall’essere  nella  direzione  dell’asse 
reale  prendesse  a ruotare  nel  senso  positivo  degli  angoli.  Un 
sistema  di  numeri  della  classe  qui  considerata  potremo  con 
buona  ragione  chiamarlo  semplicemente  infinito. 

Imaginiamo  adesso  un  sistema  di  punti  ss  che  dia  luogo  ad 
un  caso  della  seconda  classe.  Sia  d un  limile  inferiore  delle  di- 
stanze di  essi  punti  comunque  a due  a due,  ed  imaginiamo  tutto 
il  piano  diviso  in  quadrati  di  diagonale  d mediante  due  sistemi 

di  rette  paradello  , alla  distanza  d 1’  una  dall’  altra  , e nel 
cui  novero,  per  fissar  le  idee , riterremo  essere  anche  gli  assi 
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reale  ed  imaginario.  Ogni  quadrato  non  potrà  contenere  più 
di  uno  dei  punti  w.  Inoltre  manifestamente  ciascun  quadrato  , 
e però  anche  il  punto  m che  vi  fosse  dentro,  potrà  concepirsi 
designato  mediante  una  coppia  di  valori  di  due  indici  m e n 
che  possano  prendere  tutti  i valori  numerici  interi  positivi  e 
negativi.  Fissando  una  legge  secondo  cui  abbiano  da  succedersi 
le  coppie  di  valori  di  questi  indici  , resterà  fissato  un  ordine 
secondo  cui  si  potranno  concepire  succedenlisi  i punti  ®.  Se 
l’ indice  m cresca  nella  direzione  positiva  dell’  asse  reale  ed  n 
nella  positiva  dell'  imaginario  e se  siano  ± 1 i loro  valori  pei 
quadrali  aventi  il  punto  0 a vertice  comune;  il  centro  del  qua- 
dralo (m,  n)  sarà  il  rappresentativo  del  numero 


ed  il  punto  ct  che  si  trovasse  in  questo  quadrato  e che  po- 
trebbe designarsi  con  wMin  rappresenterebbe  un  numero  ridu- 
cibile alla  forma 

d 

essendo  e , n numeri  reali  compresi  fra  zero  e 1’  unità.  Un  si- 
stema della  classe  ora  considerata  , di  cui  tutti  i numeri  o 
punti  possano  concepirsi  ottenuti  facendo  percorrere  a due 
indici  una  infinità  di  valori  numerici  interi , potremo  dirlo 
doppiamente  infinito.  E resta  cosi  spiegato  come  effettivamente 
lutti  i possibili  sistemi  di  numeri  o punti  aventi  fra  loro  di- 
stanze finite  , delle  quali  in  ogni  sistema  sia  assegnabile  un 
limite  inferiore  e più  grande  di  zero  , si  possano  distinguere 
puramente  nelle  classi  di  semplicemente  e doppiamente  infiniti. 

14.  Oltre  la  rappresentazione  dei  numeri  esposta  ed 
impiegata  nei  §f.  precedenti  , altre  più  o meno  diverse  se  ne 
potrebbero  imaginare  quante  piacesse.  Noi  vogliamo  adesso  in- 
dicare quella  che  dopo  la  esposta  venne  pure  giustamente  in 
uso,  ed  alla  quale  converrà  che  ci  riferiamo  nel  seguilo  del 
nostro  corso. 
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S'  imagi  ni  al  disotto  del  piano  orizzontale  della  prima 
rappresentazione  una  sfera  che  lo  tocchi  nel  punto  0 , e dal 
punto  più  basso  di  tale  sfera  la  retta  che  va  al  punto  x -f-  y i 
del  piano  : il  punto  dove  questa  retta  traversa  la  sfera  si  ri- 
guardi come  il  rappresentativo  del  numero  x-\-yi. 

Se  un  punto  nel  piano  si  allontana  indefinitamente  dal  pun- 
to 0,  qualunque  direzione  esso  segua,  il  punto  che  gli  corrisponde 
sulla  sfera  si  accosta  indefinitamente  al  punto  più  basso;  ond’ò 
che  la  rappresentazione  sferica  si  presta  meglio  della  piana  al 
concepimento  di  tulli  i numeri  non  finiti  come  numero  unico, 
o,  volendoci  riferire  ad  una  variabile,  al  concepimento  di  tutti 
i valori  non  finiti  di  una  variabile  come  un  valor  solo  da  po- 
tersi trattare  non  diversamente  da  ciascuno  dei  valori  finiti 
della  variabile  stessa.  Di  questo  modo  di  considerare  i numeri 
o valori  non  finiti,  che  noi  da  qui  innanzi  adotteremo,  ricono- 
sceremo a suo  luogo  tutta  la  opportunità;  per  adesso  conten- 
tiamoci di  qualche  breve  osservazione. 

Giusta  questo  modo  impiegheremo  il  solito  simbolo  oc  e 
per  significare  numero  o valore  infinito  senza  distinzione  al- 
cuna, e per  designare  il  punto  più  basso  della  sfera,  ed  anche, 
riguardando  il  piano  come  una  superficie  che  si  chiude  in  un 
punto  all’  infinito , per  designare  cosi  fatto  punto. 

Considerando  una  relazione  algebrica  , per  esempio , tra 
due  variabili,  se  si  volesse  noverare  più  di  un  valore  non 
finito  , non  si  potrebbe  asserire  senza  eccezioni  che  ad  ogni 
valore  dell’  una  variabile  corrisponde  sempre  uno  stesso  nu- 
mero di  valori  dell’  altra.  Prendiamo  per  un  caso  particolare 
la  relazione 

1 

w = - ; 
z 

non  si  potrebbe  dire  che  ad  ogni  valore  di  z corrisponde  sem- 
pre un  solo  valore  per  w e reciprocamente  ; poiché  per  w 
corrispondentemente  al  valor  0 della  z si  potrebbero  ottenere, 
mutando  il  cammino,  tutti  quanti  quei  valori  infiniti  che  fosse 
piaciuto  di  qualificare  come  distinti  I’  uno  dall’  altro.  Cosi,  per 
esempio,  facendo  arrivare  la  z al  punto  0 per  la  parte  posi- 
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liva  dell’  asse  reale , si  otterrebbe  per  w l’ infinito  che  suolsi 
chiamare  positivo,  e,  facemlovela  arrivare  per  la  parte  negativa 
dell’  asse  reale  , si  otterrebbe  l’ infinito  che  suolsi  chiamare 
negativo.  Lo  stesso  direbbesi  di  z corrispondentemente  al  va- 
lor 0 di  w (*). 

CAPITOLO  TERZO 

ConvcBilonl  particolari  per  e‘  * 1 3. 


15.  Secondo  la  definizione  espressa  dalla  eguaglianza 
(2)  del  §.  6 la  forinola  e*  avrebbe  una  infinità  di  valori  rica- 
vabili da 

E (z[ì  -f-  2 ni  s i ] ) 

coll’  attribuire  ad  m tutti  i valori  numerici  interi  positivi  e 
negativi.  Tuttavia  è uso  generale  fra  gli  analisti  di  considerare 
la  formolo  e‘  come  esprimente  un  solo  valore  cioè  quello  fra 
i su  indicati  che  corrisponde  al  valor  0 di  m.  Con  siffatta  re- 
strizione diviene  superfluo  I’  impiego  del  segno  E (:) , riu- 
scendo identicamente  e‘  = E (:).  Contro  quest’  uso  si  potrebbe 
riflettere,  che,  o bisogna  rinunciare  per  tutte  quante  le  formolo 
a‘  alla  inolliplicità  dei  valori  che  affatto  naturalmente  si  è con- 
dotti ad  attribuir  loro,  od  avviene  che  non  si  possa  dare  allo 
lettere  che  entrano  come  basi  di  potenze  (con  esponenti  non 
interi)  o di  esponenziali  nelle  espressioni  il  valor  particolare  e 
senza  ristringere  la  estensione  del  significato  delle  espressioni 
medesime.  Ciò  non  ostante  non  vogliamo  arbitrarci  a deviare 
da  quest’uso  seguitando  a valerci  della  scrittura  E(z)  anziché 
della  «*;  o però  , dovendo  sottoporci  all’  uno  od  all’  altro  dei 
notati  inconvenienti  ci  sottoporremo  al  minore , che  è quello 
di  lasciare  in  generale  alla  formola  ab  la  molliplicità  dei  signi- 

(*)  Il  valor  ac  di  qualsiasi  variabile , reale  o non  reale  , potrà  caratterizzarsi  direndo 
che  nc  é infinito  il  modulo  , come  il  valor  0 dicendo  clic  il  modulo  ne  è nullo  , sema  ri- 
guardo dì  sorta  all’  argomento. 
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fìcali  cho  la  sua  natura  analitica  domanda  e di  faro  un’  ecce- 
zione per  la  e‘  (ossia  e*).  Dichiariamo  adunque  che  d’ora  innanzi 
colla  scrittura  e*  intenderemo  significare  quell’  unico  valore  che 
è dato  dalla  e‘  = E(z)  ossia  dalla 


+r+iT2  + 


Ed  importa  di  ricordare  sempre  questa  volontaria  restrizione, 
per  non  mai  cadere  nelle  conseguenze  di  qualche  rislringi- 
mento  inavvertito  nelle  formule  e quindi  nei  risultati  delle 
investigazioni , e per  riconoscere  chiaramente  in  ogni  caso  la 
legittimità  delle  trasformazioni  ed  in  generale  d’  ogni  sorta  di 
deduzioni  quali  occorrono  in  special  modo  nelle  teoriche  delle 
espressioni  composte  con  esponenziali,  come  sono,  ad  esempio, 
le  serie  S. 

Infine  avvertiamo  che , definita  mediante  I’  eguaglianza 
e‘  = E(z),  la  foratola  e1  viene  bensì  ad  avere  un  solo  valore 
per  ogni  valore  di  z , ma  per  z non  finito  essa  ammette  an- 
cora una  infinità  di  valori  e propriamente  qualunque  valore 
aritmeticamente  possibile;  imperocché  ciò  avviene  di  E (z)  non 
meno  che,  siccome  vedremo,  di  qualunque  altra  funzione 
espressa  da  serie  ordinala  secondo  le  potenze  intere  positive 
della  variabile  e convergente  per  tutti  i valori  finiti  di  questa. 
Per  mettere  sino  d’  ora  fuor  di  dubbio  questo  fatto  a riguardo 
di  e‘,  ovvero  (volendolo  produrre  con  un  valore  finito  , per 

esempio,  col  valor  0 di  z)  a riguardo  di  e*  per  z=0  , pon- 

7T 

gasi  w = (2n-|-  f)-±£,  intendendo  con  n un  numero  in- 
• 2 

tero  e con  t una  quantità  positiva  ; si  avrà 

I mi  _ i 

? * ~ » r / <■<>*£  . co»  e\ 

e =e  I cos— 1 sen I, 

ed  anche,  ponendo  - = a , 
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1 »en  « 

7 * a / a«>9E  . aco«£  \ 

e — e fcos isen 

Facendo  impiccolire  t e r simultaneamente , in  guisa  che  a 

i 

serbi  valore  opportuno,  si  otterrà  che  il  modulo  di  e*  prenda 

sen  £ 

sensibilmente  quel  valore  che'  più  piacerà,  poiché  lim =1. 

Ed  in  oltre,  per  l’arbitrarietà  che  pur  nella  piccolezza  rimane  in  e, 

< 

- aco>£ 

si  potrà  faro  in  modo  che  l’argomento  di  e 1 cioè  I’  arco  

termini  sensibilmente  in  quel  punto  che  più  piacerà  della 
circonferenza. 

Passiamo  alla  forinola  l z.  Anche  a questa  non  si  attribui- 
sce dalla  generalità  degli  analisti  tutta  la  moltiplicilà  di  valori 
risultanti  dal  §.  fi  , cioè  la  doppia  infinità  di  valori  ricavabili 
dalla  espressione 

p + ni 

1 + 2 m Jt  » 

coll’  attribuire  ad  m e all’  altro  intero  implicito  in  « tutti  i 
valori  positivi  e negativi.  Ma  si  suole  invece,  al  presente,  accor- 
dare a Iz  soltanto  una  infinità  semplice  di  valori,  quella  cioè  che 
rimane  ponendo  m—O  nella  espressione  precedente  (*).  Ora 
noi  vogliamo  anche  in  ciò  seguire  l’uso  più  comune,  e quindi 
dichiariamo  che  alla  formula  l z attribuiremo  d’  ora  innanzi  la 
semplice  infinità  di  valori  concessa  dalla 
lz  = f>  -j-  61  » . 

Questa  restrizione  si  accorda  con  quella  già  adottata  per 


(*)  Tralasciamo  di  dire  essersi  anche  voluto  limitare  il  significato  di  Iz  sino  ad  un 
solo  valore , avendone  già  fatto  menzione  e notato  gii  in  parte  gli  inconvenienti.  La  rido* 
zione  ad  una  infinità  semplice  , nelle  condizioni  su  indicate  t non  va  soggetta  ad  eguali  in- 
convenienti e presenta  d’  altra  parte  ragguardevoli  vantaggi.  Intanto  non  sarà  mai  la  base 
(fissala  invariabilmente  nel  valore  e)  ma  solamente  il  numero  di  cui  è preso  il  logaritmo 
che  accadrà  di  concepire  come  variabile. 
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e*;  vale  a dire,  il  signiGcato  meno  esteso  che  ora  ammettiamo 
per  i:  è precisamente  quello  che  si  cava  per  tv  dalla  egua- 
glianza 

e"  = s, 

ove  con  ew  non  altro  s’  intenda  fuorché  E ( w ).  Infatti , scri- 
vendo la  eguaglianza  sotto  la  forma 

E (tv)  — E(p  + (ai)  , 

il  §.  5 avverte  che  tv  e p + «i  non  possono  differire  se  non 
di  un  multiplo  di  2rt;  ma  un  siffatto  multiplo  sta  anche  già 
sottinteso  in  *> , dunque 

tu  = p + u i . 

Oltre  il  vantaggio  di  riavere,  mercè  la  seconda  restrizione, 
in  Iz  precisamente  ancora  la  funzione  inversa  di  e* , faremo 
sin  d’  ora  notare  anche  quest’  altro  : sussistere  perfettamente  , 
nel  senso  dichiaralo  in  principio  del  §.  7 , la  eguaglianza 


i 


(*)  Questa  eguaglianza  presenta  una  Ira  le  varie  definizioni  che  si  possono  dare  della 
funzione  I x.  9 ! sa  clic  Is  vien  nuche  definita  (uslrnzion  falla  da  un  futtor  costante  , giac- 
ché la  proprietà  appartiene  ad  ogni  sistema  di  logaritmi)  mediante  la  proprietà 


* (*  • *i)  — 9 l*)  + 9 (»i) 

dove  Z|  designa  una  variabile  arbitraria  conte  a. 

È chi. irò  clic  unalogamrnlc  a questa  possono  porsi  le  definizioni  per  ognuna  delle  ope- 
razioni ovvero  delle  formolo  semplici  clic  passammo  in  rassegna.  Delle  forinole 


considerate  come  funzioni  di  a , le  prime  due  possono  definirsi  mediante  la 
9 («+«i)  — 9(«)  + 9(“i) 

e la  terza  mediante  la 

9 (o  . «,)  — ? (a)  . ? («,)  ; 

c considerate  come  funzioni  di  à,  la  seconda  c la  terza  possono  definirsi  rispetti  va  mente 
colle 

9 (*  + *1  > “ 9 (*)  • 9 A*«)  • 
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il  cui  secondo  membro,  per  la  introduzione  di  tutta  la  variabilità 
possibile  cioè  della  complessa,  acquista  bensì,  come  vedremo  una 
infinità  di  valori,  ma  semplice  e non  doppia. 

Non  facciamo  alcuna  innovazione  relativamente  ai  logaritmi 
a base  diversa  da  e,  che  nel  presente  corso  non  impiegheremo 
giammai. 


Postiamo  riflettere  rii?  le  eguaglianze 

?<*+  T|)^  ?(*)  H V(*l). 

»(• +*!>“♦(*)  • 9 (*l)» 

9 (*  • *i)-=  9<=)  + 9 (*i]a 
9 (*  • *i)=  9 (*)  • 9(T|) 

esprimono  che,  per  le  funzioni  le  quali  vi  soddisfanno,  hanno  luogo  nei  modi  i più  semplici 
possibili  i teoremi  d’  addizione  e di  moltiplicazione  delle  variabili  d’  onde  dipendono. 
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CAPITOLO  PRIMO 


Funzioni  reali  di  nna  variabile  reale. 


16.  i primi  analisti  impiegarono  la  parola  finizione  per 
indicare  le  varie  potenze  d’ una  stessa  quantità.  Giovanni  Ber- 
noulli  sembra  essere  stato  il  primo  ad  estenderne  il  significato 
sino  a comprendere  espressioni  formate  in  qualsia  maniera 
analitica  con  una  quantità  considerata  come  variabile  indipen- 
dente. In  questo  senso,  adottato  da  Leibnitz,  si  stabili  de- 
finitivamente nella  scienza  ; dove  si  vedrà  impiegato  da  Eulero 
e Lagrange  per  designare  e le  quantità  espresse  esplicitamente 
e quelle  legate  alla  variabile  mediante  equazioni  , abbiano  tali 
quantità  un  solo  valore  o ne  abbiano  parecchi  per  ogni  valore 
della  variabile.  In  questi  ultimi  tempi  si  può  segnalare  un’ulti- 
mo passo  nella  estensione  del  concetto  di  funzione , pel  quale 
cioè  questo  concetto  vien  stabilito  indipendentemente  da  ogni 
supposizione  di  esprimihilità  analitica.  Funzione  di  una  variabile 
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reale  x vien  detta  qualunque  quantità  che  per  ogni  valore  par- 
ticolare di  x compreso  in  alcuni  intervalli  prenda  uno  od  un 
determinato  sistema  di  valori  particolari,  sappiasi  o no  se  questa 
dipendenza  sia  esprimìbile  coi  segni  dell’  analisi. 

Noi  adottiamo  quest’  ultima  definizione , ed  insistiamo  nel 
far  riflettere  eh’  essa  altro  assolutamente  non  suppone  se  non 
due  (o  più  , se  la  funzione  ammetta  più  di  un  valore)  suc- 
cessioni di  valori  riferite  I’  una  all’  altra  in  modo  che  ad  ogni 
singolo  valore  di  una  corrisponda  un  singolo  valore  dell’  altra. 

Con  questa  definizione  si  collegava  la  domanda:  se  potessero 
darsi  dipendenze  fra  variabili  reali  che  non  fossero  esprimibili  per 
mezzo  di  un  determinato  sistema  di  operazioni  analitiche  (*).  La 
risposta  emergeva  negativa  , essendo  risultato  che,  se  una 
funzione  di  una  vai  labile  reale  è continua  e Unita  in  un  dato 
intervallo,  in  questo  intervallo  essa,  qualunque  sia,  può  esprimersi 
mediante  un  determinato  sistema  di  operazioni  analitiche.  Questo 
risultato  è d’  immediata  importanza  anche  rispetto  alle  appli- 
cazioni dell’analisi;  ed  anzi  ó appunto  l’applicazione  dell’ana- 
lisi alle  questioni  della  fìsica  che  suggeriva  l’ultima  definizione 
di  funzione.  Innanzi  che  il  medesimo  fosse  stabilito  non  era 
a pieno  giustificata  I’  applicazione  dei  rìsultamenli  della  teorica 
delle  funzioni  analitiche  (")  ad  una  qualunque  dipendenza  fra  va- 
riabili reali  che  nell’ordine  concreto  avesse  potuto  presentarsi. 

Sebbene  ora  , pel  detto  risultato  , torni  in  sostanza  lo 
stesso  stabilire  il  concetto  di  funzione,  generalmente  continua, 
di  una  variabile  reale  con  ovvero  senza  presupposizione  di  espri- 


’)  IVr  operazioni  .ululili, he  togliamo  qui  ili  te  liti  e re  le  operazioni  aritmetiche  insieme  eolia 
integrazione.  Un  s'slema  ili  operazioni  può  essere  tinilo  o inlinito  cioè  involgere  un  minierò 
fìttilo  o inlinito  ili  singole  operazioni.  Se  infinito  , liete  però  intendersi  tale  che,  elTetliiaiiflo 
vero  mio  l'ordine  in  esso  designato  mi  numero  tie  più  ereseeute  ili  singole  operazioni  , il 
risultato  vaili  convergendo  verso  mi  limile  determinato,  almeno  per  quei  valori  dei  quali 
le  variabili  si  suppongono  suscettibili. 

(**)  A irdii irti  diersi  una  funzione  elie  si  possa  esprimere  mediante  un  qualche  siste* 
ma  di  operazioni  analitiche  da  effettuarsi  sulla  variabile. 
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mibilitù  analitica,  tuttavia  diamo  preferenza  alla  defìnizione  che 
già  dichiarammo  d’adottare,  perchè  meglio  concorda  colla  mo- 
derna tendenza  dell’  analisi,  per  la  quale  le  proprietà  vengono 
a prendere  il  posto  più  sostanziale  e le  espressioni  analitiche 
a figurare  puramente  come  forme  più  o meno  accidentali,  nelle 
quali  le  proprietà  si  possono  tradurre  (')  e colle  quali  si  pos- 
sano effettuare  certune  calcolazioni  particolari  occorrenti  ; e 
perchè,  trasportata  nel  campo  delle  funzioni  di  variabili  affatto 
libere  , permette  di  intraprenderne  lo  studio  da  punto  di  vista 
assai  generale  insieme  e vantaggioso. 

IT.  L’  ammessa  definizione  di  funzione  d’  una  variabile 
reale  non  implica  necessariamente  la  continuità  e senza  di 
questa  limitazione  comporta  una  arbitrarietà  stragrande  ; per 
ogni  valore  della  variabile  il  valore  della  funzione  potrebbe 
supporsi  affatto  arbitrariamente  diverso  da  ogni  valore  prece- 
dente e susseguente.  Ma  circa  funzioni  intese  in  cosifalta  arbi- 
trarietà , ed  alle  quali  non  si  potrebbe  immediatamente  appli- 
care l’analisi  infinitesimale,  non  si  è stabilita  alcuna  teorica. 

Le  funzioni  che  sonosi  studiale  e colle  quali  venne  a co- 
stituirsi ed  a crescere  l’analisi  infinitesimale,  sono  le  funzioni 


(*)  Circa  questo  punto , ul  giù  dello  nelle  JVotiiic  ci  permettiamo  di  qui  aggiungere 
qualche  altra  riflessione.  Riguardando  anche  soltanto  gli  elemeuti  dell*  algebra  si  scorge  giù 
sovente  che  si  pjyle  dalle  proprietà  rinvenute  in  uua  forinola  , come  da  un  dato  primitivo 
ed  assoluto  , per  estendere  la  sussistenza  di  essa  furinola  o cosi  nei  quali  in  prima  non 
avrebbe  avuto  significato  alcuno.  Consideriamo  inoltre  una  di  quelle  espressioni  analitiche 
(quali  botinosi  nelle  serie , negli  integrali  definiti,  nei  prodolli  infiniti)  che  posseggono  sigai* 
ficaio  soltanto  pei  valori  delle  variabili  (o  lettere  con  cui  sono  formate)  compresi  cutro  de- 
terminati confini.  Estraendo  da  una  tale  espressione  un  sistema  di  proprietà,  che  possa  del 
pari  definire  I*  ente  ossia  la  variabile  dipendente  da  essa  rappresentala,  il  sistema  delle  pro- 
prietà potrà  bene  spesso  concepirsi  come  sussistente  fuori  non  meno  che  entro  il  confine 
anzidetto.  Ciò  essendo,  il  sistema  delle  proprietà  si  potrà  tradurre  in  altre  espressioni  ana- 
litiche che  conservino  o prendano  significato  di  mano  in  mano  cutro  altri  ed  altri  confini. 
SÌ  sarà  allora  nel  caso  di  un  ente  definibile  o mediante  un  sistema  unico  di  proprietà  dap- 
pertutto egualmente  significative,  o mediante  una  varietà  di  espressioni  analitiche  ognuna 
delle  quali  significativa  soltanto  entro  un  proprio  particolare  ronfine , entro  il  quale  inoltre 
non  sarebbe  mai  essa  sola  la  possibile  espressione  analitica.  Il  sistema  delle  proprietà  dovrà 
riconoscersi  come  essenza  , le  varie  espressioni  analitiche  come  forme  ili  certo  qual  modo 
accidentali  dell’  ente  medesimo. 
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generalmente  soggette  alla  continuità , le  funzioni  cioè  delle 
quali  un  valore  non  può  in  generale  differire  arbitrariamente 
dai  valori  precedenti  e susseguenti  ma  deve  sensibilmente  con* 
fondersi  con  essi.  Le  formolo  semplici  che  abbiamo  considerato 
e le  composte  che  d’  ordinario  se  ne  traggono  si  presentano 
come  funzioni  continue  toslochè  si  consideri  come  variabile 
continua  qualcuna  delle  lettere  che  vi  entrano.  Generalmente 
continue  sono  le  funzioni  di  variabili  continue  che  richieggonsi 
nella  rappresentazione  delle  leggi  dell’  ordine  concreto.  Cosi , 
se  ancora,  per  esempio,  si  consideri  il  movimento  di  un  punto 
e dicasi  s = f(t)  la  lunghezza  della  linea  percorsa  nel  tempo  t, 
siccome  il  passaggio  da  uno  ad  altro  punto  non  può  concepirsi 
effettuato  se  non  per  una  successione  continua  di  punti  inter- 
medi , la  funzione  f ( t ) deve  avere  la  proprietà  che  , mentre  t 
varia  per  gradi  insensibili  da  un  valore  f0  ad  altro  successivo 
t,  , essa  pure  vari 'per  gradi  insensibili  cioè  prenda  tutti  i 
valori  reali  possibili  fra  f(t0)  e f (it). 

Circa  il  concetto  della  continuità  nelle  funzioni  vogliamo 
entrare  in  alcuni-  particolari , fissando  I’  attenzione  esclusiva- 
mente  sul  caso  in  cui  ad  ogni  valore  della  variabile  , nell’  in- 
tervallo da  considerarsi , corrisponda  un  solo  valore  della 
funzione;  il  qual  caso  somministra  in  sostanza  tutto  ciò  che  su 
questo  punto  potrà  poi  richiedersi  in  caso  qualsiasi.  Sia  a...b 
l’intervallo,  cioè  dire  a e 6 i valori  estremi  che  supponiamo  qui 
concessi  alla  variabile  indipendente  x , e figuriamoci  i valori 
di  una  funzione  rappresentati  geometricamente , secondo  1’  or- 
dinaria maniera , mediante  le  ordinate  erette  verticalmente 
sopra  ogni  punto  della  porzione  a ...  b di  un’  asse  oriz- 
zontale Ore.  Considerando  la  linea  a/3  (Fig.  2)  formata  dalle 

estremità  delle  ordinate  , se 
dessa  sarà  continua,  vale  a dire 
se  si  potrà  passare  dal  prin- 
cipio a al  termine  /3  senza  mai 
distaccarsene , si  dirà  che  la 
funzione  è continua  nell’ intervallo 
43 


Fig.  2. 
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a ...  b.  Ma  notiamo  bene,  per  la  continuità  basta  che  la  linea 
corra  da  a a fi  senza  interruzione  di  sorta;  ma  del  resto  può 
avere  forma  qualunque  , può  essere  , per  esempio  , una  por- 
zione di  un’  unica  linea  algebrica,  ovvero  può  essere  composta 
di  un  numero  qualsia  di  porzioni  di  linee  rette  o curve  di 
natura  differente,  e presentare  quanti  si  vogliano  cambiamenti 
bruschi  di  direzione.  Perciò  una  funzione  continua  nell’  inter- 
vallo a . . . b può  altresi  assoggettarsi  nello  stesso  intervallo 
ad  altre  svariate  condizioni  e rimanere  poi  ancora,  se  si  voglia, 
non  anche  completamente  determinala.  Così , per  esempio , 
rimane  ancora  molta  arbitrarietà  nel  concetto  di  una  funzione 
continua  in  a ...  b che  per  alcuni  tratti  di  questo  intervallo 
debba  avere  dati  valori  ossia  debba  ivi  coincidere  con  fun- 
zioni continue  prestabilite.  Ed  invero  possiamo  concepire  una 
infinità  di  linee  differenti  che  vadano  da  a a fi  coincidendo  in 
porzioni  del  loro  corso  con  linee  prefissate*. 

$.  18.  Consideriamo  adesso  le  singularità  che  può  pre- 
sentare una  funzione  corrispondentemente  ad  un  valore  parti- 
colare c della  variabile  compreso  in  un  intervallo  a . . . b 
dove  la  funzione  debba  in  generale  (cioè  senza  escludere  ec- 
cezioni per  certuni  valori  di  x ) essere  continua  ed  avere  un 
solo  valore  per  ogni  valore  della  variabile. 

Se  imaginercmo  che  nella  linea  o filo  a.  fi  si  producano 
delie  interruzioni , senza  del  resto  che  alcun  suo  punto  esca 
dalla  propria  verticale  , riconosceremo  le  singularità  da  chia- 
marsi discontinuità  della  funzione- 

Imaginando  dunque  che  una  porzione  yò  (Fig.  3)  del  filo 

si  stacchi  da  tutto  il  resto  elevan- 
dosi od  abbassandosi,  come  in  y'ò', 
otterremo  un  sistema  di  porzioni 
separate  »y,y'ò',òfi  che  rappre- 
senterà una  funzione  ? ( x ) di- 
scontinua pei  valori  c c d di  x. 
Finché  la  lunghezza  y'ò'  è sen- 
sibile, le  due  discontinuità  sono 


Fig.  3. 
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separate  e basta  considerarne  una  sola , come  se  l’ internilo 
cominciasse  in  a e finisse  tra  c e d.  Mentre  la  variabile  tra- 
versa in  modo  continuo  il  valore  c la  funzione  salta  dal  valore 
c y al  valore  cy.  Per  x — c alla  funzione  potranno  ascriversi 
entrambi  questi  valori.  Se  qualche  particolare  considerazione 
portasse  a riguardare  di  preferenza  l’uno,  per  esempio  cy' , 
come  vero  valore  della  funzione,  l’altro  si  presenterebbe  però 
sempre  inevitabilmente  come  limite  dei  valori  della  funzione 
allorché  la  variabile  si  accostasse  a c dalla  banda  di  a.  A de- 
signare , occorrendo , distintamente  i due  valori  serviranno  i 
simboli 

? (c  — 0)  , <f  (c  + 0) 

suggeriti  dalla  riflessione  che  siffatti  valori  sono  i limiti  a cui 
tendono 

?(«  — *)  > ? (e  + >0 

allorché  le  quantità  positive  e ed  >?  tendono  a zero. 

Se  la  y ò’  impiccolirà  sino  a ridursi  ad  un  punto  , allora 
si  presenterà  1’  una  o I’  altra  delle  singolarità  rappresentate 
nelle  figure  4 e 5 , secondochè  i termini  •/  e à si  troveranno 


alla  stessa  altezza  sopra  Oa;,  o,  per  deformazioni  avvenute  in 
ay,ij3,  si  troveranno  ad  altezze  differenti.  Nel  caso  della 
fig.  4,  la  funziono,  per  x=c,  potrà  ritenersi  suscettibile  dei 
due  valori  cy  e cy,  quest’ultimo  almeno  come  limile  dei  valori 
che  la  funzione  va  prendendo  nell’ accostarsi  di  x a c.  Nel  caso 
della  fig.  5,  la  funzione  potrà  ritenersi  suscettibile  dei  tre  valori 
cy  , cy' , ci , che  potrebbersi  ordinatamente  designare  con 
? (c  — 0)  , f (c)  . ? (c  + 0)  . 
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0.  19.  Imaginiamo  adesso  che  la  linea  o filo  a.  fi  nell’ av- 
vicinarsi indefinitamente  alla  verticale  del  punto  c tanto  da  una 
banda  come  dall’  altra  si  allontani  senza  limite  da  Ox , sopra 
o sotto  cioè  elevandosi  od  abbassandosi.  Riconosceremo  delle 
singularilà  diverse  dalle  precedenti  e che  chiameremo  infiniti 
della  funzione.  Secondochè  i valori  della  funzione  prima  e dopo 
di  x—c  siano  di  segni  eguali  o contrari,  la  singularilà  del- 
1’  infinito  si  troverà  rappresentata  nell’  una  o nell’  altra  delle 
figure  o delle  due  analoghe  ove  sarebbe  negativo  il  valore  della 

Fig.  6.  Fig.  7. 


funzione  prima  di  x*=c. 

La  opportunità  di  distinguere  queste  singularilà  dalle  pre- 
cedenti apparirà  con  somma  chiarezza  nel  seguito  del  nostro 
corso;  ma  anche  sin  d’ora  possiamo  osservarne  non  lievi  indizi. 

Avendo  stabilito  (§.  14)  di  non  fare  distinzione  alcuna 
tra  valori  non  finiti , possiamo  anzitutto  asserire  che  nei  casi 
delle  figure  6 e 7 alla  funzione  non  può  ascriversi  che  un  solo 
valore  per  x = c.  Ma  possiamo  anche  asserire  a dirittura  il 
più  riciso  distacco  fra  i primi  casi  e questi,  cioè  asserire  che 
si  può  rimuovere  da  questi  ogni  idea  di  discontinuità  (*).  Ed 

(*)  In  ciò  ci  discolliamo  dal  cornane  modo  di  considerare,  secondo  il  quale  anche  nelle 
singularilà  delle  figure  6 e 7 vuoisi  vedere  discontinuità.  Giusta  il  nostro  modo,  la  funzione 
in  questi  casi  non  sì  dirà  dunque  discontinua,  come  è I*  uso,  ma  continua  ed  infinita 
per  x =c.  Del  resto  , ciò  che  veramente  importo  non  è già  di  comprendere  o non  com- 
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invero  riflettiamo  come  si  comporti  la  funzione  allorché  x da 
un  valore  più  piccolo  passi  in  modo  cootinuo  ad  un  valore  più 
grande  di  c.  Mentre  x cresce  accostandosi  a c,  la  funzione 
cresce  (*),  e finisce  bensì  per  crescere  tanto  più  rapidamente 
in  confronto  di  x quanto  più  x s’approssima  a c,  ma  non  salta 
mai  da  un  valore  finito  ad  altro  sensibilmente  diverso,  altrimenti 
bisognerebbe  supporre  che  la  linea  o filo  nel  proprio  corso 
asintotico  alla  verticale  del  punto  c presentasse  qualche  inter- 
ruzione. Mentre  * traversa  il  punto  o valore  c , la  funzione 
traversa  il  valore  oc,  che  al  pari  dello  0 è confine  tra  i nu- 
meri reali  positivi  ed  i reali  negativi.  Gd  allorché  x cresce  da 
c verso  6,  la  funzione  dal  valore  oc  ritorna  a valori  finiti,  che 
possono  essere  tanto  positivi  che  negativi , ed  ancora  senza 
alcun  salto;  imperocché  non  passa  mai  da  uno  ad  altro  valore 
assegnabili  senza  passare  per  tutti  i valori  o numeri  intermedi. 

La  singularità  di  una  funzione  ? espressa  nella  fig.  3 
sparirebbe  diminuendo  il  valor  della  funzione  della  costante 
<p(c  — 0)  — f'Cc  + O)  per  tutto  l’intervallo  a...c.  Quella 
espressa  nella  fig.  4 sparirebbe  facendo  astrazione  dal  valore 
c ■/  e considerando  come  valore  della  funzione  il  c y,  od  in 
altri  termini,  e nel  supposto  che  fosse  soltanto  cy  il  valore 
veramente  in  prima  ammesso  per  ?,  la  singularità  della  fig.  4 
potrebbe  togliersi  mutando  il  valor  della  fumione  nel  solo  punto  c 
cioè  dire  pel  solo  valor  c della  variabile.  Analoghe  riflessioni 
pel  caso  della  fig.  5.  A togliere  invece  per  addizione  o sottra- 
zione la  singularità  di  una  funzione  $ espressa  nella  fig.  6 o 
nella  7 sarebbe  da  mutarsi  il  valor  della  funzione  di  una  quan- 
tità pure  variabile  con  x,  almeno  in  prossimità  di  c,  cioè  di 
una  funzione  A (,c)  la  quale,  tendendo  zac,  diventasse  infinita 


prendere  le  singolarità  che  noi  chiamiamo  infiniti  insieme  con  tutte  ie  altre  nel  genere  di- 
scontinuità , ma  di  distinguere  e di  potere  in  qualche  modo  designare  quelle  separatamente 
da  queste.  Alieni  dal  pretendere  che  la  uostra  innovazione  venga  adottala  in  generale,  pre- 
ghiamo soltanto  che  sia  tollerata  in  un  corso  come  questo,  in  cui  reca  particolari  vantaggi. 

(*)  Per  fissar  le  idee  alludiamo  alle  figure  6 7 ; niun  divario  essenziale  havvi  nei  casi 
delle  due  figure  analoghe  da  noi  tralasciate. 
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come  la  $(x)  , vaio  a dire  non  differisse  mai  da  <p  più  che 
61  una  quantità  finita  (*). 

Le  singularità  delle  figure  3,4,  5 non  possono  provenire 
da  operazioni  algebriche  da  farsi  sulla  variabile,  e quindi  anche 
non  si  produrranno  né  si  toglieranno  per  la  pura  effettuazione 
di  operazioni  algebriche  sulla  funzione  , mentre  si  potranno 
benissimo  produrre  o togliere  con  siffatte  operazioni  le  singu- 
larità delle  figure  G , 7.  E quindi  in  particolare  notiamo  che  , 
se  una  funzione  <f  sarà  affetta  da  qualcuna  delle  singularità  della 

„ 1 

prima  sorta , ne  sara  ancora  affetta  la  reciproca  - ; mentre  , 

? 

se  una  funzione  sarà  affetta  da  una  singularità  chiamala  infinito, 
la  reciproca  non  presenterà  più  alcuna  singularità , rimanendo 
continua  o finita  per  x = c (*'). 

Infinita  diverrebbe  la  funzione  anche  nei  casi  delle  figu- 
re 3,  4,  5 quando,  per  esempio,  uno  dei  punti  /,  -/  riuscisse 
infinitamente  lontano  dal  punto  c ; ma  in  questi  casi  la  fun- 
oione  diverrebbe  infinita  soltanto  ove  x s’  avvicinasse  a c da 
una  delle  due  bande , mentre  resterebbe  Gnita  avvicinandosi  x 
a c dalla  banda  contraria  (altrimenti  si  rientrerebbe  nei  casi 
delle  figure  6 , 7).  Facendo  traversare  alla  variabile  il  punto 
c la  funzione  in  simili  casi  dovrebbe  ancora  faro  un  salto  , 
infinito  in  cambio  di  finito.  Abbracciando  colla  parola  discontinuità 
questi  casi  indistintamente  insieme  con  quelli  di  un  salto  finito, 
potremo  però  all’  occorrenza  distinguere  gli  uni  dagli  altri  di- 
cendo se  la  discontinuità  sia  finita  o infinita 


(•)  Tale  sarebbe  per  esempio  la 

a (*)  = ~rc  pcr  * (*)  3 


* 

seo  (x  — e) 


(**)  Anche  nelle  leorie  geometriche  le  delle  singulti  riti,  che  si  possono  togliere  c pro- 
durre con  deformazioni  omografiche,  non  vengono  considerate  come  disronliuiiilù;  cosi  che, 
per  esempio  , tulle  le  coniche  sono  riguardale  come  ovali.  Affinchè  1*  iperbole  riesca  de- 
scrìtta, come  ovale,  con  moto  continuo  da  un  punto  clic  mai  non  1*  abbandoni,  si  imaginu, 
precisamente  come  da  noi  nel  caso  della  fig.  7,  clic,  terminando  di  descrivere  un  ramo 
qual  sarebbe  ap,  il  punto  passi  per  I’  infinito  da  p a v ondo  descrivere  il  ramo  v fi. 
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Termineremo  avvertendo  che  le  distinzioni  e corrispon- 
denti denominazioni  stabilite,  pei  vari  modi  possibili  di  compor- 
tarsi delle  funzioni  allorché  la  variabile  traversa  un  valore  c 
finito,  devonsi  intendere  adottate  anche  per  quando  sia  da  imagi- 
nare  che  la  variabile  traversi  il  valore  x , passando  con  ciò  da 
valori  positivi  a negativi  o viceversa.  La  funzione  sarà  da  dirsi 
continua  e finita  ovvero  continua  ed  infinita  per  x = ac  ogni 
qualvolta  in  modo  continuo  essa  tenda  ad  un’unico  valore  finito 
ovvero  sorpassi  col  proprio  modulo  ogni  grandezza  finita,  tanto 
coll’  andare  della  variabile  all’  infinito  per  valori  positivi  quanto 
coll’  andarvi  per  valori  negativi.  E sarà  da  dirsi  discontinua  in 
ogni  altro  caso. 

90.  In  riguardo  specialmente  di  quando  una  funzione 
sia  data  per  mezzo  di  una  espressione  analitica  conviene  sta- 
bilire un  criterio  analitico  da  impiegarsi  per  decidere  se  per 
un  valor  c della  variabile  una  funzione  f (x)  sia  continua  e finita, 
vale  a dire  se  il  valor  della  funzione  rimanga  finito  e soggetto 
alla  continuità  in  un’  intervallo  piccolo  quanto  si  voglia  , ma 
ancora  assegnabile,  racchiudente  il  punto-valore  c.  Questo  crite- 
rio può  subito  chiaramente  desumersi  dal  confronto  delle  figure 
precedenti , considerando  due  ordinate  mobili  che  vadano  ac- 
costandosi ali’  ordinata  fissa  f(c)  1’  una  da  una  banda  I’  altra 
dall’  altra.  Ognuna  di  queste  ordinate  potrà  ora  allungarsi  ed 
ora  accorciarsi  sensibilmente , ma , se  la  funzione  è continua 
e finita  nell’  intervallo , vale  a dire  se  la  linea  corre  senza 
interruzioni  ed  a distanza  finita  sopra  (o  sotto)  la  porzioncella 
d’  asse  od  intervallo  suddetto , le  due  ordinate  finiranno  per 
subire  variazioni  minori  di  qualsia  grandezza  r fissata  piccola 
quanto  si  voglia.  E viceversa,  se  si  verifica  questa  proprietà, 
la  funzione  si  potrà  evidentemente  dichiarare  continua  e finita 
entro  l’intervallo  e quindi  pel  valore  c della  x.  Indicando  per- 
tanto con  t ,-n  due  quantità  positive  , pel  criterio  richiesto  si 
potrà  prendere  la  seguente  proposizione  : Perchè  una  funzione 
f(x)  sia  continua  e finita  pel  valor  c di  x è necessario  e 
sufficiente  che  , qualunque  sia  la  piccolezza  assegnala  a r,  si 
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possano  sempre  assegnare  per  e ed  >?  valori  tali  che  per  essi 
e per  tutti  gli  altri  più  piccoli  (*)  riesca 

f{c  + »i)  — f(c  — 0 <v  • 

Invece  della  espressione  f(x-\-ri)  — f(x—e)  si  potrà 
anche  esaminare  la  f(x')  — f(x),  ritenendo  però  per  f(x ) un 
solo  invariabile  valore  o considerando  per  x'  valori  e più  pic- 
coli e più  grandi  di  x (“).  Vale  a dire,  una  funzione  f si  potrà 
dichiarare  continua  e finita  pel  valore  x della  variabile  allor- 
ché, qualunque  sia  la  piccolezza  assegnata  a z,  si  possa  pren- 
dere la  differenza  x'—x  tanto  positivamente  che  negativamente 
cosi  prossima  a zero  che  per  questi  suoi  valori  e per  lutti  gli 
altri  ancora  più  prossimi  a zero  riesca 
f^')  — (ix)<T  , 

f(x)  significando  un  solo  invariabile  valore. 

Quando  questa  condizione  sia  soddisfatta  per  tutti  i valori 
di  x maggiori  di  a e minori  di  b la  funzione  potrà  dirsi  con- 
tinua e finita  nell’  intervallo  a . . . b. 

91.  La  continuità,  esigendo  puramente  che  la  diffe- 
renza f(x')  — f(x)  = A f(x)  tenda  a zero  con  x‘ — x—bx, 
sembrerebbe  non  obbligare  ancora  di  molto  la  maniera  secondo 
cui  A f (*)  possa  tendere  a zero.  Il  semplice  riflesso,  che  qua- 

(*)  Se  dicessimo  cbc  per  ogni  t dcbbansi  poter  prendere  per  c cd  vi  valori  siffatta- 
mente piccoli  da  soddisfare  alla  condizione 

f{e  -4- vii  — f(e  — «)<  r , 

senz'altro  aggiungere  ; non  escluderemmo  la  possibilità  che  la  differenza  f (e-j-vj) f(c— *) 
ingrandisse  poi  ancora  con  salti  quali  c quanti  piacesso  , oscillando  incessantemente  fra 
valori  infinitamente  piccoli  c valori  finiti  prima  di  ridursi  a 0 con  e ed  v).  Una  funzione 

/[x)t  che  pei  valori  di  x razionali,  e cioè  della  forma  — essendo  m c n interi  primi  tra  loro  , 

dovesse  avere  il  valor  0 quando  n fosse  pari  ed  il  valor  I quando  n fosse  dispari  , ca- 
drebbe appunto  nel  dello  caso  c non  sarebbe  per  certo  a dirsi  continua. 

(*')  Si  sarà  notato  infatti  essersi  considerate  due  ordinate  mobili  , ossia  la  differenza 
f(z-f-vj) — f(*  — *)  » c non  una  sola?  ossia  la  differenza  f(x  -J-vt)  — f(x)  dove  vi  potesse 
essere  o soltanto  positiva  o soltanto  negativa,  perchè  la  condizione  — f (x)  < r 

potrebbe  riuscire  soddisfatta  pur  essendovi  discontinuità.  Un'  ordinata  mobile  , per  esempio, 
da  d verso  e nella  fig.  3 non  farebbe  riconoscere  discontinuità  per  * = c se  come  valore 
di  f(x ) si  ritenesse  ivi  et*. 
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lunque  potenza  di  Ax  d’  esponente  reale  positivo  tende  puro 
a zero  con  Ax , induce  il  pensiero  che  A f(x)  possa  tendere 
a zero  in  ragione  finita  con  una  potenza  Axe  di  Ax  il  cui 
esponente  , rimanendo  pur  sempre  positivo  finché  la  funzione 
sia  continua  e finita  , possa  mutare  e colla  natura  della  fun- 
zione e col  valore  di  x ■ Ma  è d’  altronde  notissimo  che  per  le 
funzioni  analitiche  ordinariamente  considerate  e per  tutti  i 
valori  di  x,  eccettuatine  alcuni  particolari  a seconda  della 
funzione,  l’esponente  <*  è sempre  l’unità.  Facendo  astrazione 
da  espressioni  analitiche  e ricorrendo  alla  consueta  rappresen- 
tazione geometrica  , è noto  del  pari  che  , se  la  linea  rappre- 
sentatrice  della  funzione  ha  da  ammettere  in  generale  per  ogni 
suo  punto  una  retta  tangente  , la  differenza  A f{x)  delle  due 
ordinale  ha  da  tondere  in  generale  a zero  in  ragione  finita 
colla  differenza  Ax  delle  due  ascisse.  Tuttavia  si  riconoscerà 
che  questo  punto  è lontano  dal  trovarsi  adeguatamente  discusso 
nei  trattati  di  analisi  inGnilesimale.  Nè  noi  crediamo  di  poterlo 
discutere  in  questa  nostra  sezione  con  bastante  soddisfacimento; 
e però  ci  limitiamo  a dirittura  puramente  a dimostrare  , che , 
se  I’  esponente  u per  una  determinata  funzione  f(x)  in  un 
determinato  intervallo  rimane  costante  , esso  quivi  non  può 
avere  che  il  valore  1.  Pongasi , il  che  è lecito  , 

/■(x  + Ax)  — f(x)  = [+  (x)  +»]Axi*, 

intendendo  che  ^(x)  esprima  quantità  finita  che  non  varia 
con  Ax , ed  >7  quantità  che  tende  a zero  con  Ax  e del  cui 
segno  , a diversità  dal  §.  precedente  , nulla  si  presuppone. 
Sieno  a e b due  quali  si  vogliano  tra  i valori  di  x nel  detto 
intervallo  , e , supponendo  n numero  intero  positivo  , pongasi 
nella  precedente  eguaglianza 


n 

ed  x successivamente  eguale  a 

a,o-j-Ax  , a -f-  2 Ax a + (n  — 1 ) Ax  . 
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Coli’  addizione  si  otterrà 

f(P)  — /'(o)=(l#'i+  + ’f'i  + >Jj  + • • + + j 

dove  ed  rtm  significano  ciò  che  divengono  ^ ed  >7  per 
x = o + (m  — l)Aa;.  La  ottenuta  eguaglianza  può  scriversi 
come  segue 

Ora , crescendo  » , la  media  aritmetica  delle  quantità  <p,  sem- 
pre tutte  finite,  rimane  pure  finita,  n la  media  aritmetica  delle  k 
tende  come  ognuna  di  esse  a zero.  Perciò  secondochè  riesca 

lim  — 0 , = 1 , =oc 

riuscirà 

f(b)—f{a)~  0 , nè  0 nè  «c,  = oe 
Se  dunque  la  funzione  non  ha  da  essere  una  costante  (finita 
od  infinita)  nell’  intervallo  bisogna  che  sia 

lim  Aie-1  = f , cioè  p = I . 

La  continuità  dunque,  sebbene  lasci  ancora  una  immensa 
arbitrarietà  nel  concetto  di  funzione,  conduce  tuttavia  a questa 
conseguenza  assai  precisa , che  in  ogni  intervallo  assegnabile 
dove  ^ sia  costante  dev’  essere  p = 1 ; e conduce  quindi  al 
concetto  della  funzione  <j>(x)  od  f (x)  definita  da 

f(Amm  lim  r(x  + Ax)-f(x)_  |im  f{x ’)-/(*) 

cioè  al  concetto  della  cosi  delta  funzione  derivata.  Questa 
conseguenza  basterebbe  da  sola  a far  comprendere  come  siansi 
potuti  stabilire  importanti  teoremi  sulle  funzioni,  lasciando  tut- 
tavia nelle  medesime  1’  anzidetta  grande  arbitrarietà. 

Ammettendo  pur  sempre  , come  noi  faremo  , la  esistenza 
della  funzione  derivata,  non  può  esservi  però  difficoltà  di  con- 
cepire che  per  taluni  valori  particolari  di  x la  f (x)  possa 
riuscire  nulla,  0 infinita,  0 discontinua  senza  che  la  f(x ) cessi 
di  essere  continua  e finita.  Per  quanti  si  vogliano  valori  par- 
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ticolari  di  x il  rapporto 

x‘  — x 

può  tendere  a limite  diverso  secondochè  x'  tenda  a * da  valori 
più  piccoli  ovvero  da  valori  piu  grandi  di  x ■ A riguardo  di  zeri 
e di  infiniti,  si  possono,  ad  esempio,  imaginare  subito  quante 
si  vogliano  funzioni  algebriche  (come  in  particolare  (z  — c)* 
per  z = c , h significando  numero  reale  positivo)  le  cui  deri- 
vate riescano  nulle  od  infinite  per  quanti  valori  particolari  di  x 
aggrada.  E ritornando  alla  rappresentazione  geometrica,  si  pos- 
sono imaginare  innumerevoli  linee  continue  che  dovunque  nel 
loro  corso  e quante  volto  più  piaccia  riescano  parallele  od  or- 
togonali all’asse  Ox  o cambino  bruscamente  di  direzione,  le 
quali  particolarità  appunto  esprimono  o zeri  , o infiniti  , o di- 
scontinuità nelle  successioni  dei  valori  delle  derivate  delle  fun- 
zioni eh’  esse  linee  rappresentano.  1 valori  di  x , pei  quali  la 
derivata  di  una  funzione  fosse  nulla,  o infinita,  o infinitamente 
discontinua  , potrebbero  risguardarsi  come  valori  o punti  ter- 
minanti intervalli  entro  ciascuno  dei  quali  I’  esponente  p per 
la  funzione  si  conserva  senza  eccezione  eguale  all’  unità.  Le  di- 
scontinuità finite  (della  derivata)  non  implicano  per  niente 
affatto  interruzione  nel  valore  1 del  detto  esponente. 


CAPITOLO  SECONDO 


Finizioni  reali  di  più  variabili  reali. 


$.  22.  Le  cose  dette  per  le  funzioni  di  una  variabile 
reale  si  possono  estendere  facilmente  a funzioni  di  due,  tre,... 
variabili  reali.  Fermiamoci  sulle  funzioni  di  due  variabili  , oc- 
correndocene I’  uso  nello  studio  delle  funzioni  di  una  variabile 
affatto  libera. 
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Sieno  x,y  due  variabili  reali  indipendenti  tra  loro;  se  si 
imagina  che  ad  ogni  coppia  di  valori  particolari  di  esse  corri- 
sponda , almeno  entro  certi  eonGni  , uno  o più  valori  di  una 
terza  quantità  f,  questa  si  dice  funzione  di  quelle,  e si  di- 
rebbe funzione  analitica  quando  si  volesse  alludere  ad  una 
espressione  analitica  del  legame  tra  questa  e quelle.  Anche  qui 
consideriamo  funzioni  che  in  generale  sono  soggette  alla  con- 
tinuità e supponiamo  che  per  ogni  coppia  ( x , y ) siavi  general- 
mente un  solo  valore  per  f. 

Quanto  alla  continuità  contentiamoci  di  considerarla  nella 
ordinaria  rappresentazione  geometrica  delle  funzioni  di  due 
variabili  reali.  Imaginiamo  dunque  il  solito  piano  orizzontale  , 
nel  quale  per  adesso  gli  assi  reale  ed  imaginario  verranno 
chiamati  assi  delle  x e delle  y , ed  ogni  punto  verrà  conside- 
rato come  rappresentativo  non  di  un  valore  di  una  variabile 
complessa  (x-f  yi)  ma  di  una  coppia  di  valori  di  due  varia- 
bili reali  x , y e perciò  designato  col  simbolo  stesso  ( x , y) 
della  coppia.  La  lunghezza  della  verticale  eretta  sul  punto  ( x,y ) 
rappresenterà  il  valore  della  funzione  corrispondente  alla  cop- 
pia (x,  y)  di  valori  delle  variabili , e 1’  insieme  delle  verticali 
o più  semplicemente  la  superGcie  determinata  dalle  loro  estre- 
mità rappresenterà  la  funzione  compiutamente.  Per  concepire 
che  una  funzione  f sia  data  su  S,  cioè  dire  che  sia  deter- 
minata per  tutte  le  coppie  di  valori  di  x e y rappresentate  da 
punti  contenuti  nella  porzione  S del  piano , potremo  imagi- 
nare  che  sia  data  una  superGcie  2 di  cui  la  projezione  sul 
piano  sia  S.  Qualunque  possa  essere  la  forma  di  2 essa  indi- 
viduerà pur  sempre  una  funzione  di  x e y.  La  funzione  f 
sarà  detta  continua  su  S qualora  2 non  presenti  alcuna  interru- 
zione di  continuità,  qualora  cioè  2 sia  tale  che  con  essa  e 
colla  S e colla  superGcie  cilindrica  verticale  che  insiste  sul  con- 
torno di  S una  porzione  dello  spazio  riesca  totalmente  separata 
da  tutto  lo  spazio  rimanente.  Ma  del  resto  la  2 potrà  avere,  lo 
ripetiamo,  forma  qualunque;  potrà  essere,  per  esempio,  una 
porzione  di  un’  unica  superGcie  algebrica , ovvero  essere  com- 
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posta  di  un  numero  qualsia  di  porzioni  di  superficie  piane  o 
curve  di  natura  differente  e presentare  spigoli  ed  angoli  quanti 
si  vogliano.  Perciò  una  funzione  continua  su  S può  altresi 
assoggettarsi  su  S ad  altre  svariatissime  condizioni  , che  tut- 
tavia, se  si  voglia,  non  ancora  la  determinino  completamente. 
Se,  per  esempio,  imaginiamo  che  su  due  parti  S0  e S,  di  S 
sieno  date  rispettivamente  due  funzioni  continue  /f0  (x,  y)  e 
A,(x,y),  possiamo  concepire  quante  vogliamo  funzioni  distinte  e 
tutte  continue  su  S le  quali  su  S*,  e S,  coincidano  rispettivamente 
con  A0(x,y)  e A{(x,y).  Ed  invero  possiamo  concepire  quante 
vogliamo  superficie  I,  continue  sopra  S,  le  quali  sopra  S0  e 
S,  coincidano  con  due  superficie  ivi  date  e perciò  anche  tra 
loro  , ma  sieno  poi  affatto  distinte  sopra  altre  parti  di  S.  Ri- 
marrebbe ancora  illimitato  il  numero  delle  superfìcie  £ conti- 
nue sopra  S e coincidenti  sopra  S(,  e S1  colle  due  date  , se 
anche  ne  supponessimo  prefissato  il  contorno,  cioè  la  linea  che 
ha  per  projezione  sul  piano  il  contorno  di  S.  Ciò  significa  es- 
sere illimitato  il  numero  delle  funzioni  continue  su  S che  su 
Sq  e S4  coincidono  con  due  date  funzioni  A0{x,y)  e A{{x,y) 
e che  hanno  sul  contorno  di  S valori  prefìssati. 

$.  93.  Anche  nel  caso  di  funzioni  di  due  variabili  per 
riconoscere  le  discontinuità  , che  una  funzione  può  presentare 
corrispondentemente  a coppie  di  valori  delle  variabili  rappre- 
sentate da  punti  compresi  in  una  porzione  S del  piano  sulla 
quale  la  funzione  debba  in  generale  (cioè  senza  escludere  ec- 
cezioni su  punti  o su  linee)  essere  continua  ed  avere  un  solo 
valore  per  ogni  punto , basta  riflettere  alle  interruzioni  che  si 
possono  produrre  nella  superficie  2 senza  che  alcun  suo  punto 
esca  dalla  propria  verticale. 

Imaginiamo  che  una  porzione  20  di  1 venga  disgiunta,  per 
mezzo  di  un  taglio,  dalla  restante  porzione  1 — 20  e spinta 
verticalmente  iff  su  (od  in  giù),  nella  qual  nuova  posizione  la 
designeremo  con  2g'.  Ne  risulterà  un  sistema  di  pezzi  di  su- 
perficie separati,  il  quale  rappresenterà  una  funzione  disconti- 
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nua  so  di  una  linea  s0  (Fig.  8) , cioè  per  tutte  le  coppie  di 
Fig-  »•  valori  delle  variabili  rappresentate  da 

punti  della  projezione  s0  del  taglio  ima- 
ginato nella  2 sul  piano  orizzontale.  Se 
il  punto  ( x , y)  si  accosterà  alla  linea  s0 
dall’  interno  di  S0 , il  valor  della  fun- 
zione tenderà  ad  essere  rappresentato  da 
verticale  terminata  superiormente  nel 
contorno  <j0'  di  2q,  contorno  che  è uno  degli  orli  del  taglio. 
Se  invece  il  punto  ( x,y ) s’accosterà  ad  s0  dall’interno  di  S — S0, 
il  valor  della  funzione  tenderà  ad  essere  rappresentato  da 
verticale  terminata  all’  altro  orlo  <j0  del  taglio,  orlo  che  insieme 
coi  contorno  a della  primiera  superficie  2 forma  1’  intero  con- 
torno del  pezzo  2 — 20  . 

Per  ottenere  tutte  le  varie  sorta  di  discontinuità  basta 
fare,  come  già  pel  caso  d’  una  sola  variabile,  tutte  le  diverse 
supposizioni  possibili  circa  la  forma  e posizione  di  20'.  A mo- 
tivo delle  due  dimensioni  evvi  però  nel  presente  caso  maggiore 
varietà  : si  potrà  supporre  infinitamente  piccola  una  sola , ov- 
vero si  1’  una  che  1’  altra  delle  dimensioni  di  20'.  Nella  prima 
supposizione  si  avrà  una  discontinuità  lungo  una  linea  , 
nella  seconda  una  discontinuità  in  un  solo  punto.  E riflettasi 
che  qui  pure,  come  già  per  la  ■/$'  e le  restanti  porzioni  della 
linea  rappresentatrice  d’  una  funzione  d’  una  sola  variabile  , è 
anche  da  imaginarsi  che  , senza  ledere  la  continuità  nel  pezzo 
2q,  i suoi  punti,  e però  in  particolare  quelli  dell’orlo  <r0',  sieno 
stali  spostati  , nel  distacco  del  pezzo  dalla  rimanente  super- 
ficie 2— 20,  di  una  quantità  variabile  da  punto  a punto;  come 
pure  che  siensi  effettuati  spostamenti  senza  lesione  alla  conti- 
nuità ( ossia  variabili  per  gradi  insensibili  da  punto  a punto  ) 
nei  punti  di  2 — 20  e però  in  particolare  nei  punti  dell’orlo  <r0. 
Perciò  , allorché  una  dimensione  di  2'0  riducesi  infinitamente 
piccola,  cioè  2'0  riducesi  ad  una  linea  y^-/(  (Fig.  9)  (') , le 


(*)  La  figura  presenta  due  fra  tutte  le  possibili  situazioni  rispettive  di  r0e,  , y0  Ti  » 
To,T|f  ossia  i0,o0  ,o0'.  Le  linee  t0  e o'q  sono  rappresentate  come  aperte,  ma  potrebbero  anche 
essere  rientranti,  c la  a0  non  constare  di  una  sola  rientrante.  Potevnsi,  per  esempio,  iraa- 
ginare  precedentemente  la  2o  e quindi  la  S0  conformate  a dipresso  come  corone. 
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Pig.  9.  due  porzioni  dell’  orlo  a0 , che 

^ si  congiungono  nelle  verticali 

A estreme  c0-/0  e ctyt,  possono 

{77?,  anche  non  ridursi  (analogamente, 

al  caso  della  fig.  5 per  una  sola 
variabile)  a coincidenza  tra  loro, 
ma  costituire  una  linea  rien- 
trante y0  <?-/<  yy0  che  abbia  due 
punti  in  ogni  verticale  eretta  su 
s0.  Inoltre  , riducansi  0 no  a 
coincidenza  le  dette  porzioni 
dell’  orlo  <j0 , è chiaro  che  le 
distanze  fra  i punti  più  alti  ed 
i più  bassi  di  <r0,  non  che  di  ?0' 
possono  anche  imaginarsi  (Fig.  IO)  grandi  quanto  si  vuole  , ed 
anche  vie  più  crescenti  quanto  più  decresca  la 
lunghezza  di  s0;  sì  che  sopra  un  brevissimo  tratto 
s0  del  piano  orizzontale  la  funzione  venga  ad  am- 
mettere tutti  quanti  i valori  compresi  fra  due  estre- 
mi che  differiscano  considerabilissimamente  I’  uno 
dall’  altro.  E però,  se  si  supponga  che  s0  diventi 
infinitamente  corta  cioè  si  riduca  ad  un  punto 
c,  si  riconosce  fra  le  varie  sorta  di  discontinuità 
anche  questa  , che  una  funzione  ammetta  tutte 
quante  le  grandezze  positive  e negative  come  suoi 
valori  in  un  punto  c,  mentre  tuli’  intorno  al  me- 
desimo sia  continua  ed  abbia  un  valor  solo.  Ciò  si 
verifica  , per  esempio , pel  punto  0 coppia  (0, 0) 
nell’  una  c nell’altra  delle  espressioni  analitiche 


Fi*,  io. 


m 


cos 


y 

x1  + y1 


i’+j’ 


sen 


' + 1I1 


C). 


I!  parallcllogrammo  rappresenta  una  porzione  di  5. 

(•)  Queste  espressioni  sodo  la  parte  reale  ed  il  coefficiente  di  » della  funzione 

I * * y . 

x *+y»  ** 

e «e  = e .e 

a cui  già  mostrammo  nel  15  potersi  attribuire  qualunque  valore  complesso  per  **=0. 
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Ma  tralasciamo  ormai  ogni  ulteriore  discussione  delle  discon- 
tinuità e passiamo  a considerare  gl’  infiniti. 

$.  24.  Riconosceremo  le  singularità  da  chiamarsi  infiniti 
di  una  funzione  di  due  variabili  imaginando  che  la  superficie 
rappresentativa  2 nell’  accostarsi  per  qualsia  banda  alla  su- 
perficie cilindrica  formata  dalle  verticali  erette  su  di  una  linea 
l esistente  in  S si  allontani  senza  limite  dal  piano  orizzontale, 
nello  stesso  senso  o in  sensi  diversi,  polendo  si  elevarsi  sopra 
il  piano  che  abbassarsi  sotto  di  esso  indefinitamente. 

La  linea  l potrebbe  supporsi  ridotta  ad  un  punto  ed  allora 
la  funzione  sarebbe  infinita  non  sopra  una  linea  ma  in  un 
punto. 

Anche  per  una  funzione  di  due  variabili  noi  diciamo  che 
divenendo  infinita  non  cessa  di  essere  continua , e riteniamo 
come  fatte  anche  per  esse  tutte  in  generale  le  considerazioni 
circa  le  differenze  fra  le  singularità  da  chiamarsi  discontinuità 
(comunque  sieno  : finite  , infinite , lungo  linee  , in  punti)  e 
quelle  da  chiamarsi  infiniti. 

La  espressione  analitica 

Ux,y)  = x'if  + 7 


rappresenta  una  funzione  continua  senza  eccezioni , infinita 
per  le  coppie  di  valori  di  x e y che  rendono  — 4=0 

cioè  lungo  la  circonferenza  di  centro  (0,0)  e di  raggio  2,  ed 
infinita  anche  per  ogni  coppia  di  valori  che  non  sieno  en- 
trambi finiti. 

La  espressione 


'Pt  («»y)  = 2 + 


5x 

(*-*)*  + (»— 3)* 


rappresenta  una  funzione  continua  senza  eccezione  ed  infinita 
soltanto  nel  punto  (i,  3). 

Sottraendo  dalla  <p  la  funzione 


A(x,y)= 


3 

x1  4*  i/1  — 4 
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si  otterrebbe  una  funzione  che  non  sarebbe  più  infinita  sulla 
circonferenza  x1  + y5  — 4 = 0.  Perciò  si  potrà  dire  che  la 
A(x,y)  dibnita  infinita  come  la  <p(x,y)  sulla  circonferenza  anzidet- 
ta.  Sopra  ogni  altra  parte  del  piano  la  A (x,  y)  è finita,  oltreché 
continua.  Se  dalla  si  sottraesse  anche  una  funzione  che  di- 
venisse infinita  come  <f  pei  valori  non  finiti  di  x e y , rima- 
nendo però  per  tutti  gli  altri  valori  finita  oltreché  continua,  il 
resto  dovrebbe  evidentemente  rimanere  continuo  e finito  senza 
eccezione  per  tutti  i valori  finiti  e non  finiti  delle  variabili  ; 
esso  sarebbe  la  costante  7 ove  la  funzione  sottratta  fosse 
la  .r*  y*. 

Una  funzione  che  nel  punto  (1,  3)  diviene  infinita  come 
la  ( x , y) , rimanendo  inoltre  dappertutto  altrove  finita  oltre- 

ché continua  , sarebbe  la 

J<1  (X’ y)  = (*_,)*+ (y- 3)*  ' 

Per  ciò  che  fu  detto  nel  §.  22  è affatto  chiaro  potersi  con- 
cepire quante  si  vogliano  funzioni  di  x e y su  S,  le  quali  ab- 
biano in  certi  punti  e su  certe  linee  di  5 discontinuità  od 
infiniti  prefissati  (o,  in  altri  termini,  le  quali  sieno  discontinuo 
od  infinite  in  certi  punti  ed  in  certe  linee  come  funzioni  date) 
e sieno  su  ogni  altra  parte  di  S continue  e finite. 

0-  25.  Designando  con  f una  funzione  continua  e finita 
sopra  S (e  che  già  soltintendesi  sempre  per  adesso  con  un  sol 
valore  per  ogni  punto)  ed  essendo  ( x , y)  e ( x y)  due  punti 
qualunque  di  S,  la  differenza 

f{x‘,-y')  — f(x,y) 

tende  a zero  coll’ accostarsi  di  (x',y)  a {x,y)  ossia  col  ten- 
dere a zero  della  distanza 

< 

V = [(*'-*)’+  (y— ?/)*]’ , 

e si  presenta  ancora  la  domanda , con  qual  potenza  di  questa 
distanza  tenda  a zero  in  ragion  finita  la  differenza.  Questa  do- 
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manda  rientra  subito  in  quella  che  si  riferisce  ad  una  sola 
variabile,  c dalla  quale  fummo  condotti  al  concetto  di  funzione 
derivata . di  cui  già  avvertimmo  ammettersi  qui  in  generale  la 
esistenza.  Nel  caso  d’  una  sola  variabile  il  punto  x'  non  po- 
teva giungere  in  x che  secondo  due  direzioni  contrarie  , cioè 
le  direzioni  dell’  asse  Ox  ; nel  presente  caso  invece  il  punto 
(x',  y)  può  giungere  in  ( x , y ) secondo  una  infinità  di  direzioni 
differenti , fra  le  quali  le  due  dell’  asse  Ox  e le  due  del  0 y. 
Imaginando  che  ( x',y ) giunga  in  (x,  y)  parallellamenle  a Or, 
supporremo  y'—y  nella  differenza  della  funzione  o saremo 
condotti  al  concetto  della  derivata  parziale  rispetto  a x 

|im  f(r  ' y)  f (**'’  y) 

9x  x'  = * x — x 

Giungendovi  invece  parallellamenle  a 0 y ne  scaturisce  la  de- 
rivata parziale  rispetto  a y 

dl  = firn 

9y  »’-»  y-y 

Per  qualunque  altra  direzione  si  suole , come  è nolo  , profit- 
tare della  identità 

fjx',y')—f(x,y)  '/)  x—X  , f{x,y)~f{x,y)  y'—y 

v x'—x  v y'—y  v 

per  conchiudere  che 


iim  <^ì lim  ir* + y.  Iimyj=y, 

V 3x  V d y V 


Se  si  ritenesse  V in  ogni  caso  positiva  , i limili  che  figurano 
nel  secondo  membro  sarebbero  in  ogni  caso  i coseni  degli  an- 
goli che  la  retta  che  va  da  (x,  y)  a {x'.y')  forma  colle  dire- 
zioni positive  degli  assi.  Imaginando  che  (x,  y)  debba  essere  il 
punto  qualunque  di  una  linea  l tracciala  in  S e (x*,  y ) punto 
successivo  nella  stessa  linea,  si  che  sia  I’  incremento  di 
dell’arco  di  essa  avente  principio  in  un  punto  fisso  e termine 
nel  punto  (x,y),  le  variabili  x,y,f  potranno  riguardarsi  come 
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funzioni  di  l c si  potrà  scrivere  la  precedente  eguaglianza  sotto 
la  solila  forma 


0) 


df  df  da;  df  dy 

dì  9 y di  9 y di 


Se  di  riuscisse  negativa  cioè  se  la  lunghezza  l decrescesse 

dx 

nella  direzione  da  ( x,y ) a ( x‘ , ?/')  i quozienti  differenziali  — , 
dy 

■—  sarebbero  di  valor  contrario  ai  coseni  degli  angoli  che  la 
di 


detta  direzione  forma  colle  direzioni  positive  degli  assi.  In 
forza  di  questi  quozienti  differenziali  o coseni , legali  dalla  re- 
lazione 


ma  tuttavia  variabili  colla  direzione  di  di,  il  secondo  membro 
della  (1)  cambia  generalmente  di  valore  al  cambiare  di  detta 
direzione  , laonde  si  potrà  dire  che  , mentre  una  funzione  di 
una  sola  variabile  x dà  luogo  ad  una  sola  derivata , ossia , in 
altre  parole,  ad  una  derivata  che  possiede  in  generale  un  solo 
valore  per  ogni  valore  di  x , una  funzione  di  due  variabili  x 
e y dà  luogo  ad  una  infinità  di  derivate,  ossia  ad  una  derivata 
che  ammette  in  generale  una  infinità  di  valori  per  ogni  punto 
o coppia  di  valori  di  x c y. 

Che  in  queste  derivate  la  continuità  della  funzione  non 


. . df  df 

(*)  Si  sa  thè,  mentre  le  derivate  — e — - dicousi  parziali  perché  provenienti  l’ una 

dx  9 ìf 

ila  variazione  tirila  sola  r e l’altra  da  variazione  «Iella  sola  y,  la  «lerìvata  si  suol  «lire 

iti 

totale,  perché  può  iinaginarsi  proveniente  «In  variazioni  simultanee  quali  si  vogliano  «li  en- 
trambe le  variabili  x c y.  Si  sa  pure  clic,  al  pari  delle  derivate,  i tre  differenziali 


df  df 

il=ixiX+i!ldy 


«ogtionsi  rispettivamente  chiamare  differenziale  totale  , differenziale  parziale 
differenziale  parziale  rispetto  a y. 


rispetto  a x , 
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vieti  nè  infiniti  , nè  discontinuità , è evidente  , sia  riflettendo 
al  già  esposto  pel  caso  d’  una  sola  variabile  , sia  riflettendo 
che  una  superficie  2 rappresenlatrice  d’  una  funzione  continua 

può  avere  spigoli  ed  angoli  quanti  si  vogliano  e che  la^-(espri- 

dl 


me  il  coseno  dell’  angolo  che  la  retta  tangente  la  superficie 
nella  verticale  di  (x,  y ) e diretta  secondo  il  piano  verticale  di 
di  forma  colla  di  stessa. 

Traduciamo  finalmente  , ancora  per  il  seguito  , parte  del 
già  detto  sotto  la  forma  che  segue.  Nel  caso  d’  una  sola  va- 
riabile x , avendosi  due  funzioni  f ( x ) e ? (i)  e prendendo  x 
infinitamente  vicino  a x , il  rapporto 

f(x)  - f{x) 

f{x')  — f(x)^  x'  — x 
Z{ai)  — Z{x)  Z{x')  - Z{x) 
x'  — x 


ha  generalmente  un  solo  valore  per  ogni  punto  x ; valore  , 
funzione  di  x,  che  può  esprimersi  con 

dx  df 

——  ovvero  con  -r- 
dZ_  dZ 

dv 

e chiamarsi  derivata  di  f rispetto  a 5.  Nel  caso  invece  di  due 
variabili,  ciò  che  per  analogia  sarebbe  a dirsi  derivala  di  f{x,y) 
rispetto  a Z {r,y)  . vale  a dire  il  rapporto 


df  dx  , 3 f dy 

f {ai,  y)  — f (x,  y) df 3a;  di  dy  di 

Z ix  > ?/)  — ? (x>  y)  dZ  3?  dx  3$  dy 

dx  ~dì  ~r  dy  di 


ammette  una  inGnità  di  valori  per  ogni  punto  ( x,y ),  sempre  a 

motivo  della  variabilità  delle  . -77  ■ A giudicare  più  facilmente 

di  di 
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I’  influenza  della  direzione  di  sul  valore  della  derivata  può  es- 
ser utile  di  scrivere  questa  nella  seguente  maniera 


dl 

dZ 


v , v (!a 

dx  dy  ' dx 

dZ  3S  dj_ 

dx  dy  ' dx 


in  cui  figura  una  sola  quantità  variabile  colla  direzione , cioè 

la  quantità -p,  che  esprime  la  tangente  dell’angolo  dirli  con 
dx 

0.r  e che  può  prendere  tutti  i valori  reali.  La  condizione  ne- 

df 

cessarla  e sulìiciente  perchè  il  valore  della  derivata  ~ fosse  in- 
dipendente dalla  direzione,  ossia  perchè  il  valore  del  secondo 
membro  della  precedente  eguaglianza  fosse  indipendente  dal 
dii 

valore  di  , è la  seguente 

(IX 


ÌL 

dx 

~df 

dx 


V 

% 

dz_ 


àf 


Questa  condizione  troverebbesi  già,  e quindi  la  ~ rimarrebbe 

dZ 

affatto  invariata  variando  il  valore  di  l~  , anche  soltanto  sup- 

• QX 

ponendo  che  il  secondo  membro  della  suddetta  eguaglianza,  con- 
servasse lo  stesso  valore  per  due  diversi  valori  di  cioè  dire 

dx 

per  due  direzioni  diverse  e non  contrarie. 
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CAPITOLO  TERZO 


Funzioni  complesse  di  variabili  reali. 


0.  ®6.  Per  funzione  complessa  d’  una  variabile  reale  x si 
intende  una  variabile  complessa  di  cui  tanto  la  parte  reale 
quanto  il  coefficiente  di  » sieno  funzioni  reali  di  x.  È chiaro 
che  una  teorica  di  siffatte  funzioni  non  sarebbe  altro  ancora 
che  una  teorica  di  funzioni  reali  ( la  parte  reale  ed  il  coeffi- 
ciente di  i ) di  una  variabile  reale.  Noi  non  ci  fermeremo  su 
di  esse  e soltanto  faremo  riflettere,  che,  in  una  distinzione 
delle  funzioni  di  una  variabile  reale  in  reali  e complesse,  una 
stessa  legge  di  dipendenza  analitica  potrà  comparire  si  nell’  una 
che  nell’  altra  classe,  cioè  dare  luogo  ora  a funzione  reale  ora 
a funzione  complessa  a seconda  dell’  intervallo  in  cui  si  inva- 
gina esistente  la  variabile.  La  espressione,  per  esempio,  2x+ 

i 

(1 — a?5)1  si  presenta  come  funzione  reale  allorché  s’ imagina  x 
esistente  nell’  intervallo  — 1 . . . + 1 , come  funzione  com- 
plessa in  ogni  altro  caso.  Per  rappresentare  geometricamente 
una  funzione  complessa  in  maniera  affatto  analoga  a quella  per 
funzioni  reali,  bisognerebbe  imaginare,  non  una,  ma  due  linee 
verticalmente  al  disopra  di  (Xr,  una  delle  quali  rappresentasse 
la  parte  reale  e I’  altra  il  coefficiente  di  t della  funzione 
complessa. 

Per  funzione  complessa  di  due  variabili  reali  s’  intende 
una  variabile  complessa  di  cui  e la  parte  reale  e il  coefficiente 
di  t sieno  funzioni  reali  di  due  variabili  reali.  Anche  sopra  fun- 
zioni di  tal  sorta,  per  motivo  affatto  analogo  al  dianzi  esposto, 
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non  occorre  che  ci  soffermiamo.  A rappresentarle  geometrica- 
mente, in  maniera  simile  alla  già  impiegala  per  le  funzioni  reali 
di  due  variabili,  sarebbero  da  considerarsi  due  superficie  al  diso- 
pra del  piano  orizzontale,  una  per  la  parte  reale  e l’altra  pel 
coefficiente  di  t della  funzione  complessa. 


CAPITOLO  aUARTO 


Funzioni  di  una  variabile  conapleitaa. 


97.  Invaginando  che  la  variabile  indipendente  possa 
prendere  qualunque  valore  aritmeticamente  possibile  , dobbia- 
mo ben  riflettere  qual  sia  la  definizione  di  funzione  che  con 
perfetta  analogia  scaturisca  dal  caso  di  variabile  reale  , e se 
dessa  porti  seco  caratteri  che  indubbiamente  la  qualifichino 
come  alta  a servire  di  base  ad  una  teorica  importante. 

Se  fin  dal  principio  non  s’ intendesse  alludere  ad  altro 
fuorché  ad  espressioni  analitiche,  la  cosa  parrebbe  non  richie- 
dere una  singolare  attenzione.  Funzione  analitica  di  una  varia- 
bile reale  x si  dice  qualsia  altra  variabile  i cui  singoli  valori 
si  possano  ottenere  coll’  eseguire  su  ogni  singolo  valore  della 
x un  medesimo  sistema  di  operazioni  analitiche  (‘).  Funzione 
analitica  di  una  variabile  complessa  z = ar-f»/«  parrebbe  quindi 
da  dirsi,  affatto  analogamente,  qualsia  altra  variabile  i cui  sin- 
goli valori  si  possono  ottenere  coll’  eseguire  su  ogni  singolo 
valore  di  z,  ossia  di  x-\-yi,  un  medesimo  sistema  di  opera- 
zioni analitiche. (*) 


(*)  Per  maggior  semplicità  qui  alludiamo  di  preferenza  a funzioni  esplicite  , ma  con 
qualche  cambiamento  di  parola  resterebbero  apertamente  abbracciate  anche  le  implicite.  Ab- 
biamo pure  credulo  di  non  allungare  la  locuzione  per  riferirci  dichiaratamente  anche  al- 
quando  si  presentino  diversi  sistemi  di  operazioni  analitiche  per  la  determinazione  di  una 
medesima  funzione  in  diversi  intervalli. 
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Ma  la  cosa  sembrerà  meno  ovvia  quando  vogliasi  porre 
una  definizione  che  non  involga  anticipatamente  1’  idea  della 
esprimibilità  analitica. 

28.  Allorché  Cauchy  prendeva  a considerare  i numeri 
complessi  come  quantità  geometriche  , egli  era  tratto  natural- 
mente a considerare  le  variabili  complesse  come  quantità  geo- 
metriche variabili,  e quindi  a riguardare  come  funzione  di  una 
variabile  complessa  z qualunque  quantità  geometrica  w il  cui 
valore  riuscisse  determinato  da  quello  della  quantità  geometrica 
z , od  in  altri  termini , a riguardare  w corno  funzione  di  s 
ogniqualvolta  la  posizione  del  punto  z (nel  solito  piano)  deter- 
minasse la  posizione  del  punto  io  (*). 

Ma  è facile  riconoscere  che  questa  definizione  è larga 
più  del  convenevole.  Consideriamo  una  qualunque  espressione 
analitica  f contenente  almeno  due  lettere  p e q che  si  pos- 
sano riguardare  come  simboli  di  variabili  continue.  Riguardando 
effettivamente  p e q come  variabili,  ed  ammettendo  la  esposta 
definizione,  la  f od  f{p,q ) verrebbe  a schierarsi  tanto  nella 
classe  delle  funzioni  di  due  quantità  quanto  nella  classe  delle 
funzioni  di  una  quantità.  Si  presenterebbe  in  quest’  ultima  classe, 
e sarebbe  cioè  funzione  dell’unica  quantità  p qi , ogniqual- 
volta piacesse  restringere  mentalmente  la  variabilità  delle  p e q 
a valori  reali.  Senza  questa  restrizione  la  f (p,  q)  andrebbe 
inevitabilmente  , in  generale , tra  le  funzioni  di  due  quantità 
p e q. 

Vedremo  fra  breve  come  debbasi  modificare  la  definizione 
di  Cauchy  perchè  ogni  formola  contenente  le  lettere  p e q non 
possa  dirsi  funzione  di  p-\-qi  lostochè  queste  lettere  si  ri- 
sguardino  come  simboli  di  variabili  reali,  ma  allora  soltanto  che 
per  qualunque  significato  di  p e q essa  formola  possa  pur  sempre 
annoverarsi  con  tutta  ragione  tra  le  funzioni  del  binomio  p-f  qi. 

Ed  intanto  notiamo  come  già  dal  solo  riflesso  che  ogni 


(’)  Vedi  P articolo  Sur  Ut  fonctiont  det  quanlìtéi  gcomètrtqvet  nel  tomo  A degli  Extrc. 
d'  et  de  Phy».  math,  già  citalo  a pag.  G9 , ccc.  delle  Notizie. 
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funzione  di  due  variabili  reali  i ej  sarebbe  anche  funzione 
dell' unica  variabile  complessa  x-^-yi,  emerga  ad  evidenza 
che  non  vi  potrebbe  essere  alcun  interesse  di  costruire  una 
speciale  teorica  delle  funzioni  di  una  variabile  complessa , che 
sarebbe  semplicemente  la  teorica  delle  funzioni  di  due  varia- 
bili reali. 

30.  Per  stabilire  la  definizione  di  funzione  d’  una  va- 
riabile complessa  nel  §.  1 della  propria  dissertazione  inaugurale, 
il  sig.  Riemann  comincia  ad  osservare  che,  mentre  è luti’  uno, 
come  già  si  è detto , definire  la  dipendenza  di  una  variabile 
da  altra  variabile  reale  con  ovvero  senza  la  supposizione  che 
quella  sia  ottenibile  mediante  un  sistema  di  operazioni  analiti- 
che da  eseguirsi  su  questa,  non  è più  cosi  quando  le  varia- 
zioni della  variabile  indipendente  non  si  limitino  a valori  reali. 

Ed  invero,  ammesso  puramente  che  w<=u-\-vi  dipenda 
da  z — x-\-yi,  cioè  in  modo  che  il  valor  di  z determini  il 
valor  di  w ('),  se  si  considerano  due  valori  della  z,  x-\-yi  e 
x + y • + d* (**)  -f-  d yi,  infinitamente  vicini,  ai  quali  corrispon- 
dano per  w i valori  u+ui  e u -|-p»  + du-t-dtit,  il  rapporto 
dw  du  dvi 
dz  dx-^dyi 

muterà  , in  generale  , di  valore  al  mutarsi  della  direzione  se- 
condo cui  il  punto  z + dz  nel  solito  piano  verrà  a coincidere 
col  punto  z , ossia  , in  altri  termini  , muterà  al  mutarsi  della 
direzione  del  differenziale  dz  Ciò  può  ridursi  a maggiore 


(*)  Per  la  quul  costi  basta,  come  si  disse,  che  u c v sicno  due  funzioni  reali  qualunque 
delle  due  variabili  x e y. 

(**)  Quello  potrebbe  riguardarsi  come  un  caso  particolare  di  ciò  che  si  è già  osservato 
albi  fine  del  23.  Si  cade  infatti  nel  presente  caso  imaginando  clic  f sia  ter  c che  £(*,  y) 
sin  x-f-yi'.  Ivi  propriamente  f t £ erano  supposte  reali,  mn  è chiaro  che  si  possono  anche 


supporre  complesse  La  condizione  ivi  ditta  , 


d f 

affinché  il  quoziente  differenziale  avesse  un 


9;  a; 

mjIo  valore  per  ogni  coppia  (x,y),  prenderebbe  per  — —le  - - - - i la  forma  (I)  del  pre- 

■ 9x  9;/ 


sente  paragrafo. 
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evidenza  riflettendo  che  si  ha 


d u -f  d v i 

9«  , , 
rx,ll+ 

du  ì _i_ 

a" d'J  + 

9.y 

/ 3t> 

U** 

dv 

9 y 

dv  ) » 

dx  + dyi 

dx  -f-  dy  « 

_ i ( 

' du  3o 
dx^  dy 

)+v( 

’dv  3 

,dx  dy j 

+D( 

05 

05 

<3 

) + i( 

' 3 v du > 
, dx  ^ dy J 

] dx  — dyi 

. dx  3 y 

r 

] dx  + dyi 

e che  , se  sia  5 l’argomento  del  differenziale  dx-\-idy,  si  ha 
dx  — di/i  — *»• 
dx  + dyi 

Ma  , in  qualunque  modo  w si  possa  comporre  con  z mediante 
le  semplici  operazioni  di  calcolo,  il  valore  del  quoziente  dille- 
dtv 

renziale  è sempre  indipendente  dalla  direzione  del  differen- 
dz 

zialo  dz  (*)  ; dunque  , mediante  le  semplici  operazioni  di  cal- 
colo , non  si  può  esprimere  una  dipendenza  qualunque  della 
quantità  complessa  u>  dalla  quantità  complessa  z. 

E però  , non  volendo  porre  una  definizione  per  la  quale, 
contrariamente  al  caso  di  variabile  reale  , resti  esclusa  antici- 
patamente, in  generale,  la  possibilità  di  esprimere  le  funzioni 
per  mezzo  d’  un  sistema  di  operazioni  di  calcolo  sulla  variabile, 
il  sig.  Riemann  , avuto  riguardo  all’  anzidella  proprietà  , stabi- 
lisce la  seguente  definizione  : una  variabile  complessa  w si  dirà 
funzione  di  un’  altra  variabile  complessa  z,  quando  vari  con  que- 

dw  . . 

sta  in  modo  che  il  valore  della  derivata  — sia  indipendente  dal 

dz  . 

valore  del  differenziale  dz. 


{*)  Sono  sempre  riflessioni  del  sig.  Riemann.  In  quanto  all’ora  asserita  indipendenza,  la 

Ditsertazione  porla  la  seguente  nota,  n Questa  proposizione  é evidentemente  giustificata  in 

tutti  i casi  nei  quali  dull’  espressione  di  tc  si  può  per  uirzco  delle  regole  di  derivazione 

dw  ....  * 

trovare  un  espressione  di  — — in  funzione  di  z\  in  questo  senso  per  adesso  la  riterremo 
d s 

vera  rigorosamente  e generale. 
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Condizione  necessaria  e sufficiente  per  siffatta  indipendenza 
è che  sia  nullo  il  moltiplicatore  di 

dx  — dyi 
dx  -\-dyi 

dw  .. 

nella  precedente  espressione  di  — , il  che  può  compendiarsi 
nella 
(0 


dto 


dtv 

dx  9 y 

E però  la  esposta  definizione  può  anche  presentarsi  nei  ter- 
mini seguenti  , che  si  vedranno  usati  dal  sig.  Riemann  nel 
tomo  54  del  giornale  di  Crelle-Borchardt  ('):  funzione  di  x-\-yi 
dicesi  qualunque  quantità  w che  vari  con  x y i in  modo  da 

. 9ic  9 w , . , 

soddisfare  la  i — = — ; senza,  già  s intende,  presupporre 
9x  9 y 

veruna  espressione  analitica  di  w per  mezzo  di  x e y. 

$.  30.  A rendere  vie  più  manifesta  la  opportunità  della 
definizione  del  sig.  Riemann  ritorniamo  adesso  a considerare 
una  espressione  analitica  f(p,q),  come  nel  §.  28,  e cerchiamo 
sotto  qual  condizione  potrebbe  riputarsi  incontrastabilmente  lecito, 
giusta  I'  ordinario  concetto  di  funzione  , di  dichiarare  la  f{p,q) 
funzione  dell’  unico  ente  p qi  qualunque  possa  essere  d’  al- 
tronde la  variabilità  che  piacesse  di  concepirò  nelle  p,q.  Ma- 
nifestamente ciò  avrebbe  luogo  quando  il  valore  di  f(p,q)  dipen- 
desse assolutamente  (cioè  senza  alcuna  restrizione  mentale)  dal 
valore  dell'  unico  ente  p qi  > si  che  fissato  il  valore  di 
questo  ente,  rimanesse  fissato  il  valore  di  f(p,q)  , comunque 
si  prendessero  o si  mutassero  i valori  delle  singole  quantità 
p e q che  devono  concorrere  a costituire  il  prescritto  valore 
di  p + qi.  Sia  c,  per  una  volta  qualunque,  questo  prescritto 
valore.  Se  p e <7  si  assoggettassero  alla  restrizione  di  non 


(*t  Osservisi  V articolo  : Allycmrine  Ynrauaìetzunyen  und  liùlfauu'ttel  fir  die  L'itlerm- 
•’kttnrj  vo»  Funcliimen  vnbetchuìnkl  e erùncUrlicher  Grvaaen. 
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prendere  che  valori  reali  , I*  equazione  p-\-qi  = c basterebbe 
per  determinare  p e q , assegnando  a p la  parte  reale  ed  a q 
il  coefficiente  di  i del  numero  c.  Ma  , dal  punto  di  vista  di 
una  variabilità  aflalto  libera  per  p e q,  la  sola  equazione  prece- 
dente è ben  lontana  dal  bastare  alla  determinazione  dei  valori 
di  p e q.  Ed  invero  se  p,  q esprima  una  soluzione  della  equa- 
zione p qi  — c , si  potrà  aggiungere  a p una  quantità  com- 
plessa qualsivoglia  h,  che  , aggiungendo  nel  tempo  stesso  a q 
la  quantità  hi,  si  avrà  ancora  una  soluzione  della  detta  equa- 
zione. Perciò,  ad  un  solo  valore  c dell’ente  p-{-qi  corrispon- 
derebbero in  generale  per  f tutti  i valori  ricavabili  da 

f(P  + h . q+ht) 

coll’  attribuire  ad  h tutti  i valori  aritmeticamente  possibili. 
Dunque  , volendo  rigettare  ogni  restrizione  mentale  circa  la 
variabilità  delle  p e q,  la  quantità  espressa  dalla  formola  f(p,q) 
allora  soltanto  si  potrebbe  incontrastabilmente  dichiarare  fun- 
zione di  p-\-qi  quando  il  valore  di  h non  influisse  sul  valore 
di  f (p  + h , q -f-  hi)  , cioè  quando  rimanesse 

(0  /(P  + A . q+hi)  — f{p.q) 

comunque  variasse  h. 

La  stessa  condizione  otterrebbesi  anche  nella  seguente  ma- 
niera. Si  vuoi  determinare  in  quali  casi  la  f{p,q),  che  in 
generale  esprime  il  risultato  di  un  sistema  di  operazioni  anali- 
tiche da  eseguirsi  sulle  due  quantità  o lettere  p e q,  possa  anche 
qualificarsi  come  esprimente  il  risultato  di  un  sistema  di  ope- 
razioni analitiche  da  eseguirsi  sulla  quantità  unica  p + qi.  Indi- 
cando ancora  con  c il  binomio  p -f  qi,  acciocché  f possa  risul- 
tare da  un  sistema  di  operazioni  da  eseguirsi  su  c è necessario, 
del  pari  che  sufficiente,  che  mediante  l' impiego  della  lettera  c 
si  possano  far  sparire  dalla  formola  f entrambe  lo  lettere  p e q. 
Questo  equivale  a dire  che,  ponendo  nella  f(p,q)  invece  della 
lettera  p ciò  che  si  cava  per  essa  dalla  p -f-  q i =c  , devo 
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sparire  nel  tempo  stesso  anche  la  q (*).  Deve  dunque  essere 
f(&  — 9»  » 9) 

affatto  indipendente  dalla  lettera  q,  o,  ciò  che  è lo  stesso,  cre- 
scendo q di  hi  deve  rimanere 

f(c  — qi  + h,  q + hi)  = f{c  — qi  , q) 
qualunque  sia  h;  il  che,  ponendo  p in  luogo  di  c — qi,  coin- 
cide a pieno  , come  dicemmo,  colla  già  trovata  condizione. 

Invece  della  (1)  possiamo  scrivere  , siccome  affatto  equi- 
valente , la  condizione 


(2) 


l,f(P  + h > 1 + hi) 
dh 


= 0 


ossia 


m 9/~(P  + h • 9 + ftO  , Zf(P+h  , g + hi)  . 

v'/  n I IA  * O I L -*\  l=U, 


Hp  + h) 

la  quale , sostituendo  le  lettere 
e q+fti,  assume  1’  aspetto 

(*>  m + m*. 0 ovvero 


d(q  + hi) 

P e Q ai  due  binomi  p -f-  h 


a P 


MP.Q) 

a p 


3/1 P.  (?) 

SO  ’ 


che  coincide  perfettamente  coll’aspetto  della  (1)  del  29. 

Tuttavia  non  dobbiamo  ommeltero  di  osservare  che,  mentre 
nella  (I)  del  §.  29  le  due  derivate  parziali,  per  la  supposta 
natura  reale  di  x e y,  s’  intendono  provenienti  da  incrementi 
reali  di  x e y,  nella  (4),  considerata  come  conseguenza  della 
(2)  o (4)  (del  presente  §),  le  derivate  parziali  provengono  da 
incrementi  di  P e Q della  forma  dh  e idh,  dei  quali  uno  al- 
meno è inevitabilmente  non  reale.  E però , mentre  in  riguardo 


(*)  Se  la  f si  trovasse  già  sotto  I*  aspetto  } ip  q i)  di  un  sistema  9 di  operazioni  da 
eseguire  sii  p-\-qi,  la  sua  espriiuibilità  per  mezzo  della  sola  e sarebbe  affatto  evidente. 
Ma  non  coti  lo  sarebbe  quando  l'aspetto  9 (/)  -f-  9 1)  fosse  stato  alterato  dall'  effettuazione 
di  talune  operazioni , quali , per  fissar  le  idee , potrebbero  occorrere  per  separare  la  parte 
che,  nell*  ipotesi  di  p e 9 reali,  sarebbe  reale  dalla  imagiuaria.  Nella  espressione,  per  esem- 
pio, p5  — 9* — 2 p 2 q(p — l)f  non  è immediatamente  riconosribilc  la  forma  c* — 2 e 
eli’  essa  può  prendere.  I.e  espressioni  p — 91  , — 9*  , -[-2  9*  — 9*1  • si 

riconosceranno  non  riducibili  alla  forma  9 (e). 


Digitlzed  by  Google 


222 


SEZIONE  SECONDA 


di  una  espressione  f(P,Q ) . di  cui  si  possano  ottenere  le  de- 
rivate parziali  colle  ordinarie  regole  della  derivazione  (derivate 
parziali  i cui  valori  saranno  dunque  indipendenti  dalle  direzioni 
dei  differenziali  d P e d (?) , la  (4)  potrà  incontrastabilmente 
ritenersi  come  comprendente  in  se,  quale  caso  in  certo  qual 
modo  particolare  , la 

■ 9 f (x,  y)  3 f (a-,  y) 

dx  dy 

non  altrettanto  si  potrà  a dirittura  ritenere  in  riguardo  di  una 
qualsiasi  espressione  f(P,Q),  come,  ad  esempio,  di  una  serie  o di 
un  prodotto  infinito  qualunque.  Laonde,  quand’anche  si  scorgesse 
che  una  espressione  f(P,  Q)  dipenda  esclusivamente  dal  valore 
del  binomio  P+Qi,  e non  dai  valori  dei  singoli  termini  Pe  Q, 
non  si  potrebbe  , col  semplice  appoggio  di  ciò  che  fu  esposto 
in  questo  paragrafo,  ritenere  a dirittura  che  f( .r,y)  sia  funzione 
della  variabile  complessa  z = x-\-yi,  nel  senso  riemanniano  , 
a meno  che  si  sapesse  in  pari  tempo  che,  mediante  le  regole 
di  derivazione,  si  potrebbero  ottenere  dall’  espressione  f (P,  (?) 
espressioni  in  P e ( ? anche  per  le  due  derivate  parziali 

9f(P.Q)  9 m o)  n 

dP  ’ 3 (?  u* 


0.  31.  Conchiudendo  , noi  ci  atterremo  alla  definizione 
del  sig.  Riemann,  ossia  dunque  riguarderemo  come  funzione  di 
z = x -f-  yi  una  grandezza  w — u + vi  allorché  vari  con  z 
in  modo  da  soddisfare  la 
...  .dw  3 w 


(*)  Quindi  non  sembrerà,  per  esempio,  superfluo,  in  riguardo  specialmente  di  elii  abbia 
«oliatilo  compilo  un  corso  ordinario  di  calcolo  diflerrniinlc  c integrale , il  dimostrare,  come 
fanno  i sigg.  Rriot  e bouquet  nella  loro  Theorie  drs  fonct.  il.  p.  (n.  16),  che  una  serie  ordinala 
secondo  le  polente  inlcre  c positive  di  x-j-yi  , e perciò  dipendente  visibilmente  non  dalle 
singole  lettere  x c y ma  dal  binomio  x-J-y»,  è funzione  di  x -f-  y » entro  il  cerchio  di 
convergenti.  F meno  ancora  parranno  superflue  le  dimostrazioni  contentile  nei  li.  75  e 121 
dell’  opera  stessa. 
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Non  ostante  la  definizione  che  stabiliva  , anche  Cauchy 
riconosceva  a pieno  la  convenienza  di  considerare  più  special- 
mente le  dipendenze  regolale  dalla  condizione  (I),  le  (piali 
chiamava  funzioni  monogene  (*).  E pertanto  il  divario  tra  la  de- 
finizione di  Cauchy  c quella  del  sig.  Riemann  non  ebbe  punto 
per  effetto  di  far  intraprendere  teoriche  che  avessero  in  mira 
regioni  diversamente  estese  dell’  universo  dominio  delle  fun- 
zioni ; ma  si  può  dire  che  ebbe  soltanto  per  effetto  di  intro- 
durre nella  scuola  di  Cauchy  I’  uso  della  espressione  funzione 
monogena  invece  del  solo  vocabolo  funzione  usalo  nella  scuola 
del  sig.  Riemann. 

La  (1)  ossia  la 

9ic  9 w 
dx  dyi 

può  dirsi  esprimere  specialmente  che  la  derivata  di  tv  ottiene 
lo  stesso  valore  secondo  le  due  direzioni  degli  assi  ; giacché 
per  queste  è dz=dx  , dz  = dgi=idy.  Abbiamo  poi  già 
osservato  alla  fine  del  §.  25  che  basta  di  sapere  che  la  deri- 
vata conserva  lo  stesso  valore  per  due  qualunque  direzioni  di- 
verse e non  contrarie  per  essere  certi  che  la  medesima  sia 
indipendente  affatto  dalla  direzione.  Il  confronto  di  quella  qual- 
sia direzione , che  in  seguito  potrà  occorrere  d’  imaginare  per 
dz  , colle  direzioni  degli  assi  richiamerà  sempre  all’  istante  le 
eguaglianze 

dw 9 tv , 9io 

dl~dx~7ty' 

La  (I),  come  si  è già  dovuto  vedere  , equivale  alle  due 
condizioni  in  termini  reali 


9u  9u  9 u 9u 

' ‘ 9 x = dy  ' dy  = ~~  &c‘ 

Da  queste  due  equazioni  del  primo  ordine  se  ne  possono 
dedurre  due  del  secondo  ordine,  ciascuna  delle  quali  contenga 


(•)  Vedi  Exercicei  d'  An.  tl  de  Phyi.  inaili.  Tomo  4 , pog.  346. 
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le  derivate  di  una  sola  dello  funzioni  reali  u e v.  Basta  deri- 
varle si  rispetto  ad  x che  rispetto  ad  y e confrontare  le  quat- 
tro equazioni  risultanti.  Si  avranno  così  le 


(*) 


3 ’«  3*«  3*u  3*o 

3^1  + 3p=  ’ &rs  + 3 y,=°* 


Nessuna  dunque  delle  funzioni  u e v polrebb’  essere  scelta 
arbitrariamente,  dovendo  soddisfare  ad  una  equazione  alle  de- 
rivate parziali  del  secondo  ordine.  Queste  equazioni  , determi- 
nanti già  in  parte  le  funzioni  u e v , attestano  in  anticipa- 
zione e chiaramente  che  dev’  esser  possibile  di  stabilire  molte 
proprietà  precise  ed  importanti  delle  funzioni  u e v , ossia 
delle  funzioni  to  di  una  variabile  complessa , senz’  altro  pre- 
supporre delle  medesime  fuorché  la  definizione  riemanniana. 

0.  39.  Pel  punto  di  partenza  non  del  tutto  ordinario,  che 
con  questa  definizione  indipendente  da  ogoi  presupposizione  di 
espressioni  analitiche  vien  stabilito  per  intraprendere  una  teorica 
delle  funzioni,  diventa  opportuno  che  innanzi  di  procedere  si  ri- 
fletta se  continuino  tuttavia  a sussistere  talune  proprietà  che  sono 
incessantemente  sottintese  negli  ordinari  procedimenti  dell’ana- 
lisi. Ora  noi  facciamo  osservare  che  continuano  a sussistere  le 
seguenti  proprietà. 

Se  w è funzione  di  z , e z è funzione  di  , anche  w è 
funzione  di  Ed  invero  sieno  y e ■{*'  due  valori  della  variabile 
<p  dei  quali  il  secondo  debba  tendere  a coincidere  col  primo  , 
e sieno  z e z',  io  c tu'  i valori  corrispondenti  delle  altre  due 
variabili.  Pel  supposto  saranno 


indipendente  dalla  direzione  di  f — <p  , 


..  tv — w 

lim  

z — z 


indipendente  dalla  direzione  di  z'  — z ; 


e però  il  prodotto 

..  z' — z tu' — tv  to' — tv 

lira  — - . hm  - = lim  

^ Z — z y 
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sarà  indipendente  dalle  due  suddette  direzioni;  ma  l’essere 
uf  — w 

lim  — indipendente  dalla  direzione  di  <]/  — 

significa  appunto  che  w è anche  funzione  di 

Se  w è funzione  di  z,  anche  z è funzione  di  tv.  Sia  in- 
fatti tv  un  valore  qualunque  della  variabile  iv , e tv'  un’altro 
suo  valore  che  debba  tendere  in  qualsivoglia  direzione  al  primo; 
e sieno  z e z'  i valori  corrispondenti  di  z.  Tenendo  invariabile 
il  valore  w e mutando  la  direzione  di  vi  — w rimarrà  inva- 
riabile il  valore  z e muterà  la  direzione  di  z'  — z;  ma,  pel 
supposto  , il  rapporto 

tv' — w ...  , z'  — z 1 

- e quindi  anche  — — — 

3 — 2 W — W IV  — W 

Z — 2 


ha  un  limite  indipendente  dalla  direzione  di  z'—  z;  dunque  il 
cambiamento  della  direzione  di  w — w non  influisce  sul  limile 
2 

del  rapporto^- — 
w — w 

S e w è funzione  di  z,  lo  è anche  — . Infatti  dalle  (2)  del 

dz 

§.  precedente  si  deduce 

d / dw\ 85kj 

dy  \ dz  ) 9 xdy  ’ 

9 /dtc\  t 9 j 9 itv 
dx\dzj  ' 9//9.r  ' 9x9 y’ 

d’  onde 

. 9 /iltc\  9 /dw\ 

1 9x  \ dz  ) 9 //  \ ds  ) * 

la  quale  esprime  che  la  derivala  soddisfa  pure  alla  condizione 
(I)  del  §.  precedente. 


15 
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CAPITOLO  QUINTO 


Interpretazioni  geometriche  della  condizione 
irteli  In  «a  nel  concetto  di  funzione  d*  una  variabile  affatto  libera. 
Inveotlgazloul  geometriche 
relative  ad  alcune  funzioni  particolari. 


0.  33.  Una  prima  interpretazione  geometrica  della  con- 
dizione (f)  31  ossia  delle  equazioni 

3 u do  9 u 3o 

dx  dy  ’ dy  dx 

si  ottiene  considerando  la  rappresentazione  della  funzione 
w = fornita  dal  sistema  delle  due  superficie  le  cui  or- 

dinate verticali  siano  u(x,y)  e v{x,y). 

Riguardate  separatamente,  queste  superficie  rappresentano 
le  funzioni  reali  ti  e t>  delle  due  variabili  reali  x e y.  Ma , 
diversamente  da  ciò  che  nel  §.  22  si  ò detto  circa  I’  arbitra- 
rietà ammissibile  per  superficie  rappresentative  di  funzioni  di 
due  variabili  reali  , nessuna  delle  superficie  u e e potrebbe 
imaginarsi  presa  arbitrariamente  al  disopra  d’  una  porzione 
qualsia  del  piano  orizzontale , dovendo  esse  appartenere  al 
genere  di  superficie  caratterizzate  dall’  equazione 


3*u  3*u 

dx*  + dy*  " 


■0. 


Così  pure  , mentre  nel  §.  25  asserimmo  che  1’  essere  una 
funzione  di  due  variabili  reali  continua  e finita  sopra  una  por- 
zione del  piano  non  trae  seco  che  quivi  debba  pure  essere 
continua  e finita  la  derivata  , ed  a conferma  invocammo  la 
rappresentazione  geometrica  ; colale  asserzione  non  può  più 
anticipatamente  sostenersi  per  funzioni  come  leu  e r che  deb- 


Digitlzed  by  Google 


CONCETTO  DI  FUNZIONE  E DISTINZIONI  CARDINALI 


227 


bono  essere  le  componenti  reali  di  una  funzione  d’  una  varia- 
bile complessa,  non  essendo  più  lecito  di  presupporre  senza 
alcun’  esame  che  per  superficie  , quali  sono  le  m e v , di  una 
natura  già  in  parte  obbligata,  le  tangenti  a lince  in  esse  trac- 
ciate od  i piani  tangenti  possano  cambiare  di  direzione  bru- 
scamente dove  si  voglia.  Però  pei  noti  principi  circa  le  fun- 
zioni arbitrarie  ammissibili  nelle  soluzioni  di  equazioni  alle 
derivate  parziali,  può  ben  conghietturarsi  che  una  delle  super- 
ficie della  coppia  u,  v potrà  prendersi  arbitrariamente  sopra 
una  linea  nel  piano  orizzontale , cioè  che  potrà  supporsi  pas- 
sante per  una  linea  data  comunque  nello  spazio.  Ma  non  fer- 
miamoci piu  oltre  in  simili  riflessioni  che  toccano  propriamente 
a ciò  che  forma  appunto  I’  oggetto  della  parte  generale  dello 
studio  a cui  c’  incamminiamo. 

La  interpretazione  geometrica  , oggetto  di  questo  § , con- 
siste nell’ osservare  (*),  che  le  equazioni  (i)  esprimono,  che, 
facendo  rotare  d’ un  angolo  retto  la  superficie  u intorno  ad 
una  verticale  qualunque  e nei  senso  positivo  degli  angoli , il 
piano  tangente  questa  superfìcie  nel  punto  situato  in  questa 
verticale  diventa  parallelo  al  piano  tangente  la  superficie  t>  nel 
punto  corrispondente  cioè  pure  situalo  in  questa  verticale.  Ed 
invero,  le  normali  alle  duo  superficie  u o v fanno  coi  tre  assi 
delle  coordinale  angoli  di  cui  i coseni  sono  rispettivamente  pro- 
porzionali a 

9 m 9 u 

Sx  ’ Sy  ’ _ ’ 


(2) 


Sv  9 v 
Sx  ’ 9 y ’ 


Ora,  se  gli  assi  rotassero  insieme  colla  superficie  u dell’  indi- 
calo angolo  retto,  la  direzione  positiva  dell’  asse  delle  x diver- 
rebbe la  positiva  dell’  asse  delle  y , e questa  la  negativa  del- 
1’  asse  delie  x ; dunque  per  effetto  della  rotazione,  la  normale 


(*)  Brio!  c Bouquet , Thtorie  ccc.  , pog.  8. 
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alla  superfìcie  u farà  cogli  assi  angoli  dei  quali  i coseni  sa- 
ranno rispettivamente  proporzionali  alle  quantità 

3 u 3 u 

jfy  ’ 3^  ’ ~ 

ossia,  per  la  (1),  proporzionali  alle  quantità  (2);  essa  nor- 
male sarà  dunque  divenuta  parallela  alla  normale  alla  super- 
fìcie v. 

Si  osservi  altresì  che  le  due  superficie  u e v non  sono 
convesse  in  veruna  loro  parte  ; poiché  le  loro  indicatrici  ai 
punti  corrispondenti  si  projettano  sul  piano  orizzontale  secondo 
iperbole  equilatere  eguali  , di  cui  ciascuna  ha  per  assi  gli 
asintoti  deli’  altra. 

$.  34.  Ma  vi  è un’altra  interpretazione  geometrica,  che 
venne  presa  dagli  analisti  in  assai  maggiore  contemplazione,  e 
che  ha  luogo  quando  , invece  di  rappresentare  i valori  della 
funzione  mediante  verticali  erette  sul  piano  della  variabile  , si 
rappresentino  anch’  essi , come  quelli  della  variabile,  mediante 
i punti  di  un  piano.  Imaginiamo  per  maggior  chiarezza  non  un 
solo  ma  due  piani  : il  solito  piano  della  z ed  il  piano  della 
w.  Designiamo  , come  al  solito  , con  le  stesse  lettere  i va- 
lori ed  i punti  che  li  rappresentano  ; si  che  w e z esprimano 
non  soltanto  una  coppia  di  valori  corrispondentisi  della  fun- 
zione e della  variabile , ma  anche  i due  punti  rappresentativi 
e corrispondentisi,  l’uno  nel  piano  della  w e I’  altro  nel  piano 
della  z.  Ogni  dipendenza  di  w ( qualunque  fosse  , funzione 
o no)  da  z riesce  rappresentata  come  una  dipendenza  della 
posizione  del  punto  w da  quella  del  punto  z.  Se  ad  ogni  va- 
lore di  z corrisponde  un  valore  di  w che  varia  con  s in  modo 
continuo  c determinato , ad  ogni  punto  del  piano  z corrispon- 
derà un  punto  del  piano  w , ad  ogni  linea  in  generale  una 
linea,  ad  ogni  porzione  tutta  connessa  dell’  un  piano  una  por- 
zione tutta  connessa  dell’ altro.  La  dipendenza  della  funzione  w 
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Piano  «li  w. 


Piano  di  x. 


dalla  variabile  z si  presenta  di  tal  maniera  come  una  imagine 
del  piano  z sul  piano  w (*). 

Ora  , se  w sia  funzione  di  z , questa  imagine  verrà  ad 
avere  , in  conseguenza  della  (1)  §.  31  , una  proprietà  che 
sarà  la  interpretazione  geometrica  di  cui  si  tratta.  Per  ricono- 
scere questa  proprietà  consideriamo  una  coppia  qualunque 
to,  z di  punti  corrispondenlisi  nei  due  piani , e invaginiamo 
che  il  punto  z si  sposti  di  una  grandezza  infinitesima  z' — z 
secondo  una  direzione  qualunque  (Fig.  11),  e poscia  che,  ri- 
P's-  H.  tornato  dove  era,  si  sposti 

di  nuovo  secondo  altra  di- 
rezione della  grandezza  in- 
finitesima z" — z.  Il  punto 
w si  sarà  spostato  aneli’  es- 
so in  prima  di  una  gran- 
dezza infinitesima  to' — to, 
e poi  di  altra  grandezza 
infinitesima  tv" — tv  ; ed  il  supporre  che  w sia  funzione  di  z, 

ossia  che  il  quoziente  differenziale  ~ sia  indipendente  dalla  di- 

dz 

rezione  del  differenziale  dz,  equivarrà  al  supporre  che  sia 
. to'  — io  w" — w 


2 


z — z 


Ora  questa  eguaglianza  può  tradursi  nelle  due  in  termini  reali: 
mod  (io’ — tv)  mod  (to" — to) 
mod(z'— z)  mod  (z” — z) 
arg  (io’ — io)  — arg  (z‘—  z)  = arg  (to"—  w)  — arg  (z“—  z). 
Quest’  ultima  può  scriversi  anche  come  segue 

arg(z"—  z)  — arg  (z' — z)  = arg  (to"—  to) — arg  (w'—to) 


(*)  Di  lui  ninnimi  lo  stadio  delle  dipendenze  Irti  variabili  complesse  può  riguardarsi 
come  uno  stadio  di  dipendenze  o trasformazioni  delle  figure.  Intorno  a ciò  non  daremo  per 
adesso  in  formoli  oni  non  necessarie  per  progredire  nel  nostro  corso,  ma  soltanto  ricorde- 
remo lu  Memoria  clic  licnc  il  primo  posto  , cioè  quella  di  Gauss  citala  a pag.  72  , e dalla 
quale  appunto  proviene  lu  interpretazione  geometrica  che  stiamo  per  esporre. 
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ed  esprime  che  gli  angoli  2'zz"  e w'wvf  hanno  eguale  gran- 
dezza ed  egual  senso  (*)  ; e I’  altra  esprime  che  i lati  infini- 
tesimi formanti  questi  angoli  sono  tra  loro  proporzionali.  I 
triangoli  zz  z"  e www"  sono  dunque  simili  tra  loro,  e simili 
sarebbero  del  pari  due  poligoni  0 figure  infinitesime  qualunque 
corrispondcntisi  nei  due  piani.  Considerando  dunque  una  por- 
zione finita  del  piano  z e la  sua  imagine  (cioè  il  sistema  con- 
tinuo dei  punti  corrispondenti^  sul  piano  tv,  il  significato  geo- 
metrico dell’  essere  w funzione  di  z in  quella  porzione  consiste 
nell’  essere  simili  nelle  loro  parli  infinitesime  la  detta  porzione  e 
la  sua  imagine  sul  piano  w. 

Questa  simiglianza  però  ammette  dello  eccezioni.  È affatto 
chiaro  che  la  medesima  non  avrebbe  luogo  per  coppie  di  valori 
particolari  di  z e io  per  le  quali  le  variazioni  tra  loro  corri- 
spondenti dz  e dtv  non  stessero  in  rapporto  finito,  ossia 
dtv 

por  le  quali  la  derivata  — riuscisse  nulla  0 infinita.  Vedremo 

più  tardi  , nella  debita  generalità  , in  quali  maniere  si  corri- 
spondano tra  loro  nei  luoghi  d’  eccezione  le  parti  infinitesime. 

35.  Passiamo  a considerare  , per  esercizio , alcune 
funzioni  particolari.  Allorquando,  imaginando  nel  piano  della 
variabile  due  sistemi  di  linee  che  a guisa  di  rete  lo  coprano 
per  intero,  si  possano  determinare  i due  sistemi  di  linee  cor- 
rispondenti nel  piano  della  funzione,  si  potranno  evidentemente 
seguire  con  tutta  facilità  i movimenti  simultanei  della  variabile 
e della  funzione  ("),  ossia  riconoscere  prontamente  le  trasfor- 
mazioni die  subiscono  nel  piano  della  funzione  figure  qualunque 
tracciate  nel  piano  della  variabile.  Se  i due  sistemi  nel  piano 

(*)  Od,  in  altri  termini,  che  i lati  c ir  tr1  dovrebbero  rotare  di  uno  slesso  angolo, 
ed  entrambi  nel  senso  positivo  (nei  rispettivi  piani)  oppure  entrambi  nel  scn»o  negativo,  per 
prendere  le  direiioni  dei  lati  e le 

(**)  E perciò  importa  di  sempre  ben  ricordare  che,  ogni  qualvolta  il  punto  mobile  rap- 
presentativo della  variabile  cambia  bruscamente  di  direzione , rotando  per  cosi  dire  intorno 
n se  medesimo  di  un*  angolo  finito  , altrettanto  deve  Tare  anche  il  punto  mobile  che  gli 
corrisponde  nel  piano  della  funzione , c cioè  rotare  esso  pure  intorno  a se  medesimo  dello 
stesso  angolo  finito  e nello  «fesso  senso. 
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2 fossero,  per  esempio,  di  linee  tra  loro  ortogonali,  ortogonali 
dovrebbero  pur  essere  tra  loro  le  linee  dei  due  sistemi  nel 
piano  w. 

Cominciamo  dal  caso  semplicissimo  di  w — z*.  Se  consi- 
derassimo nel  piano  z i due  sistemi  di  parallele  agli  assi  , 
troveremmo  come  corrispondenti  nel  piano  w due  sistemi  di 
parabole  che  hanno  i fuochi  in  0 ed  i diametri  principali  sopra 
I’  asse  reale.  Ma , nel  presente  caso , vogliamo  invece  conside- 
rare nel  piano  z il  sistema  delle  rette  che  partono  da  0 ed  il 
sistema  delle  circonferenze  che  in  0 hanno  il  centro.  Per  ogni 
retta  è costante  l’ argomento,  per  ogni  circonferenza  è costante 
il  modulo  di  z ■ E però  , essendo 

arg«/  = 2argz  , mod  tc  — (mod  z)*, 
alle  rette  corrisponderanno  nel  piano  w ancora  rette  par- 
tenti da  0 ed  alle  circonferenze  ancora  circonferenze  aventi 
in  0 il  centro.  Ma  siffatte  rette  nei  piano  w comprenderanno 
a due  a due  angoli  doppi  di  quelli  compresi  fra  le  rette  cor- 
rispondenti nel  piano  z (')  , e le  circonferenze  avranno  raggi 
eguali  ai  quadrati  dei  raggi  corrispondenti  nel  piano  z.  Queste 
osservazioni  bastano  per  far  comprendere  quali  posizioni  ten- 
gano i punti  corrispondentisi  ossia  le  intersezioni  delle  coppie 
di  rette  e circonferenze  corrispondentisi  nei  due  piani.  Tuttavia 
ci  fermeremo  ancora  un  poco  sul  caso  w — z*=0,  per  fare 
considerazioni  che,  sebbene  affatto  ovvie,  troveremo  però  in 
seguito  vantaggio  a non  aver  tralasciate. 

Imaginiamo  due  rette  R.  e Rw  girevoli  intorno  a 0,  una 
sul  piano  z e I*  altra  sul  piano  w , e sieno  esso  pel  primo 
istante,  per  fissar  le  idee,  nelle  direzioni  positive  dei  due  assi 
reali.  Inoltre  riguardiamo  R,  come  una  punteggiata  ad  intervalli 
infinitesimi,  ossia  come  formata  da  una  successione  di  punti  che, 

(*)  Erro  un  caso  d*  eccezione  alla  eguaglianza  che  in  generale  deve  sussistere  fra  gli 
angoli  corrispondenti.  Intorno  ai  due  punti  0,  che  si  corrispondono  nei  due  piani,  due 
figure  infinitesime  non  sono  simili  Ira  loro  ; ivi  le  variazioni  die  e dz  nou  stanno  in  rap- 
porto finito  tra  loro,  essendo  --  «■=  = * . 

du>  tz 
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quantunque  io  sostanza  punti  di  Ox  , vogliamo  concepire  come 
distinti  e per  cosi  dire  sorretti  da  quest’  asse  e precisamente 
dai  punti  di  esso  asse  che  rappresentano  i numeri 

0,£,2e,  3c,  4e  , ecc.  (e  ilif.  piccolo); 
c riguardiamo  similmente  /?»  come  formata  dalla  successione 
di  punti  sorretti  dai  rappresentativi  dei  numeri  corrispondenti 
0 , e* , 2*  «* , 3*  e* , 4*  e* , ecc. 

Quando  R,  prenderà,  a rotare  intorno  a 0 (e  per  fissar  le  idee 
invaginiamo  che  roti  nel  senso  positivo)  , allineile  i punti  for- 
manti Rw  coprano  in  ogni  istante  i corrispondenti  di  quelli 
coperti  da  R,  , bisognerà  che  Rw  roti  con  velocità  doppia  di 
quella  di  R , . Per  tal  modo  , quando  R,  avrà  fallo  un’  intero 
giro  , cioè  descritto  un’  intero  piano  o strato  sovrapposto  al 
piano  s , Rw  avrà  fatto  due  interi  giri  , cioè  descritto  due  in- 
teri piani  o strati  sovrapposti  al  piano  tv.  Ossia  , entrando  in 
maggiori  particolari , se  consideriamo  , come  già  i punti  delle 
due  rette  mobili  , cosi  anche  le  direzioni , che  rotando  esse 
vanno  prendendo , come  distinguibili  I’  una  dalla  successiva  e 
date  dalle  due  serie  di  valori  angolari  corrispondenlisi 

0 , ri , 2>j , 3>ì  , ecc.  (r;  inf.  piccolo)  , 

0 , 2>i , 4»; , 6)7 , ecc.  ; 

e se  imaginiamo  che  ognuna  di  coleste  direzioni  si  renila  in 
certo  qual  modo  sensibile  mediante  un  filo  (rettilineo  indefinito) 
e che  si  rendano  pure  sensibili  mediante  fili  (circolari)  i cam- 
mini dei  singoli  punti  delle  rette  mobili  , laonde  le  posizioni 
tutte  dei  punti  resteranno  significate  dai  crocicchi  dei  fili  ( i 
quali  crocicchi  sarà  poi  meglio  riguardare  come  nodi)  ; rico- 
nosceremo affatto  chiaramente  che  nel  proprio  giro  Rt  avrà 
generato  uno  strato  retiforme  disteso  sul  piano  z , e che  nel 
tempo  stesso  /?«,  avrà  generalo  due  strali  retiformi  distesi  sul 
piano  w , dei  quali  il  primo  corrispondente  al  primo  mezzo 
strato  sul  piano  c ed  il  secondo  (che , per  fissar  le  idee  , ri- 
terremo come  sovrapposto  al  primo)  corrispondente  al  secondo 
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mezzo  strato  sul  piano  z.  Inoltre , ritrovandosi  /?,  e Hw  alla 
fine  dei  rispettivi  giri  semplice  e doppio  nello  direzioni  iniziali, 
possiamo  senza  imbarazzo  imaginare  che  il  termine  di  ciascun 
filo  circolare  della  rete  distesa  sul  piano  z si  connetta  col  ri- 
spettivo cominciamento,  onde  questa  rete  risulti  tutta  connessa, 
e che  del  pari  il  termine  di  ciascun  filo  bicircnlare  della  rete 
a doppio  strato  distesa  sul  piano  io , traversando  lo  strato  sot- 
loposlo,  si  connetta  col  rispettivo  cominciamento,  rendendo  cosi 
pure  tutta  connessa  quest’  altra  rete. 

Abbiamo  cosi  due  reti  a vani  infinitesimi  ossia  due  super- 
ficie, ciascuna  delle  quali  senza  contorno  di  sorta  perchè  eslen- 
dentesi  indefinitamente  e dappertutto  connessa,  coprenti  I’  una 
una  sola  volta  il  piano  z e l’altra  due  volle  il  piano  w,  e tali 
che  ad  un  punto  dell’ una  corrisponde  sempre  uno  ed  un  solo 
punto  dell’  altra.  Due  punti  sovrapposti  nella  rete  tv  corrispon- 
dono a due  nella  rete  z simmetricamente  posti  rispetto  al  punto 
0 , il  che  ricorda  che  tv  ha  lo  stesso  valore  per  due  valori 
di  z tra  loro  contrari.  La  rete  o tessuto  tv  può  dirsi  la  de- 
formazione della  rete  z prescritta  dalla  funzione  tv  — z1,  come 

la  rete  z potrebbe  dirsi  la  deformazione  della  rete  tv  pre- 

■ 

scritta  dalla  funzione  z=tv'  della  variabile  indipendente  tv. 

Concependo  i fili  (cioè  lutti  i loro  tratti  infinitesimi  com- 
presi tra  nodo  e nodo)  come  flessibili  ed  estendibili , non  v’  è 
difficoltà  a imaginare  che  queste  reti,  levate,  se  piace,  dai  due 
piani  orizzontali  , vengano  deformate  in  infinite  guise  senza  le- 
sione della  connessione  in  alcun  punto.  Le  possibili  deforma- 
zioni, che  lasciano  pur  sempre  intatta  la  connessione,  si  offri- 
ranno in  ancora  maggiore  varietà  e più  facilmente,  ammettendo 
che  i fili  e quindi  anche  pezzi  di  esse  reti  possano  oltrepas- 
sarsi I’  un  I’  altro  senza  rompersi  (')  ed  eziandio  che  durante 

(•)  Per  b scopo  rappresentativo  pel  quale  coleste  reli  o superficie  sono  qui  irnaginnte, 
la  connessione  deve  puramente  intendersi  coinè  rappresentazione  di  c-onlinuità  nelle  varia- 
zioni dei  valori  o numeri  rappresentati  dai  singoli  punti.  Come  rappresentazioni  puramente 
ideali  di  passaggi  continui,  i fili  possono  quindi  benissimo  supporsi  sciolti  da  proprietà  che 
pur  soglionsi  riconoscere  in  fili  materiali. 


Dìgitized  by  Google 


234 


SEZIONE  SECONDA 


ima  deformazione  si  possa  operare  momentaneamente  nella  rete 
qualche  taglio , cioè  togliere  in  qualche  dove  la  connessione , 
purché  la  si  ristabilisca  ancora  dappertutto  prima  che  la  defor- 
mazione sia  da  riguardarsi  come  compiuta. 

Pei  detti  concepimenti  le  due  reti  z e tosi  potranno  conside- 
rare come  deformazione  o trasformazione  l’ una  dell'  altra,  od  en- 
trambe come  trasformazioni  di  una  stessa  terza  rete  che  potrà 
prendersi  sotto  una  infinita  varietà  di  forme.  Per  ottenere  la 
rete  io  come  trasformazione  della  rete  z basterà  effettuare  ciò 
eh’  è suggerito  dalia  già  dichiarala  corrispondenza  tra  i (ìli  del- 
I’  una  e quelli  dell’  altra. 

Suppongasi  in  prima  di  voler  trasformare  nella  corrispon- 
dente porzione  di  rete  tv  il  solo  primo  quadrante  della  rete  z, 
cioè  dire  la  parte  che  corrisponde  ai  valori  simultaneamente 
positivi  di  x e y , e per  fissare  di  più  le  idee  s’ imagini , se 
vuoisi  , essa  rete  , non  come  illimitata  , ma  come  un  cerchio 
finito  col  centro  0.  La  trasformazione  si  potrà  concepire  effet- 
tuata mediante  le  due  seguenti  operazioni.  Si  spieghi  il  qua- 
drante, come  fosse  un  ventaglio,  secondo  il  senso  positivo  degli 
angoli , di  tanto  che  ogni  suo  raggio  o filo  rettilineo  venga  a 
formare  col  filo  corrispondente  alla  direzione  positiva  dell’  asse 
reale  , e che  supponesi  tenuto  fisso,  un’  angolo  doppio  di  quel 
che  formava  primieramente.  Per  questa  operazione  i tratti  in- 
finitesimi da  nodo  a nodo  nei  fili  circolari  avranno  dovuto  as- 
sumere lunghezze  rispettivamente  doppie  di  quella  di  prima  ; 
poiché  ogni  filo  circolare  dall’  essere  un  quarto  ha  dovuto  di- 
ventare una  metà  della  circonferenza  d' egual  raggio.  In  secondo 
luogo  , si  spostino  i fili  circolari  in  guisa  che  , rimanendo  pur 
sempre  mezze  circonferenze  col  centro  in  0,  vengano  ad  avere 
raggi  i quali  sieno  in  lunghezza  i quadrali  dei  raggi  di  prima. 
Per  questa  operazione  avranno  dovuto  variare  di  lunghezza 
simultaneamenti  i tratti  infinitesimi  dei  fili  circolari  e dei 
rettilinei. 

Per  trasformare,  non  il  solo  primo  quadrante,  ma  i primi 
due  quadranti  della  rete  z,  non  si  hanno  se  non  da  fare  ancora 
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lo  suddette  due  operazioni.  Il  mezzo  cerchio  della  rete  * riu- 
scirà trasformato  nel  primo  cerchio  o strato  inferiore  della 
• rete  tv. 

Per  trasformare  finalmente  lutto  il  cerchio  o tessuto  z,  con- 
verrà anzitutto  imaginare  operato  per  un  momento  un  taglio  in 
esso  tessuto  dal  centro  sino  alla  periferia,  e poscia  fare  le  due 
già  dette  operazioni,  ed  infine  ristabilire  la  connessione  fra  i due 
orli  del  taglio.  Sebbene  cosa  ovvia  come  le  precedenti,  entriamo 
tuttavia  a suo  riguardo  in  qualche  più  minuto  particolare.  Conce- 
pito il  taglio  come,  per  fissar  le  idee,  sta  espresso  nella  lig.  12, 
e tenuto  fermo  l’orlo  Oa,  faremo  rotare  (Fig.  13)  l’orlo  0 a 

Fig-  13  Fig.  13. 


e con  esso  tutti  i raggi  precedenti  Oh,  Og , . . . , Oc,  0 b propor- 
zionalmente agli  angoli  che  fanno  coll’orlo  Oa  (*).  Con  ciò 
verremo  a costituire  un  secondo  strato,  il  quale  riuscirà  infine 
intero  come  il  sottoposto,  poiché  Oa'  deve  rotare  di  quattro 
retti  ossia  portarsi  nuovamente  nella  direzione  di  Oa.  Ciò  otte- 
nuto , sposteremo  i fili  bicircolari  in  modo  che  i raggi  di- 
vengano i quadrati  di  ciò  che  erano  prima.  Infine  ristabili- 
remo la  connessione  tra  I’  orlo  Oa  e l’orlo  Oa,  o,  ciò  eh’ è 


(*)  Angoli,  già  s’ intende,  misurati  a partire  da  Oa  uel  senso  positivo. 

Colla  fig.  13  inlcndiamo  rappresentare  lo  stato  della  rete  allorché  0 a'  abbia  fatto 
quasi  mezzo  giro.  Le  lince  punteggiate  esprimono  fili  della  porzione  di  rete  clic  rimane 
coperta  dallo  strato  superiore  cui  la  rotazione  va  produccndo.  Gli  archi  eoutinui  esprimenti 
fili  circolari  di  questo  strato  furono  tracciati  con  raggi  un  poco  ingranditi  a fine  di  lasciar 
vedere  gli  archi  punteggiali. 
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dire  lo  stesso  , fra  il  termine  di  ciascun  filo  bicircolare  e il 
rispettivo  cominciamenlo.  Ed  ecco  cosi  evidentemente  trasfor- 
mata la  rete  2 dalla  sua  forma  primitiva  in  quella  della  rete  w>, 
restando  dappertutto  inalterata  la  connessione.  Si  potrebbe  os- 
servare che,  se  il  raggio  On  non  corrispondesse  alla  direzione 
positiva  dell’  asse  reale , i due  strati  non  s’ incrocicchierebbero 
precisamente  lungo  cotesta  direzione,  come  nel  caso  della  rete 
w che  vedemmo  descritta  dalla  retta  girevole  /?„.  Ma  la  dire- 
zione e,  più  in  generale,  anche  la  natura  geometrica  della  linea 
d’  incrocicchiamento  può  riguardarsi  come  affatto  indifferente  ; 
ed  il  caso  , per  esempio,  di  Oa  rettilinea  ma  non  diretta  se- 
condo l’asse  reale  si  riduce  a completa  coincidenza  con  quello 
dianzi  considerato , imaginando  che  il  settore  circolare  dello 
strato  superiore  compreso  fra  Oo  ed  il  raggio  corrispondente 
alla  parte  positiva  dell’  asse  reale  cali  al  disotto  dello  strato 
inferiore  ; il  che,  come  s’  è detto,  noi  imaginiamo  che  possa 
avvenire  senza  rotture  ossia  violamento  di  connessione  in  ve- 
runa parte  di  cotesti  strati  retiformi. 

Finalmente  vogliamo  pure  premettere  che,  invece  di  pren- 
dere in  considerazione  due  luoghi  rappresentativi  0 reti  , una 
per  la  variabile  , I*  altra  per  la  funzione  , riuscirà  per  lo  più 
in  seguilo  preferibile  di  considerarne  una  sola , la  quale  del 
resto  potrà  imaginarsi  trasformala  ora  in  una  ora  in  altra  forma. 
Contempliamo  , per  esempio  , la  sola  rete  2 distesa  nella  sua 
forma  originaria  sul  piano  2.  Essa  potrà  benissimo  riguardarsi 
come  luogo  'dei  punti  determinativi,  non  dei  valori  della  sola  2, 
ma  di  questi  valori  accoppiati  coi  corrispondenti  della  tv.  Poi- 
ché , se  il  punto  rappresenta  , per  cosi  dire  , perfettamente  un 
valor  di  2 (rappresentandone  la  effettiva  grandezza  mercè  la 
posizione  che  tiene  rispetto  ai  punti  dove  2 ha  i valori  0,1,  i), 
esso  individua  non  meno  perfettamente  il  corrispondente  valore 
di  w , in  quanto  che  a cotesto  punto  si  sa  che  corrisponde 
uno  ed  un  solo  punto  della  rete  w.  Potremo  dunque  renderci 
affatto  indipendenti  dal  pensiero  di  quest’ultima  rete  e scorgere 
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ludo  il  bisognevole  nell’  unica  rete  z,  imaginando  che  ciascuna 
coppia  di  valori  di  z e w venga  fìssala  o deposla  inrimovibil- 
mente  nel  relativo  punto  della  rete  z,  quasi  che  e il  punto  e i 
numeri  fossero  dotali  d’estensione  e come  enti  materiali  legati 
tra  di  loro.  Dopo  di  ciò  , se  occorra  , si  potrà  altresì  libera- 
mente imaginare  che  la  rete  venga  staccata  dal  piano  z e de- 
formata in  infinite  guise  ; che  , se  non  venga  lesa  in  nessun 
punto  la  connessione  , essa  rimarrà  sempre  rete  atta  a rappre- 
sentare la  dipendenza  w — z*=0,  cioè  rete  dotata  delle  proprietà: 
che  ogni  coppia  distinta  di  valori  delle  variabili  z e tv  ossia 
ogni  soluzione  distinta  dell’  equazione  w — zs  — 0 ha  in  essa  uno 
ed  un  solo  punto  rappresentativo , e che  qualunque  simultanea 
variazione  continua  di  dette  variabili  si  può  raffigurare  in  un 
movimento  continuo  di  un  punto  mobile  ih  essa  ; e viceversa. 
Entrambe  le  variabili  possono  dirsi  funzioni  affatto  determinate 
(cioè  che  ammettono  un  solo  valore)  del  punto  o posto  in  co- 
lesta rete  o superficie  rappresentativa;  mentre,  fatta  astrazione 
da  ogni  rappresentazione,  la  z è funzione  a due  valori  rispetto 
a w come  variabile  indipendente. 

In  seguito  vedremo  che  la  superficie  rappresentativa  della 
dipendenza  fra  due  variabili  s'imagina  per  lo  più  distesa  sul  piano 
di  quella  che  si  vuol  considerare  come  variabile  indipendente, 
e sempre  , ben’  inteso  , in  modo  che  lutti  i punti  dove  per 
questa  variabile  trovasi  deposto  uno  stesso  valore  riescano 
precisamente  situali  sopra  il  punto  rappresentativo  del  mede- 
simo valore  nel  detto  piano.  Se  la  funzione  avrà  « valori  per 
ogni  valore  della  variabile  , come  nel  caso  della  radice  di  una 
equazione  algebrica  del  grado  n i cui  coefficienti  fossero  fun- 
zioni razionali  della  variabile,  la  rete  distesa  sul  piano  di  que- 
sta riuscirà  formala  di  » strati. 

36.  Consideriamo  la  relazione  w—z ",  essendo  n in- 
tero positivo.  Sarà 

arg  iv  — n arg  z , mod  w — (mod  z)". 

Imaginando  qui  pure  le  due  rette  girevoli  lì,  c , la  seconda 
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dovrà  rotare  con  velocità  nupla  in  confronto  della  prima  , e 
perciò,  mentre  lì,  genererà  uno  strato,  Rw  ne  genererà  n. 
Ritenuto  parimenti  che  i termini  dei  fili  circolari  della  rete  z 
connellansi  coi  rispettivi  com'mciamenti,  e che  lo  stesso  avvenga 
dei  termini  dei  fili  «circolari  della  rete  tv  (i  quali  dallo  strato 
superiore  passeranno  ai  rispettivi  cominciamenti  nello  strato  in- 
feriore traversando  ti — 1 strati  intermedi),  si  avranno  due  reti 
per  le  quali  polrebbersi  ripetere  le  varie  considerazioni  fatte 
nel  §.  precedente.  La  rete  tv  (specialmente  se  si  riduca  ogni 
strato  ad  un  cerchio  finito)  potrebbe  qualificarsi  come  super- 
ficie di  una  vite , con  asse  eretto  perpendicolarmente  in  0 sul 
piano  M , e con  passo  infinitesimo.  Ma  non  è da  dimenticare 
che  nel  caso  nostro  vuoisi  concepire  che  lo  strato  superiore 
della  superficie  si  continui  , traversando  i sottoposti  , nello 
strato  inferiore.  Riguardando  z come  funzione  di  tv,  si  è in  un 
caso  particolare  di  radice  d’  una  equazione  algebrica  del  grado 
n a coefficienti  razionali  rispetto  alla  variabile;  alla  rappresen- 
tazione e allo  studio  della  funzione  riuscirebbe  specialmente 
opportuna  (se  la  semplicità  del  caso  non  la  rendesse  super- 
flua) la  rete  a n strali  distesa  sul  piano  tv,  in  ogni  punto 
della  quale  si  pensi  deposto  il  corrispondente  valore  di  z.  Que- 
sta funzione,  che  è a n valori  rispetto  alla  variabile  tv  o rispetto 
al  punto  mobile  nel  piano  semplice  tv,  riesce  ad  un  solo  valore 
ossia  allatto  determinata  rispetto  al  posto  nella  rete  o super- 
ficie a n strati  suddetta. 

37.  Consideriamo  la  tv  — e’.  Come  dichiarammo  nel 
§.  15  , intendiamo  con  c*  la  somma  della  serie 


2 z1 

’+r+rr2  + 


ed  è superfluo  il  far  riflettere  eli’  essa  soddisfa  la  condizione 
per  essere  funzione  di  s.  Essendo 

eI+ìni  = et 

la  funzione  ammette  il  periodo  2iri,  ossia  prende  uno  stesso 
valore  in  tutti  i punti  del  piano  z succedenlisi  parallelamente 


Digitized  by  Google 


CONCETTO  DI  FCNZIONB  E DISTINZIONI  CARDINALI 


239 


all’  asse  imaginario  alla  distanza  2ir  1’  uno  dall’  altro.  Perciò  , 
dividendo  il  piano  z in  liste  mediante  rette  parallele  all’  asse 
reale  (’)  e distanti  2 re  I’  una  dall’  altra  , la  funzione  w pren- 
derà già  tutti  i valori  di  cui  è suscettibile  , ossia  il  punto  tu 
percorrerà  già  tutta  I'  estensione  per  esso  possibile  nel  piano  w, 
anche  soltanto  facendo  muovere  z entro  una  di  siffatte  liste. 

Restringiamoci  dunque  a considerare  una  sola  lista,  e sia 
quella  determinata  dall’  asse  reale  e dalla  parallela  dalla  banda 
delle  y positive.  Riflettendo  che,  per  ottenere  tutti  i punti 
della  lista , alla  x devonsi  dare  tutti  quanti  i valori  reali  ; che 
ogni  valore  di  x va  combinato  , una  sola  volta , con  tutti  e 

soli  i valori  di  y da  0 a 2 re  ; e che  si  ha 

mod  w = e* (**)  , arg  w = y -f-  2 re  i . m : (") 

si  riconosce  che  alla  lista  del  piano  z corrisponde  tutto  intero 
il  piano  tu,  ed  in  modo  che  ad  un  punto  di  quella  corrisponde 
un  solo  punto  di  questo,  e viceversa. 

Ma  per  scorgere  più  chiaramente  luti’  assieme  l’ imagine 
della  lista  z sul  piano  w , fissiamo  specialmente  nella  lista  i 
due  sistemi  di  rette  parallelo  ai  due  assi.  Alle  parallele  a 0 y, 

lungo  ciascuna  delle  quali  è costante  la  a;  e perciò  anche  il  mo- 

dulo di  w mentre  la  y ossia  1’  argomento  di  w cresce  da  0 a 
2 re  , corrispondono  nel  piano  w intere  circonferenze  aventi  il 
centro  in  0.  Alle  rette  parallele  a Ox  corrispondono  invece 
altrettante  retto  che  partono  da  0.  Nella  fig.  14  veggonsi  le 
quattro  parallele  a Otj  per  le  quali  x ha  ordinatamente  i va- 
lori , — 1 , 0, 1 , 2.  La  prima  vedesi  punteggiata;  i termini  delle 
altre  tre  , a tratto  continuo  , veggonsi  designali  colle  lettere 
a,  a',  b,b';  c,  c'.  Nella  fig.  15  veggonsi  le  quattro  circonferenze 
corrispondenti  : la  prima  ó punteggiata  ; le  altre  sono  quelle 

(*)  Invero  di  questo  sistema  di  rette  parallele  se  ne  potrebbe  prendere  un'altro  in  qua- 
lunque altra  direzione,  od  anche  un  sistema  di  lince  curve  quali  ollerrebbersi  facendo  scor- 
rere un'unica  linea  replicatamrntc  in  nodo  che  ciascuna  volta  il  cammino  d’ ogni  suo  punto 
sia  in  grandezza  e direzione  2 iti, 

(**)  Il  numero  intero  arbitrario  *h  non  influisce  , come  è chiaro , sulla  posizione  del 
punto  nel  piano  ir. 
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che  partono  dai  punti  a,  /3,y  corrispondenti  degli  a,b,c  ed  ar- 
rivano ad  a',  jS',  -/  corrispondenti  degli  a',  b\  c.  Veramente  i 
punti  a,  fi,  dovrebbero  confondersi  coi  punti  «,  P,  y, ... 
Ciò  non  ostante  abbiamo  rappresentate  queste  due  serie  di 
punti  come  formanti  due  rette  distinte  , a fine  di  rendere  , 
per  cosi  dire , più  visibile  la  trasformazione  che  i due  sistemi 
di  rette  o fili  della  lista  z subiscono  nella  imagine  sul  piano  w. 
Questa  trasformazione  può  riguardarsi  come  composta  delle 
due  più  semplici  seguenti  , analogamente  a quanto  s’ è già 
osservalo  nei  due  precedenti  paragrafi.  L’  una  consiste  nel  por- 
tare ciascuna  parallela  a Oy,  compresa  la  ad  giacente  sulla 
0 y stessa , ad  avere  la  distanza  e*  invece  di  x dal  detto  asse 
imaginario.  Con  ciò  tutte  le  parallele  ossia  fili  determinati 
da  valori  negativi  di  x riusciranno  sifTallamente  avvicinati  tra 
loro  che  tutta  la  metà  di  lista , la  quale  da  Oy  slende- 
vasi  all’  infinito  nel  senso  negativo  dell’  asse  reale  , si  tro- 
verà ristretta  tra  fili  nn  e a a'  (Fig.  16)  distanti  I’  uno  dal- 


Fig.  Ili.  Fig. 


I’  altro  di  una  sola  unità.  L’  altra  consiste  nell’  iraaginare  che 
i tratti  infinitesimi  dei  fili  spostati  si  modifichino  in  lunghezza 
nel  rapporto  di  1 alla  distanza  che  ciascuno  ottenne  da  nn', 
e si  incurvino  per  modo  che  i fili  stessi  riescano  trasformali 
in  intere  circonferenze  concentriche,  i cui  raggi  perciò  saranno 
rispettivamente  eguali  alle  distanze  ora  nominate.  Con  ciò  il 
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filo  tiri  sarà  ridotto  a circonferenza  di  raggio  nullo  cioè  ad  un 
punto  (il  punto  0 del  piano  w);  ed  i fili  già  paralleli  a 0./- , 
senza  cessare  di  essere  rettilinei,  partiranno  tutti  come  raggi 
dal  detto  punto,  facendo  col  filo  disposto  secondo  l’asse  reale 
angoli  rispettivamente  eguali  alle  loro  primitive  distanze  dal- 
I'  asse  stesso. 

Volendo  ora  considerare  non  già  una  lista  ma  tutto  intero 
il  piano  z,  è chiaro,  che  ad  ogni  suo  punto  corrisponde  bensì 
ancora  un  solo  punto  del  piano  w,  ma  che , pel  contrario,  ad 
un  punto  nel  piano  w non  corrisponde  un  solo  bensì  una  in- 
finità di  punti  nel  piano  z , e cioè  il  punto  che  appartiene 
alia  lista  dianzi  considerata  e tutti  gli  omologhi  delle  altre  liste. 
Volendo  concepire  tal  luogo  geometrico  per  la  variabile  io  che 
ad  ogni  punto  di  esso  corrisponda  anche  un  solo  punto  del 
piano  2 , basterà  considerare  invece  del  piano  o superficie  a 
strato  unico  una  superficie  composta  d’ una  infinità  di  strali 
distesi  sul  piano  w , ciascuno  dei  quali  corrisponda  ad  una 
lista  del  piano  z.  Imaginiamo  che  , sul  piano  z,  una  retta 
indefinita  R,  disposta  inizialmente  sull’asse  reale  si  stacchi  da 
quest’  asse  e conservandosi  ad  esso  parallela  proceda  nel  senso 
delle  y positive.  Come  sua  corrispondente,  R » , sul  piano  w con- 
sideriamo inizialmente  la  Oa/Byp.  Questa  prenderà  a rotare  nel 
senso  positivo  degli  angoli,  e,  mentre  R,  genererà  la  lista  che 
avevamo  preso  in  speciale  considerazione  , essa  farà  un  giro 
intero,  passando  per  Op,,  Op,  , Opj  e disponendosi  infine  se- 
condo Op',  ed  avrà  cosi  generato  uno  strato  coprente  comple- 
tamente il  piano  tv.  Continuando  a progredire,  la  R,  genererà 
una  seconda  lista,  e la  Rw,  continuando  a rotare,  genererà 
un  secondo  strato  che  potremo  riguardare  come  sovrapposto 
al  primo.  E cosi  seguitando,  mentre  R,  genererà  la  infinità  di 
liste  costituenti  la  parte  di  piano  dove  le  y sono  positive,  fi* 
genererà  una  infinità  di  strati  completi  ciascun  dei  quali  cor- 
rispondente ad  una  lista  determinata,  e che  potremo  riguardare 
come  succedenlisi  sempre  ciascuno  al  disopra  del  precedente. 

1G 
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Invaginando  poi  che  Rlt  rimettendosi  soli’ asse  reale,  prenda  a 
discostarsene  nella  direzione  delle  y negative,  onde  generare  le 
liste  di  quest’ altra  parte  di  piano  z,  la  fìK,  dalla  direzione 
primitiva  0/*,  prenderà  a rotare  nel  senso  negativo  degli  angoli 
e genererà  ancora  una  infinità  di  strali  che  potremo  riguar- 
dare come  succedenti  ciascuno  al  disotto  del  precedente. 
Il  sistema  di  tutti  gli  strati  generati  da  Rw  costituisce  un  luogo 
geometrico  tutto  connesso,  il  quale,  intorno  alla  verticale  eretta 
sul  punto  0 del  piano  w , potrebbe  riguardarsi , similmente  al 
già  esposto  nel  §.  precedente , come  la  superficie  di  una  vite 
con  I'  asse  in  questa  verticale  e con  passo  infinitesimo. 

Se , considerando  w come  variabile  indipendente,  e come 
luogo  del  punto  tv  non  già  la  superficie  a strati  ora  descritta 
ma  il  semplice  piano  w,  vorremo  tuttavia  ancora  ottenere  che, 
ogniqualvolta  w ritorni  in  uno  stesso  punto,  la  funzione  z cioè 
Ite  riprenda  sempre  lo  stesso  valore  ossia  ritorni  sempre  an- 
eti’ essa  nello  stesso  punto  del  proprio  piano  : imporremo  alla 
varietà  dei  cammini  leciti  per  tv  la  restrizione  di  non  mai  com- 
prendere nemmeno  un  giro  completo  e veramente  chiuso  intorno 
al  punto  0;  ossia,  per  maggiore  chiarezza,  imagineremo  il 
piano  w tagliato  lungo  una  linea  che  da  0 vada  all’  infinito 
(per  esempio  , lungo  tutta  la  parte  positiva  dell’  asse  reale  , 
come  è già  indicato  nella  fìg.  15)  e riterremo  che  , nel  muo- 
versi , w non  debba  mai  distaccarsi  dalla  superficie  cosi  tagliata, 
cioè  non  mai  sorpassare  il  taglio  (*).  Inoltre  ammetteremo  che, 
scelto,  per  un  dato  valore  iniziale  di  w,  uno  fra  gl’innumere- 
voli valori  corrispondenti  di  z,  i successivi  valori  di  z debbano 
essere  quelli  che  , variando  w in  modo  continuo  , succedono 
con  continuità  al  già  scelto.  Si  scorge  subito  chR  , con  siffatte 


(*)  Se  In  superficie  si  deformasse  un  poco  iu  guisa  che  i due  orli  del  loglio  riuscissero 
divergenti  , * r non  potrebbe  sorpassare  il  taglio  scusa  distaccarsi  dalla  snperlicic  durante 
il  salto  clic  farebbe  dall’  uno  all*  altro  orlo. 
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restrizioni , facendo  percorrere  a w tutto  il  piano  tagliato , la 
z percorrerà  tutta  e sola  una  lista  del  proprio  piano  , quella 
lista  in  cui  giace  il  punto-valore  prescelto  come  corrispondente 
al  valor  iniziale  di  io. 

38.  Consideriamo  la  to=senz.  Anzitutto  osserveremo 
che  intendiamo  stabilito  il  significato  delle  funzioni  circolari  per 
qualsia  valore  complesso  della  variabile  mediante  le  foratole 
euleriane 

ei«_  e_i.  e4*  -1-e—1* 

(1)  sepz=» — — — , cos2= , 


dalle  quali  discende  tosto , come  è noto  , la  sussistenza  delle 
foratole  o proprietà  . fondamentali  delle  funzioni  circolari  per 
qualunque  valore  di  z. 

Essendo  sen  (z-f-2ir)  = senz , |a  funzione  ammette  il  pe- 
rìodo in,  ossia  prende  uno  stesso  valore  in  tutti  i punti  del 
piano  z succedenti  parallelamente  all’  asse  reale  alla  distanza 
ini’  uno  dall’  altro.  Perciò , dividendo  il  piano  z in  liste  me- 
diante rette  parallele  all’  asse  imaginario  e distanti  in  tra  loro, 
la  funzione  prenderà  già  tutti  i valori  di  cui  è suscettibile  (e 
si  vedrà  che  sono  tutti  quanti  i numeri)  anche  soltanto  facendo 
variare  z entro  una  di  siffatte  liste. 

Di  più  , essendo  sen  (rr — z)  = sen  z , ossia 


sen  ^[2  » + 1 ] | + z^  =sen  ^[2  n + i ] ^ — z^ , 
in  ogni  due  punti  simmetricamente  disposti  rispetto  ad  uno 


qualunque  di  quelli  espressi 


i— • i *j< 


de  uno  stesso  valore;  laonde  entro  ciascuna  lista  ogni  valore 
di  cui  essa  è suscettibile  compare  in  due  punti. 

Consideriamo,  per  fissar  le  idee,  la  lista  racchiusa  fra  le 
parallele  a 0 y che  ne  distano  di  n,  1’  una  dalla  banda  delle  x 
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positive,  l’altra  dalla  opposta  (Fig.  i7).  Essendo  z—-  e z- 


K 

"2 


Fig.  17. 
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i punti  di  essa  rispetto  ai  quali 
sono  simmetricamente  disposti 
quelli  che  portano  uno  stesso 
valore  della  funzione  , se  si  ti- 
rano le  parallele  a 0 y passanti 
n 

per  z—  , queste 

parallele  insieme  cogli  assi  divi- 
dono la  lista  in  otto  parti  0 liste 
minori,  le  quali  a due  a due  (se- 
gnate nella*  figura  con  lettere 
eguali)  portano  lo  stesso  sistema 


di  valori  della  funzione. 

Imaginiamo  ora  nel  piano  2 , 0 semplicemente  nella  lista 
testé  considerata,  i due  sistemi  di  tutte  le  parallele  ai  due  assi 
e cerchiamo  quali  siano  i sistemi  di  linee  corrispondenti  nel 
piano  w.  Dalla  prima  delle  (d),  ponendovi  x + iyi  in  luogo  di  z 
e cos  a;  ± i sen  a;  in  luogo  di  e***,  si  ha 


w — sen  x 


e-»  -f  e» 


COS  X - 


e~*  — e» 


e quindi 


: sena: 


t»  -f  e~» 


U = COS  X ■ 


2 i 


u’  — e- 


I.a  eliminazione  di  x fra  queste  due  equazioni  darà  l’ equazione 
generale  delle  linee  corrispondenti  alle  parallele  a 0.r  , la  eli- 
minazione di  y l’equazione  delle  corrispondenti  alle  parallele  a Oy. 
Eliminando  x si  ottiene 


L. 

n*  1 


BB  BB 


-=\ 


la  qual’  equazione  rappresenta  un  sistema  di  ellissi  aventi  i 
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fuochi  nei  punii  w—i  e io—  — i,  che  sono  i corrispondenti 

, . ir  r 

dei  punti  z = - e i — — - • 
z 2 

Eliminando  y si  ottiene 

»*_ 

sensa:  cos*# 

la  qual’  equazione  rappresenta  un  sistema  di  iperbole  aventi 
pure  i fuochi  nei  punti  le  — 1 ('). 


(*)  Questi  sistemi  di  linee  mostrano  facilmente  come  sia  lo  intagine  di  qualsivoglia  por- 
zione del  piano  z sul  piano  te,  e quindi  come  si  possa  concepire  che  una  rete  distesa  sulla 
lista,  z e formata  du  fili  disposi? secondo  le  rette  parallele  agli  assi,  deformandosi  per  gradi 
insensibili , riesca  distendibile  sul  piano  t c coi  fili  stessi  disposti  secondo  le  coniche  corri- 
spondenti alle  rette  , c colla  stessa  connessione  di  prima.  Per  celesta  trasformazione  gio- 
verebbe P imaginure  per  un  momento  operati  in  prima  due  tagli  nella  rete  secondo  V asse 

ir  7r 

reale,  l’uno  da  — - a ir,  Poltro  da  — — a — ir;  fra  gli  orli  dei  quali  ristabilirebbe»!  la 

connessione  dopo  la  deformazione.  Ed  invero,  ciò  supposto,  s*  imogini  che  le  parallele 
all’  asse  imaginario  costituenti  le  quattro  parli  A,  Bf  C,  D prendano  rispettivamente  la  forma 
delle  iperbole  che  ad  esse  corrispondouo  nel  piano  m,  La  ipcrbola  corrispondente  alle  'pa- 
rallele estreme  a'6%  d'cf  confondici  colle  due  porzioni  d’asse  reale  che  da  1 nella  direzione 
positiva  e da  — I nella  negativa  vanno  all’  infinito.  Perciò  le  due  parti  aa'  e 66'  dovranno 
rotare  di  un'  angolo  retto  intorno  ni  loro  punto  di  congiunzione  sull’  asse  reale  (nel  senso 
per  ciascuna  indicato  dulie  frecce)  mentre  il  punto  stesso  dovrà  avvicinarsi  al  punto  0 tanto 
da  averne  la  distanza  I.  Analogamente  dovranno  comportarsi  le  ce'  c dd'.  Per  lai  modo 
ciascuna  delle  parli  A , D , C,  D coprirà  interamente  un  quarto  di  piano,  e tutte  assieme 
costituiranno  uno  dei  due  strati  completi,  coi  quali  poi  coprire  il  piano  Uh  E ciascuna  delle 
altre  quattro  parti  , rimaste  inalterate  e connesse  alle  prime  lungo  aa',  66',  ce',  dd',  si 
troverà  già  sospinta  dalla  rotazione  di  queste  rette  nel  quarto  di  piano  riuscito  testò  tutto 
coperto  dulia  sua  omonima  fra  le  A,  B,  C,  D.  Ricordando  la  supposta  travcrsabilità  dei  fili , 
potremo  concepire  che  quelle  quattro  parli  riescano  tutte  sottoposte  alle  A,  H,  C,  D , sì  che 
s’ incrocicchino  con  queste  lungo  I’  asse  reale  cioò  lungo  la  trasformala  posizione  delle 
aa'  e 66'  da  uua  binda  e delle  ce ' e dd'  dall’  altra.  Dopo  di  ciò  avremo  da  imoginarc  che 
ciascuna  di  dette  parti  sottoposte , mediante  deformazione  di  fili  analoga  olla  già  descritta  , 
si  espanda  in  senso  opposto  del  precedente  per  la  omonima  porzione  , venendo  a costituire 
del  pari  un  quarto  di  piano  , e quindi  tutte  quattro  insieme  uno  strato  completo;  e che  si 
ristabilisca  in  questo  struto  la  connessione  tra  le  due  parli  di  ciascuno  dei  fili  divenuti  iper- 
bolici, le  quali  furono  disgiunte  in  forza  dei  due  tagli  imaginali  prima  dello  deformazione. 
Ecco  cosi  trasformata  la  rete  z in  forruu  adulta  per  essere  distesa  nel  modo  desiderato 
sul  piano  te. 


Digitlzed  by  Google 


240 


SEZIONE  SECONDA 


0.  30.  Consideriamo  la  funzione  w=  snz  (*).  Questa  è 
doppiamente  periodica.  Imaginando  il  piano  z diviso  mediante 
due  sistemi  di  rette  parallele  in  parallelogrammi  tutti  eguali,  i 
cui  lati  rappresentino  in  grandezza  e direzione  i due  periodi  s> 
e a'  della  funzione  (**)  , questa  prende  già  tutti  i valori  di 
cui  è suscettibile  (e  si  vedrà  che  sono,  come  già  per  le  altre 
funzioni  considerate  , tutti  quanti  i numeri)  anche  in  un  solo 
qualunque  di  siffatti  parallelogrammi. 


Di  più,  essendo  «n  — zj  = snz,  ossia 

+ «'y  + 3)=s»([2n-H]^+  «'y  — z) 


in  ogni  due  punti  simmetricamente  disposti  rispetto  ad  uno 

tSJ  TS 

qualunque  di  quelli  espressi  da  + la  fun- 


zione prende  uno  stesso  valore  ; laonde  entro  ciascun  paralle- 
logrammo ogni  valore  di  cui  essa  è suscettibile  compare  in  due 
punti. 

Consideriamo  il  parallelogrammo  avente  il  centro  in  0. 

Essendo  z = - e z = — - i punti  entro  di  esso  rispetto  ai 
4 i 


quali  sono  simmetricamente  disposti  quelli  che  portano  uno 
stesso  valore  della  funzione,  se  si  tirano  per  questi  due  punti 
le  parallele  ai  lati , queste  parallele  , insieme  colla  bisettrice 
dei  lati  eguali  al  periodo  ® , dividono  il  parallelogrammo  in 
otto  parti  parallelogrammiche  le  quali  a due  a due  (segnate  nella 
figura  18  con  lettere  epali)  portano  lo  stesso  sistema  di  valori 
della  funzione. 


(*)  Noi  ammettiamo  qui  come  note  le  definizioni  ed  alcune  proprietà  delle  funzioni  el- 
littiche (Vedi  le  Notizie)  al  solo  scopo  di  trattare  anche  per  snz  la  questione  geometrica 
dei  paragrafi  precedenti.  Chi  crede  può  tralasciare  questo  paragrafo. 

(**)  Analogamente  al  già  osservato  nel  caso  d’uu  solo  periodo,  qui  pure  potrebbero  ima- 
ginare  altri  sistemi  di  linee  rette  od  anche  curve,  se  vogliasi  puramente  che  il  piano  risulti 
divìso  in  parallelogrammi  (rettilinei  o curvilinei)  le  cui  dimensioni  nelle  direzioni  dei  pe- 
riodi abbiano  a misura  i moduli  dei  periodi  stessi. 
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Noi  ci  mettiamo  a dirittura  nel  caso  ordinario,  in  cui  cioè 
uno  dei  periodi  è reale  e l’altro  imaginario,  ossia  in  cui,  im- 
piegando le  solite  lettere  jacobiane  , tn  è la  quantità  reale  4 K 
e e»'  è 2 iK.  La  fig.  1 8 è appunto  tracciala  in  questa  sup- 
posizione. 

Ciò  premesso , imaginiamo 
nel  piano  z , o semplicemente 
nel  parallelogrammo,  i due  siste- 
mi di  tutte  le  parallele  ai  lati, 
ossia  agli  assi  reale  e imaginario, 
e cerchiamo  i sistemi  di  linee 
corrispondenti  nel  piano  tv.  Dalla 
u + vi  = sn  (x  yi) , 
in  virtù  della  forinola  d’ addizio- 
ne e di  quelle  di  trasformazione 
delle  funzioni  ellittiche  di  variabile  imagìnaria  yi  e modulo  k in 
funzioni  ellittiche  della  variàbile  reale  y e modulo  — fc3, 

si  ottiene  la 


Fi*.  18. 


sn x dn  ( y , k')  + i cn  x dn x sn  (y,k')cn  ( y , k ') 

U W cn3  (y,  k')  + k3  s»3  xsn3  (y,  k’) 

in  cui  il  modulo , dove  non  è indicato , s’  intende  essere  k. 
Dunque  , ponendo  per  brevità 

sn  x = s , cn  x — c , dn  x — d 

sn{y,k')—a  , cn(jy,k')  = y , dn(y,k‘)  — i , 

si  avrà 

si  cdiy 

^ ' C===-/3-fk3S3<Z3' 

Per  trovare  le  linee  corrispondenti  alle  parallele  a Ox  ab- 
biamo da  eliminare  x fra  queste  equazioni.  Poiché  x entra  sol- 
tanto in  s , c ,d,  possiamo  eliminare  queste  tre  quantità  fra  le 
dette  equazioni  e le 

c*-fs3=H  , d3  + k3s3=l. 


4 
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Cavando  da  queste  due  cede  facendone  la  sostituzione  nella 

cdayu 
C==  — 

si  ha 

** y* «*-[»* / (4  + A*)  u*  + *V]*,+ A* o* ? «V  = 0 . 
Eliminando  adesso  s fra  questa  e la  prima  delle  (I)  , cioè 
y*  u — 3 s + A4  o*  MS5  = 0 , 
si  ottiene  la  equazione  desiderala 
(2)  7*  3*  [ k‘  a*  u*  + A*  a*  e1  - y'  ] 1 

-J*  (AV  - -/)  [AV  7*  (1  4-  u‘  4-  A*  a*  ÒV-  7*  <?*]  ==  0. 

Eliminiamo  ora  la  y fra  le  equazioni  (1),  ossia  eliminiamo 
le  tre  quantità  <r  ,y  ,3  fra  le  (1)  e le 

7»  4-  t5  = 4 , tJ4  4*  k'*  »*  = 4 • 

Dalla  prima  delle  (4)  e dalla  prima  di  queste  si  cava 

4 --3  -3  — Vii* 

* « . « 


e facendone  la  sostituzione  nelle  altre  due  , cioè  nelle 

cdvy  — —s3  , o*  4~ A's <z*  = 4 
u 

si  hanno  le  due  equazioni 

k'  sVu*  — sc*u(4  4-  k'  s')3+s'(c,-\-<rv')3'  = 0 
Fu  — d*«  -k‘'s3  4-  dtu3,  = 0. 

Eliminando  infine  3 fra  queste  due  , si  ottiene 
(3)  AVc,[dV4-dV4-c’]• 

4-(4— AV)  [ — c“(l  — /.4  s ‘)  «*  4-  A’*/  d*  e*  4-  A'*  *V]  = 0. 
Ponendo  rispettivamente  nelle  (2) , (3) 

y*  4-  A1  o*  dx  4-  A*  c* 

A=Z  2 A* a* 7*  ’ j=_2lv7’ 


« 
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eii  inoltre  <=  m’  + »*,  1’  una  e l’altra  equazione  diviene 

<4>  *-iA*+-vi%ne%i'e+h-t- 


Per  ogni  dato  valore  di  A , quest’  equazione  rappresenta  una 
curva  di  quart’ ordine  per  la  quale  i punti  circolari  all’ infinito 
sono  punti  doppi  (a  bicirctilar  quarlic) , come  si  fa  evidente 

rendendo  l’ equazione  omogenea  col  porre in  luogo  di  u,v, 

e facendo  successivamente  t=0  ed  u±vi  — 0.  Considerando 
la  (4)  come  un’  equazione  di  secondo  grado  in  A , il  prodotto 
delle  radici  è 

(1  —f?  3f*)'+  fr*  (1  — 3/*)*+  4 k'  v' 

~kk*v* 


e però  negativo;  dunque  per  ciascun  punto  del  piano  passano 
due  curve  reali  I’  una  del  sistema  (2),  I*  altra  del  sistema  (3). 
L’  equazione  (4)  rappresenta  entrambi  i sistemi  , e l’  uno  dei 
due  se  A supponesi  o positiva  o negativa.  Scrivendo  la  condi- 
zione perchè  i due  valori  di  .4  dati  dalla  (4)  siano  eguali  si 
ha  la 


[(«+<)•+  »•][(«-  !)•+»*] 

[(*«+  t)*+AV][(Au-  i),4-^,u’]  = 0 , 
cioè  tutte  le  curve  (4)  hanno  quattro  fuochi  reali  comuni  si- 
tuati su  0w  e corrispondenti  alle  ascisse  « = — 1,  +7» 

k 


(*)  Per  ulteriori  notizie  su  queste  curve  veggasi  una  Memoria  de)  sig.  Sichcck  nei  tonti 
57  (pag.  359)  e 59  (pag.  137)  del  giorn.  di  Crelle-Borchardl,  dove  (tonto  57,  pag.  365)  se 
ne  trovano  anche  le  figure,  delle  quali  è la  prima  quella  del  caso  da  noi  qui  effettivamente 
contemplato. 

Posta  attenzione  al  già  detto  nella  nota  del  precedente  , sarà  affano  ovvio  concepire 
come  una  rete  coprente  una  sola  volta  un  parallrlogrammo  del  piano  z (Fig.  18),  formata  da 
fili  paralleli  ai  lati  ossia  agli  assi , possa  deformarsi,  sotto  le  solite  condizioni  , in  modo  da 
coprire  due  volte  P intero  piano  ir,  coi  fili  disposti  secondo  le  curve  lesti  cercale.  Le  lei- 


Dìgitized  by  Google 


250 


SEZIONE  TERZA 

RIVISTA  DELLE  ESPRESSIONI  ANALITICHE 


CAPITOLO  PRIMO 

Cla«Nlf)cazloiie. 


$.  40-  Prima  di  impegnarci  nello  studio  delle  funzioni 
che  non  presupponga  per  esse  alcuna  espressione  analitica,  vo* 
gliamo  passare  in  rapida  rivista  le  varie  sorta  di  funzioni  od 
espressioni  analitiche  che  in  seguito  avremo  da  impiegare  , e 
che  possono  riguardarsi  siccome  il  materiale  di  cui  I’  analista 


tere  piene  e punteggiate  ranno  nella  lìg.  18  lo  stesso  officio  che  nella  fig.  17.  Il  rettangolo 
At  per  esempio,  dovrà  espandersi  tanto  da  coprire  un  quarto  di  piano,  e per  modo  che  il 
iato  l copra  tutta  la  parie  positiva  dell*  asse  imaginario,  ed  i lati  lf\  Vn  coprano  tutta 

la  parte  positiva  dell’asse  reale  (/'  da  0 a I , d«  I a - , V"  da  all'oc).  Nella  rete, 


trasformata  in  modo  analogo  a quello  del  § precedente , 1’  incrociamenlo  ossia  il  ; assaggio 
dall*  uno  all*  altro  strato  si  presenterà  più  spontaneamente  sopra  le  porzioni  dell*  asse  reale 

da  — a — I e da  I a ~ ; ma  potrà  del  resto  , come  è chiaro,  iraaginarsi  pure  secondo 


altre  linee. 

A concepire  come  veramente  attuabili  in  tutta  interezza  cosifalte  reti  c loro  trasforma- 
zioni sarebbero  , già  s’intende,  da  sostituirsi  ai  piani  z c re  due  superficie  chiuse  di  di- 
mensioni finite,  cioè,  per  fissar  le  idee,  due  sfere  di  raggio  finito.  Ma  sarebbe  inopportuno 
che  ci  trattenessimo  adesso  più  a lungo  intorno  a coleste  concezioni. 
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può  disporre  per  tradurre  in  atto  le  proprie  concezioni  ; e ciò 
nel  dupplice  intento  di  non  supporre  conosciute  troppe  cose 
che  anche  potrebbero  non  esserlo,  e di  generalizzare  od  altra- 
mente modificare  in  confronto  dell’  ordinaria  maniera  alcuni 
concetti  fondamentali.  Non  è una  rivista  completa  ed  egual- 
mente particolareggiata  che  ci  proponiamo;  pel  contrario,  lascie- 
remo in  disparte  molte  fra  le  cose  che  stimiamo  sicuramente  note 
a chicchessia,  e di  parecchie  fra  quelle  stesse  che  non  sono  an- 
cora molto  divulgate  non  faremo  che  ricordare  quanto  a noi  fa 
di  bisogno,  citando  però  fonti  a cui  possano  attingere  i vogliosi 
di  maggiori  informazioni. 

Essendo  infinita  la  varietà  delle  funzioni  analitiche  (*)  ima- 
ginabili,  divenne  necessario  di  distinguerle  in  classi.  In  prima 
si  stabili  una  classificazione  quasi  esclusivamente  basata  sulla 
considerazione  della  forma  ; ma  le  ricerche  moderne  vanno 
sempre  più  mostrando  la  importanza  e quindi  allargando  l’uso 
anche  di  distinzioni  basate  sulle  proprietà  (**). 

41.  Quanto  alla  forma,  le  funzioni  soglionsi  distinguere 
in  esplicite  ed  implicite,  e soglionsi  inoltre  distinguere  a seconda 
del  numero  e della  natura  delle  operazioni  che  entrano  nella 
espressione  del  legame  tra  la  variabile  e la  funzione. 

Dicesi  esplicita  una  funzione  quando  sia  immediatamente 
espressa  per  mezzo  della  variabile;  implicita  invece  quando  sia 

(*)  Mentre  ei  permettiamo  di  qui  qualificare  in  genere  come  funzioni  le  espressioni 
analiticbe  clic  vogliamo  passare  in  rivista,  ci  riserbiamo  però  di  dichiarare  più  tardi  se  tali 
poi  sieno  effettivamente  quelle  intorno  alle  quali  reputiamo  che  potrebbe*»  avere  incertezza. 

(*')  Anche  astraxione  fatta  dall'  essere  questa  Sezione  dedicata  precisamente  alle  forme 
od  espressioni  analitiche  , rifletteremo  che  , mentre  possiamo  sin  da  ora  indicare  tutte  le 
distinzioni  stabilite  in  riguardo  della  forma  , perchè  ue  possediamo  giù  gli  elementi  neces- 
sari che  sono  le  operazioni  aritmetiche,  altrettanto  non  potremmo  fare  per  le  distinzioni 
dell'  altra  sorta  ; le  quali  si  presenteranno  iuvecc  gradatamente  in  seguito  , allorché,  intra- 
preso lo  studio  generale  delle  fuuzioui  , andremo  via  via  riconoscendo  quali  siano  le  pro- 
prietà o caratteri  che  meritano  di  essere  assunti  come  gli  elementi  della  classificazione.  Di 
queste  proprietà  talune  del  resto  vengono  già  offerte  dall’  analisi  elementare.  Tale  è la  pe- 
riodicità, onde  le  funzioni  soglioosi  già  anche  nell’analisi  elementare  distinguere  in  non 
periodiche  e periodiche.  Nella  presente  Sezione  ci  accontentiamo  di  dare  le  distinzioni  delle 
funzioni  basate  sul  numero  dei  valori  eh’  esse  prendono  per  ogni  singolo  valore  della  varia- 
bile ($.  U ). 
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definita  per  mezzo  di  una  equazione  fra  essa  e la  variabile,  o 
di  più  equazioni  contenenti , oltre  queste  due , anche  altre 
quantità  variabili.  Una  funzione  data  in  prima  come  implicita 
potrà  rendersi  esplicita  quando  si  sappia  risolvere  rispetto  ad 
essa  la  equazione  o le  equazioni  che  la  involgono.  Una  fun- 
zione può  essere  essenzialmente  implicita  fintantoché  resti  fis- 
sato di  non  poter  disporre  che  di  certi  segni  di  operazioni  o 
funzioni , e figurare  invece  come  esplicita  quando  si  possa  di- 
sporre anche  di  altri  segni. 

$.  43.  Riguardo  al  numero  delle  operazioni  una  prima 
distinzione  è quella  delle  funzioni  in  semplici  e composte.  Dicesi 
semplice  una  funzione  quando  richieda  l’ effettuazione  di  una  sola 
operazione  sulla  variabile.  Prendendo  le  operazioni  aritmetiche 
nella  maggior  estensione  che  vedemmo  potersi  loro  attribuire,  ot- 
terremo tutte  le  funzioni  semplici  riguardando  nelle  formole  (4)  del 
§.  4 come  variabile  I’  una  e poi  I’  altra  delle  dUe  lettere  che 
le  compongono.  Lasciando  in  disparte  quella  in  cui  la  variabile 
figurerebbe  come  base  di  sistema  di  logaritmi,  ne  risulteranno 
le  seguenti  funzioni  semplici  ('). 

a 

(1)  a -j-  z , a — z , a 2 , - , za  , a1  , Logaz  , 

z 

delle  quali  le  due  ultime  non  verranno  da  noi  impiegate  che 
nel  supposto  di  a — e e nella  estensione  stabilita  nel  §.  15. 

Come  semplici  veggonsi  però  considerate  anche  altre  fun- 
zioni dagli  analisti  , e ciò  dipende  dal  punto  di  vista  al  quale 
si  vuol  portarsi.  Riguardando  non  già  dal  detto  punto  di  vista 
aritmetico  , ma  , per  esempio  , da  punto  di  vista  geometrico  , 
la  funzione  senz  e propriamente  una  infinità  di  altre  funzioni 
possono  essere  semplici  ed  indipendenti  nella  loro  origine.  Si 
può  asserire  che  qualsia  dipendenza  di  uno  da  altro  elemento 


(*)  K superfluo  il  far  riflettere  die,  non  dovendosi  avere  in  questa  classificazione  alcun 
riguardo  alla  natura  delle  costanti  nelle  funzioni  , le  formule 

* T"l-* 

coincidono  colle  o + i , o 
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geometrico  variabile  può  dar  origine  ad  una  di  coleste  funzioni. 
Si  potrà  trattare  tale  funzione  coi  procedimenti  propri  della 
geometria  , scoprendone  le  proprietà , come  appunto  si  fece 
per  seti  2.  Ma,  se,  fatta  astrazione  dalla  natura  geometrica,  si 
considera  soltanto  la  relazione  numerica  tra  questi  elementi  va- 
riabili espressi  pei  rapporti  che  hanno  colle  rispettive  unità,  si 
è condotti  a scorgere  nella  funzione  concreta  non  altro  che 
una  funzione  astratta  od  aritmetica,  la  quale,  aritmeticamente 
considerata,  se  non  sia  fra  le  (t),  potrà  noverarsi  fra  le  com- 
poste. Cosi,  in  particolare,  le  funzioni  circolari  seti 2,  cosz 
potranno  dirsi  composte  mediante  la  funzione  e1  giusta  le  for- 
inole d’  Eulero  (§.  38);  e le  loro  inverse  are  seti  z , are  cos  z 
composte  mediante  la  funzione  logaritmica. 

Riguardo  al  numero  delle  operazioni  si  distinguono  ulte- 
riormente le  funzioni  od  espressioni  in  finite  ed  infinite,  secon- 
dochè  sia  finito  od  infinito  il  numero  delle  operazioni  designate 
nella  espressione.  Non  v’  è difficoltà  di  concepire  espressioni 
analitiche  nelle  quali  il  numero  delle  operazioni  vada  con  de- 
terminata legge  crescendo  quanto  si  vuole,  e cosi,  come  limite, 
può  aversi  la  idea  di  espressioni  che  vorrebbero  un  numero 
infinito  di  operazioni. 

In  ordine  di  semplicità  si  presentano  in  prima  quelle 
espressioni  infinite  in  ciascuna  delle  quali  una  soltanto  delle 
operazioni  elementari  entra  essenzialmente  una  infinità  di  volte. 
S’  imagini  dato  un  sistema  semplicemente  infinito  di  quantità  (*) 
esteso  od  in  un  solo  senso 

(2)  Qt  1 Oj  Om  1 • • • 

ovvero  in  entrambi  i sensi 


(3) 


Q-m,  . • . 0-1,  Q-,  , Qo,  0,,  Qi Qm 


(*)  Come  già  sì  è dello,  un  simile  dato  potrebbe  tosto  * per  esempio,  minarsi  fissando 
una  quantità  Q la  quale  dipendesse  da  un*  indice  » n destinilo  a prendere  lutti  i valori  nu- 
merici interi  (positivi , o negativi  , o d’  entrambi  i segni).  Per  ora  non  importa  imnginarc 
le  quantità  Q come  dipendenti  dalla  solita  variabile  z. 
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S’ imagini  parimenti  dato  un 
quantità  , quale 

sistema  doppiamente  infinito  di 

<?y  0 ,,,  • • 

• • 

ov . . 

(4)  • ■ ; • 

• . . 

Q,  nQ,  ..  • 
' > * 

(?*,.  - - 

ovvero  quale 

• 

’ 

• 

0, Qt,.,  • 

(5)  . V.t>  . Q-,t  . 

0»,  . Q,,  . Q,t  o • 

• Q , 

Qo,  , Q,,  ,Q,t  , • 

• 0.,,  , , 

Qo,  , Q,,  , 0,,  , • 

Ed  in  generale  s’imagini  un  sistema  quanto  si  vuole  molliplicemente 
infinito  di  quantità.  Ora,  se  si  esprime  che  tutte  le  quantità 
di  uno  dei  sistemi  imaginati  sono  da  congiungersi  insieme  per 

via  di  addizione , si  ha  una 

espressione  infinita  che  dicesi 

somma  infinita.  Per  via  di  sottrazione  si  avrebbe  una  espres- 
sione identica,  nel  senso  generale,  alla  precedente;  arbitraria 

essendo  la  natura  delle  quantità  Q.  Se  si  esprime  che  tutte  le 
quantità  Q sono  da  congiungersi  per  via  di  moltiplicazione,  si 
ha  una  espressione  infinita  che  dicesi  prodotto  infinito.  Coteste 
somme  e prodotti  diconsi  semplicemente  , doppiamente , ecc.  in- 
finiti, secondochè  risultino  da  un  sistema  di  quantità  Q sempli- 
cemente , o doppiamente , od  ecc.  infinito.  Se  il  sistema  sarà 
il  (2) , la  somma  ed  il  prodotto  si  potranno  esprimere  colle 
scritture 

Qt  4"  (?j  + Os  ~b  ecc. 

Qt  - Qt  • 0*  • ecc. 
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Oltre  le  somme  ed  i prodotti  infiniti  è noto  che  si  sono  pure 
studiate  espressioni  involgenti  una  infinità  di  volte,  insieme  colla 
prima  o seconda,  anche  la  quarta  operazione  razionale,  cioè  la 
divisione,  e che  le  medesime  si  sogliono  rappresentare  come  segue 

Q, 


0.+ 


Qi  + 


A 
o5  + - 


A_ 

O7  ■+• . 


e chiamare  frazioni  continue  (*).  Noi  però  non  ci  tratterremo 
su  queste  espressioni  , delle  quali  non  faremo  uso  nel  nostro 
corso  ; esse  non  hanno  acquistato  nella  ricerca  delle  proprietà 
delle  funzioni  la  importanza  che  è loro  dovuta  nelle  ricerche 
strettamente  chiamate  aritmetiche  (* (***)’). 

lina  espressione  infinita  suol  dirsi  complessa  quando  si  riten- 
gano complesse  tutte  od  in  parte  le  quantità  che  la  compongono. 
In  questo  corso,  anche  tralasciando  il  detto  epiteto,  intenderemo, 
in  generale,  che  le  quantità  Q possono  essere  qualunque,  cioè 
tanto  complesse  quanto , come  caso  particolare , reali. 

$•  43.  Riguardo  alla  natura  delle  operazioni  le  funzioni 
distinguonsi  in  algebriche  e trascendenti , come  le  operazioni 
aritmetiche  stesse.  Diconsi  algebriche  le  operazioni  di  addizione, 
sottrazione,  moltiplicazione,  divisione,  elevazione  a potenza 
d’  esponente  razionale  ; trascendenti  le  altre.  Perciò  algebrica 
dicesi  una  funzione  quando  il  legame  fra  essa  e la  variabile  (“’) 


(*)  Quest’  allro  uso  del  vocabolo  continuo  può  dirsi  poco  felice.  Migliore  si  riconoscerà 
la  denominazione  tedesca  ( Kcttcnbrueh ). 

(*■)  La  formazione  di  espressioni  influite  per  via  di  operazioni  non  razionali  dovette 
naturalmente  rimanere  quasi  del  tutto  inconsiderata  , non  compiendosi  per  loro  mezzo 
I*  attuazione  numerica  cioè  dire  1*  effettiva  traduzione  in  cifre  , per  la  quale  vuoisi  sempre 
in  fine  venire  nelle  operazioni  razionali.  Ed  è appunto , come  si  sa  » principalmente  nella 
mira  di  sostituire  sistemi  di  operazioni  razionali  all*  altre  operazioni  o funzioni  (semplici  e 
composte)  che  s*  introdussero  nell’  analisi  le  espressioni  infinite. 

(***)  Prendiamo  di  mira  il  caso  di  una  sola  variabile  indipendente»  Però  osserviamo  che 
tutte  queste  denominazioni  si  applicano  del  pari  alle  funzioni  di  più  variabili , ove  abbiano 
rispetto  a ciascuna  delle  variabili  separatamente  la  forma  che  le  denominazioni  stesse  significano. 
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possa  esprimersi  mediante  un  numero  finito  di  operazioni  al- 
gebriche (')  ; trascendente  in  ogni  altro  caso  ("). 

Le  funzioni  algebriche  restano  così  definite,  in  generale, 
come  funzioni  implicite  ; tuttavia  esse  possono  talvolta  aversi 
esplicitamente.  Allora,  se  per  formare  la  espressione  di  essa 
sono  necessarie  soltanto  le  prime  quattro  operazioni , la  fun- 
zione vien  delta  razionale  ; se  sono  necessarie  soltanto  le 
prime  tre,  vien  detta  razionale  intera.  I tipi,  ai  quali  possono 
sempre  supporsi  ridotte  le  funzioni  razionali  intere  e fratte, 
sono  rispettivamente  : 

fo  + ct  2 + • • • • + c»  , 

C0  + Cj-+ + CmZW 

®o+c’i3+  ....  +cnzm 

Una  equazione  che  definisce  una  funzione  algebrica  può 
sempre  trasformarsi  in  guisa  da  non  contenere  nè  radicali,  nè 
divisori  involgenti  le  variabili  , e quindi  può  sempre  supporsi 
ridotta  al  tipo 

(i)  ?o  w"  + ?i  wn~{  + +?!.  = 0, 

dove  ?o  »?!>•••  ?»  sieno  funzioni  razionali  intere  di  z. 

Qualunque  funzione  algebrica  è continua,  e,  giusta  le  de- 
finizioni stabilite  nella  Sezione  seconda,  lo  è senza  eccezioni, 


(*)  Giù  s*  intende  sempre  operazioni  da  farsi  sulle  variabili  indipendenti  c dipendenti. 
Delle  costanti  non  si  suppone  nulla  che  ne  limiti  In  natura,  e quindi  potrebbero  imaginarsi 
provenienti  da  altre  costanti  per  via  di  qualunque  sistema  di  operazioni. 

(**)  Questa  distinzione  non  la  si  troverà  posta  da  tutti  gli  scrittori  negli  stessi  ter- 
mini. Evidentemente  I’  elevazione  a poteuza  d*  esponente  intero  può  comprendersi  nel  no- 
vero delle  moltiplicazioni;  I’  estrazione  di  radice  può  ridursi  ad  estrazioni  di  radici  d’ indice 
primo.  Pensando  che  da  una  equazione  algebrica  possono  sempre  farsi  sparire  i radicali  ed 
i divisori  involgenti  le  variabili , si  scorge  potersi  la  definizione  di  funzione  algebrica  porre 
come  segue  : algebrica  dicesi  una  fuuzione  quando  il  legame  fra  essa  e la  variabile  possa 
esprimersi  mediante  un  numero  finito  delle  Ire  prime  operazioni. 

Aggiungiamo  poi  che  si  ritroveranno  non  soltanto  differenze  di  parole  , ma  ben’  anche 
discordanze  essenziali.  Prenderemo,  ad  esempio,  un  passo  dello  stesso  Cauchy.  Nell’  Analyte 
aìg.  (pag.  24)  ammette  nella  composizione  delle  funzioni  algebriche  I1  élcvation  à dei  pi»- 
«aurei  firn , che  possono  quindi  essere  anche  di  esponente  irrazionale  ; c ciò  può  vedersi 
in  altri  luoghi  (forre,  d’  Ah.  et  de  Phy».  tnalh.  , tomo  3 , pag.  376)  anche  esplicitamente 
dichiaralo. 
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cioè  dire , è affatto  scevra  da  discontinuità.  E propriamente 
ha  luogo  il  teorema  che  segue  (*).  Sia  F(w,z)  = 0 la  equa- 
zione (della  forma  testò  esposta)  che  definisce  la  funzione 
algebrica  cui  s’  intende  considerare.  Sia  z„  un  valor  partico- 
lare qualsivoglia  di  2,  e sieno  . . . ,io0(")  gli  n valori 

corrispondenti  di  w,  cioè  le  n radici  dell’equazione  F(w,z0)=Q. 
Facendo  variare  z in  modo  continuo  a partire  dal  valore 
20,  gli  n valori  di  w varieranno  pure  in  modo  continuo, 
dando  luogcr  ad  n successioni  continue  di  valori , che  avranno 
per  valori  iniziali  rispettivamente  i numeri  m»0', ...,ui0W. 
Se  r fra  questi  numeri  0 radici  dell’equazione  F(tv,z0)  = 0 
fossero  eguali  tra  loro , r fra  le  successioni  anzidette  princi- 
pierebbero con  valori  eguali;  ma  non  cesserebbero  per  questo 
di  essere  r successioni  continue  e distinte,  a meno  che  la 
equazione  F(w,z)  = 0 avesse  radici  eguali  per  qualunque  va- 


lore di  z,  ossia  i polinomi  F(w,z ) e 


3 F(w,z) 
3 w 


ammettessero 


un  divisor  comune.  Ciascuno  di  quei  casi , in  numero  limitato 
ma  non  meno  essenziali  a considerarsi , nei  quali  alcuni  dei 
valori  z0,  tv0',w0",  t0oM  possono  essere  infiniti,  si  può 
tosto  ricondurre,  se  vuoisi,  al  caso  generale  di  z0,u>0',w0",...,  tou<*) 
finiti,  usando,  fra  gli  altri  modi,  dell’ una  0 dell’altra  0 di  en- 
trambe le  sostituzioni 


h'  = , 2' 

tv  — h 


1 

2 


dove  tv',  z'  significano  nuove  variabili  e h,  U costanti  disponibili. 

Avendo  definito  compiutamente  il  significato  delle  espres- 
sioni semplici , (1)  §.  42 , è chiaro  che  resta  per  ciò  stesso 
definito  il  significato  di  qualsia  espressione  composta  purché 
finita.  A completare  pertanto  ciò  che  riguarda  il  significato  di 
tutte  le  classi  di  espressioni  analitiche  che  potranno  occorrere 
restano  da  considerare  le  espressioni  infinite. 


(*)  Questo  teoremu  , come  già  indicammo  , a pngg.  69  c 79 , fu  stabilito  da  Cauchy 
nella  Memoria  Sur  la  nat.  et  lei  prvpr.  dei  rucinei  d’  une  iquat.  eco. 


47 
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0.  44.  Ma  prima  termineremo  questo  capitolo  di  classi- 
ficazione, indicando  sin  d’ ora  alcune  di  quelle  distinzioni  (tra 
le  funzioni)  le  quali  non  si  fondano  sulla  considerazione  della 
forma  : e cioè  le  distinzioni  basate  sul  numero  dei  valori  che 
le  funzioni  ammettono  per  ogni  particolare  valore  della  variabile, 
distinzioni  che  devonsi  intendere  stabilite  affatto  generalmente 
per  quali  si  siano  funzioni  , vale  a dire  , senza  che  di  queste 
sia  da  presupporsi  alcuna  espressione  analitica. 

Vi  hanno  funzioni  che  ammettono  assolutamente  un  solo 
valore  per  ciascun  valore  della  variabile:  tali  sono  le  algebriche 
razionali;  tali  pure  possiamo  dichiarare,  per  esempio,  le  funzioni 
(1)  e*,  senz  , cosz  , tanz,  ecc. , 

sebbene  vadano  soggette  ad  una  eccezione  , cioè  per  z —x 
ammettano  come  valore  qualsiasi  numero.  Vi  hanno  funzioni 
che  ammettono  due  , tre , ecc.  un  dato  numero  n qualsiasi  di 
valori  per  ciascun  valore  della  variabile.  Una  funzione  algebrica, 
definita , come  si  è indicato  nel  precedente  § , da  una  equa- 
zione della  forma 

?0  W"  + +•••+?»  = 0 » 

ammette  n valori  per  ciascun  valore  della  variabile  ; ed  n pa- 
rimenti possiamo  dire  che  ne  ammette  una  funzione  definita 
da  una  equazione  della  forma  stessa  precedente,  in  cui  però 
i coefficienti 

?o  »?<»•••»  ?» 

sieno  formati  razionalmente , non  colla  sola  z , ma  eziandio 
colle  funzioni  (1)  ; sebbene  siavi  eccezione  per  z—cc. 

Ciò  premesso , riterremo  le  funzioni  distinte  in  : funzioni 
a un  solo  valore  e funzioni  a più  valori  ovvero , detcrminata- 
mente, a due  , a tre a n,  ..  . valori  (*). 

(•)  Se  come  funzioni  a n valori  non  si  volessero  qualificare  se  non  clic  qui  Ile  le  quali 
hanno  » valori  per  ciascun  valore  della  variabile  senza  eccezione  alcuna , si  ristringerebbe 
di  troppo  la  portata  c quindi  I*  opportunità  di  questa  denominazione.  A suo  tempo  infatti 
riconosceremo  che  funzioni  continue  cd  ninnici  lenii  n valori  per  ogni  valor  delia  variabile 
lenza  eccezioni  non  possono  essere  che  le  algebriche. 
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A fianco  di  questa  giova  però  stabilire  un’altra  distinzione, 
che  non  caratterizza  le  funzioni  in  modo  del  pari  assoluto,  sup- 
ponendo la  variabilità  della  variabile  limitata  da  qualche  confine. 

Consideriamo  una  funzione  w a più  valori,  quale  per  fis- 
sar le  idee,  la  w definita  dalla  equazione  algebrica  F(w,z)=Q 
del  grado  n rispetto  a w.  Questa  funzione  ha  bensì  n valori 
per  ogni  valore  di  z;  ma  se,  fissato  un  valor  iniziale  Zq  di  z, 
si  prende  come  valore  corrispondente  di  w una,  delle  n 
radici,  supposte  diverse  , della  equazione  F(m/,z0)=O  , e si 
stabilisce  che  i valori  di  w , al  variare  continuo  di  z,  debbano 
essere  quelli  che  succedono  con  continuità  al  già  assunto  , è 
chiaro  che  per  un  certo  tratto  la  w rimarrà  affatto  determinata 
come  se  fosse  funzione  a un  valore.  E precisamente  rimarrà 
determinata  finché  z non  arrivi  ad  un  qualche  valore  o punto 
a (■)  pel  quale  il  valor  corrispondente  di  tv  cessi  di  essere 
radice  semplice  divenendo  radice  multipla  ( diremo  roupla  ) 
della  equazione  F(w,  z)=0.  Passando  z dal  punto  o ad  altro 
infinitamente  vicino,  avremo  m variazioni  infinitesime  corrispon- 
denti per  tv,  e quindi , non  ostante  la  scelta  iniziale  della  ra- 
dice ricomparirà  una  pluralità  di  valori  leciti  per  w ; poi- 
ché la  continuità  rimarrà  del  pan  soddisfatta  prendendo  una 
qualsiasi  di  queste  variazioni  per  proseguire  la  successione  dei 
valori  di  w principiata  con  w'0. 

E non  si  ha  nemmeno  da  credere  che,  vietando  alla  z di 
passare  pei  punti  a,  la  tv  rimanga,  in  virtù  della  scelta  ini- 
ziale, cosi  determinata  che,  ogni  qualvolta  z ritorni  ad  uno  stesso 
punto , essa  pure  riprenda  lo  stesso  valore.  Al  contrario,  se  z 
ritornerà  ad  uno  stesso  punto  dopo  aver  compiuto  qualche 
giro  intorno  a qualcuno  dei  punti  a,  la  funzione  w non  ri- 
prenderà generalmente  il  valore  ivi  da  prima  ottenuto. 

Ma  la  compieta  disamina  del  modo  di  comportarsi  di  una 
funzione  a più  valori  è riservata  ad  altra  Sezione  (*'),  e quindi 

(*)  Ci  riferiamo  al  solilo  piano  x. 

(*’)  Cioè  alla  Sezione  setta.  Potremmo  ricordare , per  adesso»  il  cenno  dato  nelle  JVolt- 
zie  , pag.  78-82,  circa  le  Hecherche » eoe.  del  sig.  Puiseux. 
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per  adesso  contentiamoci  di  raffermare  queste  poche  premesse 
necessarie  a comprendere  la  distinzione  che  abbiamo  di  mira, 
considerando  un  caso  particolare. 

Sla  il  caso  di  F(w,z)=^wi  — z=0.  In  questo  caso  sono 
due  i valori  di  tu  per  ogni  valore  di  z,  e non  divengono  eguali 
che  per  z* (*•)=0  e z = oc.  Per  un  qualunque  valore  di  z pos- 
siamo rappresentare  i due  valori  di  tu  separatamente  come 
segue 

lo.  I u-4-  2rr  . * 

(2)  ^ tii'=r*eT*  , w"=r*  e-*-’ 

dove  r,r*,w  significano,  come  al  solito,  il  modulo,  la  sua 
radice  quadrata  positiva  , ed  uno  degli  argomenti  di  z.  Fac- 
ciamo ora  partire  z dal  punto  z0  e consideriamo  le  due  suc- 
cessioni continue  di  valori  scaturienti  dalle  due  forinole  ora 

i 

scritte,  successioni  che  principieranno  coi  due  valori  di  u>0=z„* 
esprimibili  come  segue 

1 u0  . 1 o0+2lr  . 

(3)  < = V c>  ‘ , < = V * • 

I valori  a cui  queste  due  successioni  condurranno , allorché  ; 
ritornerà  al  punto  z0,  saranno  rispettivamente  quei  di  prima, 
se  il  cammino  di  z non  inchiuderà  alcun  giro  (*)  intorno  al 
punto  0,  oppure  ne  inchiuderà  un  numero  pari;  e saranno 
invece  quei  di  prima  ma  scambiali  tra  loro,  se  z avrà  fatto  un 
numero  dispari  di  giri  intorno  al  detto  punto  (”).  Se  , per 
esempio , imaginiamo  che  z percorra  nel  senso  positivo  degli 
angoli  una  circonferenza  di  centro  0,  allora,  lungo  siffatto  cam- 
mino, il  modulo  r rimarrà  costantemente  r0  mentre  w crescerà 
in  modo  continuo  da  «„  a &<0+2ir.  Nelle  due  successioni 
adunque  i valori  di  tu,  dall’  essere  inizialmente  quelli  indicati 
dalle  (3) , diverranno  per  gradi  insensibili  in  fine  i seguenti 


(•)  Non  devesi  intendere  strettamente  un  giro  fatto  sopra  una  circoufcrcnza  di  cerchio, 
ma  anche  su  linea  rientrante  di  qualsiasi  altra  ualura. 

(*•)  Ciò  riesce  evidente  se,  scambiando  le  lettere  z c te  tra  loro,  si  richiama  il  53. 
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I Up-t-in  . 1 Mq+An  . 

V e * ’ , r0*  e-1- ' , 

che  sono  i (3)  scambiati  tra  loro. 

Ciò  premesso,  si  comprende,  stando  ancora  per  un  momento 
nel  semplice  caso  di  w'  — z — 0,  che,  se  si  limita  la  variabilità 
della  z ad  una  porzione  di  piano  entro  la  quale  essa  z non 
possa  mai  compiere  un  numero  dispari  di  giri  intorno  a 0,  entro 
siffatta  porzione  la  w (fissato  inizialmente  uno  de’  suoi  due 
valori  in  un  punto,  ed  avuto  rispetto  alla  continuità)  si  compor- 
terà come  una  funzione  a valor  unico,  cioè  riprenderà  sempre 
lo  stesso  valore  qualvolta  z ripasserà  per  uno  stesso  punto. 
Una  porzione  di  piano  della  natura  richiesta  sarebbe , per 
esempio,  un  cerchio  non  contenente  il  punto  0.  Tale  invece 
non  sarebbe  un  cerchio  che  contenesse  il  punto  0,  od  una 
corona  circolare  che  avesse  in  0 il  centro. 

Or  bene,  in  generale,  se  una  funzione  tv  ed  una  porzione 
S del  piano  sieno  tali  che , movendosi  z comunque  entro  S , 
la  funzione  riprenda  sempre  per  successione  continua  lo  stesso 
valore  ogni  qualvolta  z ritorni  in  uno  stesso  punto , si  dirà 
che  io  è monodroma  entro  S.  In  ogni  altro  caso  si  potrà  dire 
che  io  è polidroma  entro  S.  È questa  la  distinzione  che  voleva- 
mo far  conoscere  (*). 


(*)  Le  due  nomenclature,  cioè  quella  per  la  distinzione  auoluta  delle  funzioni  in 
funzioni  o uno  ed  a più  valori , c quella  ora  esposta  o riferentesi  ad  una  qualche  porzione 
del  luogo  rappresentativo  dei  valori  della  variabile , non  trovansi  finora  simultaneamente 
usate  che  in  Germania,  e propriamente  nella  scuola  dei  sig.  Rirmann.  Assumendole  noi  pure 
entrambe , non  intendiamo  perciò  disconoscere  come  , sacrificando  alcun  poco  di  brevità  , 
si  possa  supplire  ai  bisogni  della  esposizione  anche  soltanto  coll'  una  o coll’  altra.  Invece  , 
per  esempio  , di  funzione  a un  valore  si  potrebbe  dire  funzione  monodroma  in  tulio  il 
piano  della  variabile.  Ciò  si  vedrà  usato  nell'  opera  dei  sigg.  Briot  c Bouquet. 

Abbiamo  già  detto  (pag.  72  delle  Notizie)  che  il  vocabolo  monodroma  (da  p*V6$,  solo, 
e fff'jpof,  corso)  fu  introdotto  da  Cauchy.  11  sig.  Bieinann  Io  tradusse  in  einàndrig.  I vocaboli 
poi  dell*  altra  sorta,  proposti  da  questo  illustre  matematico  (Crelle-Borchardt , tomo  5A , 
pag.  102- 103),  sono  einwerthig  (a  un  valore)  e mehrtcerthig  (a  più  valori);  essi  hanno  il  pregio 
di  non  inchiudere  alcuna  idea  estranea  a quella  di  numero.  Altrettanto  non  può  asserirsi 
dei  vocaboli  eindeutig  c mehrdeutig  tuttora  molto  usati.  Noi  ci  permettiamo  di  esprimere 
anche  in  questa  occasione  il  desiderio  che  venga  tolta  la  superflua  molteplicità  dei  vocaboli. 
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In  particolare  adunque,  ritornando  alla  funzione  «>  = 2S, 
essa  potrà  dirsi  monodroma  in  un  cerchio  non  contenente  il 
punto  2=0,  e polidroraa,  e precisamente  2droma,  in  un 
cerchio  contenente  il  detto  punto. 


CAPITOLO  SECONDO 

Serie. 


$.  4ft.  Le  somme  infinite  si  distinguono  in  due  classi,  e 
cioè  : diconsi  serie  quando  le  quantità  ossia  i termini  Q sieno 
ciascuno  di  una  grandezza  determinata , tendente  del  resto  a 
zero  col  crescere  del  posto  o indice  del  termine  ; integrali 
quando  le  quantità  Q sieno  infinitesime.  In  questo  capitolo  con- 
sidereremo le  serie. 

40.  Per  qualsiasi  espressione  infinita,  e quindi  anche 
per  le  serie  , si  ha  tosto  da  rispondere  a questa  domanda 
fondamentale  : come  si  possa  stabilirne  un  valore  ossia  un  si- 
gnificato preciso?  11  valore  di  una  espressione  infinita  non  può 
definirsi  dicendo  , senz’  altro,  eh’  esso  è il  risultato  che  si  ot- 
tiene effettuando  tutte  le  operazioni  indicate  ; imperocché  non 
è possibile  di  eseguire  effettivamente  una  infinità  di  operazioni. 
Il  valore , come  la  composizione  stessa  dell’  espressione  , non 
può  concepirsi  se  non  che  per  mezzo  dell’  idea  di  limile.  Ognun 
sa,  del  resto,  che  le  espressioni  infinite  devono  appunto  il  loro 
ingresso  nella  scienza  al  pensiero  di  calcolare  ed  anche  di 
confrontare  tra  loro  più  facilmente  le  grandezze  , consideran- 
dole come  limili  di  aggregati  di  altre  grandezze  di  specie  più 
semplice. 


ioogle 


Presso  gli  scrittori  francesi  si  vedranno  osale  anche  le  espressioni  fonction  bien  dèicrtnince , 
fonetion  mal  deierminèe , clic  sembrerebbe  meglio  abbandonare.  Si  riconoscerà  pure  nò  ne- 
cessario nò  opportuno  I’  uso  che  si  fa  della  espressione  funzione  uniforme. 
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Per  ogni  espressione  infinita  si  dovrà  dunque  prendere  le 
mosse  dalla  considerazione  di  una  espressione  finita , la  quale, 
al  crescere  del  numero  N delle  quantità  Q di  cui  si  componga, 
tenda  a produrrò  la  espressione  infinita. 

Trattandosi  della  somma  infinita  delle  quantità  (5)  §.  42, 
si  potrà,  per  esempio,  prendere  per  la  detta  espressione  finita 
la  somma  abbraccianto  i termini  Qm  „ dei  quali  gli  indici  sod- 
disfacciano alla  condizione 

+ n*  < fi5  , 

essendo  fi5  (da  cui  dipenderà  N)  quantità  destinata  a crescere 
infinitamente. 

Se  , al  crescere  di  N , il  valore  della  espressione  finita 
tenderà  verso  un  limite  finito  , sarà  questo  limite  la  quantità 
da  riguardarsi  come  valore  della  espressione  infinita,  in  quanto 
però  questa  si  consideri  come  proveniente  dalla  espressione 
finita  imaginata.  Gd  in  tal  caso  la  espressione  infinita,  cosi  in- 
terpretala, si  dirà  convergente.  Essa  direbbesi,  invece,  indeter- 
minata ed  oscillante  qualora  il  valore  della  espressione  finita , 
anziché  tendere  ad  un’  unica  quantità  finita , continuasse  pur 
sempre , nell’  infinito  crescere  di  N,  a prendere  ora  uno  ora  al- 
tro valore  finito,  a seconda  del  valore  di  iV.  Finalmente  si  di- 
rebbe divergente  qualora  il  modulo  del  valore  delia  espressione 
finita  andasse  crescendo  illimitatamente  con  N. 

È adatto  ovvio  di  comprendere  non  darsi  una  sola  maniera 
di  concepire  formata  una  espressione  finita  capace  di  condurre 
ad  una  fissata  espressione  infinita.  Ritornando  , per  esempio , 
alla  somma  infinita  delle  quantità  (5)  §.  42,  si  potrà  variare  in 
infinite  guise  la  condizione  (ms-f -»,</?s)  prescrivente  i termini 
che  ogni  volta  devono  intendersi  abbracciali  nella  somma  finita. 
Imagi niamo,  per  fissar  le  idee,  le  quantità  Qm,n  distribuite  su  di 
un  piano  in  modo  che  ciascuna  occupi  quel  punto  le  cui  coor- 
dinate cartesiane,  rispetto  a due  assi  ortogonali  ivi  tracciali,  ab- 
biano per  misura  gli  indici  (m,n)  delia  quantità  stessa.  La  condi- 
zione mì-\-n,<Rì  stabilirebbe  che  la  espressione  finita  dovesse 
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abbracciare  tutle  le  quantità  Q giacenti  entro  la  circonferenza 
di  centro  0 e di  raggio  R.  Ma,  invece  di  una  circonferenza,  si 
potrebbe  , evidentemente , prendere  un’  ellisse  più  o meno 
allungata , un  perimetro  rettangolare  , o quanti  altri  diversi 
perimetri  piacesse,  cbe  ingrandendo  tendessero  ad  abbracciare 
lutto  il  piano. 

Cambiando  la  legge  di  formazione  della  espressione  finita, 
questa  potrà  talvolta  convergere  ancora  verso  il  limite  di  prima, 
tal’ altra  invece  convergere  verso  un  limite  differente,  e tal’ altra 
inGne  oscillare  o divergere  ; laonde  evvi  luogo  a riconoscere 
espressioni  infinite  di  valore  o significato  unico  , indipendente 
cioè  dalla  legge  di  formazione  della  espressione  finita , ed  es- 
pressioni infinite  suscettibili  di  differenti  significati , od  anche 
suscettibili  di  esprimere  o non  esprimere  una  quantità  determi- 
nata, a seconda  delle  leggi  di  formazione  delle  espressioni  finite 
d’  onde  si  considerano  come  provenienti.  Comunque  sia  però , 
una  espressione  infinita  potrà  adoperarsi  come  rappresentativa 
dì  un’  unica  quantità  determinala,  ogni  qualvolta  sia  fissata  per 
la  medesima  la  legge  di  formazione  anzidetta,  e riesca  conver- 
gente. Tuttavia  è uno  dei  fondamentali  e più  importanti  quesiti 
nella  teorica  di  ciascuna  specie  di  espressioni  infinite  quello 
di  trovare:  se  e come  la  convergenza  ed  il  valore  della  espres- 
sione infinita  dipendano  dalla  legge  di  formazione  della  espres- 
sione finita? 

0.  47.  Le  serie  che  soglionsi  considerare  in  prima  sono 
quelle  della  forma 

(0  Oi  + Qi  + + • • • . 

L’  espressione  finita,  dalla  quale  una  serie  siffatta  si  suole  con- 
siderare come  proveniente,  è la  somma  dei  primi  m ( N—m ) 
termini.  Indicando  questa  somma  con  <!>„,  e con  <i>  una  deter- 
minata quantità  finita,  la  condizione  della  convergenza  può 
esprimersi  colla  scrittura 

lim  4>m  = 4». 
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Ammetteremo  siccome  notissimi  i teoremi  di  convergenza 

0 ì 

■ " + <o  della  radice  Qmm; 
Um 


basati  sulla  considerazione  del  rapporto 


ma  ne  adopreremo  anche  altri , che  dichiareremo  nelle  singole 
occasioni. 

L’  anzidetta  legge  di  formazione  della  somma  finita  è quella 
che  si  presenta  naturalmente  ed  è la  più  semplice  ; ma  , con- 
formemente al  già  detto  in  generale,  non  è la  sola  concepibile. 
Si  potrebbe  , per  esempio , imaginare  che  la  somma  finita  do- 
vesse constare  dei  termini  che  nella  disposizione  (4)  occupano 
i primi  am  posti  dispari  ed  i primi  bm  posti  pari , intendendo 
con  a e b numeri  interi  positivi  ed  invariabili  al  crescere  di 
JV=am  + bm.  Si  potrebbe  riflettere  che  cambiare  la  legge  di 
formazione  della  somma  finita  vale  quanto  considerare  non  piu 
la  serie  proposta  , ma  una  novella  serie.  Così , nell’  esempio 
imaginalo,  si  verrebbe  a considerare  non  più  la  serie  (4),  ma 
un’  altra  i cui  singoli  termini  sarebbero  gruppi  di  o-H>  termini 
della  prima  , ossia  il  cui  termine  ni  esimo  sarebbe 


0 +0  + + Q 

2{m — l)a  + l 2(m — l)o  + 3 Sma — 1 

+ 0 4*  0 + + 0 

i(m— 1)4+2  S(m— 1)4+*  ìmb 


invece  di  Qm.  Ma  comunque  si  vogliariguardare.il  quesito  non 
cessa  di  essere  fondamentale  ed  importante  anche  nella  parti- 
colare teorica  delle  espressioni  infinite  della  specie  (4).  Per  at- 
tenerci al  modo  più  consueto  di  considerare  cotesta  questione, 
riterremo  d’ora  innanzi  che,  per  le  serie  della  forma  (4),  la 
espressione  finita  debba  sempre  essere  la  somma  dei  primi  ni 
termini , e proporremo  la  questione  stessa  nella  seguente  ma- 
niera : quale  influenza  possano  esercitare  sulla  convergenza  e 
sul  valore  di  una  serie  le  alterazioni  nell’  ordine  (compresi  gli 
aggregamenti  e i disgregamenti)  dei  termini?  A questa  domanda 
ci  contenteremo  per  adesso  di  rispondere  col  ricordare  il  se- 
guente importante  teorema  stabilito  da  Dirichlet  : affinché  una 
serie  rimanga  convergente  e non  cambi  di  valore  alterando  comun- 
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que  1’  ordine  dei  termini  è necessario  e sufficiente  che  sia  conver- 
gente la  serie  dei  moduli  di  essi  termini  (*). 

48.  Insieme  col  quesito  su  esposto  si  presenta  pure 
come  fondamentale  il  seguente  : come  si  possano  attuare  le 
operazioni  aritmetiche  sulle  serie?  Giova  riflettere,  in  generale, 
come  già  tacitamente  per  le  alterazioni  nell’ordine  dei  termini, 
che  non  si  possono  trasportare  , senza  un  nuovo  esame  , nel 
campo  delle  espressioni  infinite  le  regole  ed  i teoremi  valevoli 
per  le  espressioni  Unite.  Ora,  riguardo  alle  operazioni  di  addi- 
zione , sottrazione  e moltiplicazione  di  serie  semplici  ricorde- 
remo essersi  stabiliti  i seguenti  teoremi. 

Se  due  serie 

Ot  + Qt  + •••■  + Om  + • • • 

+ Qi  + . . • • + Qm  + • • • 

sono  convergenti  ed  hanno  per  somme  tf>  c <t>' , sarà  pure  conver- 
gente la  serie 

((?,  ± Qf)  + (0,  ± +(Q.  ± (?«')  + .. . 

ed  avrà  per  somma  <1>  ± 4»'. 

Se  due  serie,  quali  sono  le  precedenti,  rimangono  convergenti 
anche  riducendone  i termini  ai  moduli  rispettivi , ed  hanno  per 
somme  <1*  e 'I1',  sarà  pure  convergente,  tede  essendo  se  riduconsi  i 
suoi  termini  ai  moduli  rispettivi , la  serie 

0l(?l+((?j(?l,  + 0i0i,)+..-+(0m(?l,+0m— jQl  +--+0i0n, ’)+•■• 

ed  avrà  per  somma 

Da  quest’  ultimo  teorema  deduconsi  quelli  per  le  restanti 
operazioni  razionali , cioè  per  la  divisione  e 1’  elevazione  a po- 
tenza d’  esponente  intero. 

49.  Se  si  suppone  che  i termini  Q dipendano  da  una 
variabile  z,  si  presenta  tosto  la  domanda:  se  sussistano  anche 
per  le  somme  infinite  le  proprietà  che  sussistono  ed  incessan- 
temente s’  adoprano  per  le  somme  finite  , e che  ne  fanno  di- 
pendere la  continuità,  la  derivazione  e la  integrazione  da  quelle 

(*)  Per  uno  studio  ordinalo  delle  scric  si  può  ricorrere  all’ eccellente  Trattalo  di  Algebra 
Supcriore  (Parte  I : Analisi  algebrica.  Firenze,  1863)  del  sig.  G.  Novi. 
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dei  singoli  termini?  A questa  domanda  rispondo  il  seguente 
teorema. 

Se,  entro  una  porzione  S del  piano  z,  le 

Q^  (2)  , • • • 

siano  funzioni  monodrome  continue  finite,  e la  serie 

@i(2)  + 0j(2)  + • • • • 

sia  convergente  : 

1.  La  somma  $(2)  di  questa  serie  sarà  pure  funzione  mo- 
nodroma  continua  e finita  entro  S ; 

2.  Entro  S si  avrà 

d$(z)  _dQ{  (2)  , d Q, (2)  , 

d:  dz  + dz  ’ 

3.  Si  avrà  pure 

S*(z)dz=j<Jl(z)dz  + fQì(z)dz  + ..  . , 
intendendo  che  gli  integrali  sieno  presi  tutti  lungo  una  medesima 
linea  di  lunghezza  finita  tracciala  entro  S (‘). 


(*)  Tel  qui  supposto  concetto  della  integrazione  con  variabile  complessa  vedasi  il  capi* 
tolo  quarto  della  corrente  Sezione,  od  anche  le  Notizie  a pagg.  72-74. 

L*  asserzione  3 del  teorema  si  dimostra  facilissimamcnte.  Ma  non  cosi  le  asserzioni  I c 2; 
delle  quali , nella  generalità  con  cui  qui  sono  profferite  , non  comparve  per  le  stampe  finora, 
a nostro  credere,  altra  dimostrazione  fuorché  quella  del  sig.  11.  Laurent.  Questo  matematico 
dimostrava  il  teorema  in  una  lesi  presentata  alla  Facoltà  delle  Scienze  di  Nancy  , c poste- 
riormente anche  nella  pregevole  Thèoric  des  Residui  ( pagg.  97-111  ) da  lui  pubblicala  a 
Parigi  nel  I8G5.  Alle  dette  asserzioni  , prese  in  estensione  minore,  si  riferiscono,  come  già 
indicammo,  i n.  13,  16,  73  dell’opera  dei  sigg.  Briot  c Bouquet. 

Nel  presente  argomento,  della  continuità  e derivazione  delle  serie,  non  meno  che  in 
tutte  le  altre  porli , come  vedremo , dell’  analisi  delle  funzioni , la  considerazione  della  va- 
riabilità complessa,  congiunta  coll’ addottalo  concetto  di  funzione,  permette  di  introdurre 
una  regolarità  e semplicità , che  non  si  può  avere  quundo  la  variabile  è limi  tutu  u punti- 
valori  costituenti  una  estensione  di  una  sola  dimensione  , cioè  dire  infine , a valori  reali. 
Dal  supporre  soltanto  clic  una  quantità  sin  funzione  continua  c finita  di  una  variabile  reale 
in  un  determinato  intervallo  non  può  trarsi  la  conseguenza  che  anche  la  derivata  debba  es- 
sere continua  c finita  in  quest’  intervallo.  Siffatta  conseguenza  invece  discende  benissimo , 
come  vedremo,  dal  supporre  che  la  quantità  sia  funzione  continua  e finita  per  tutti  i ponti- 
valori  della  variabile  costituenti  una  estensione  di  due  dimensioni , cioè  una  porzione  5 del 
piano  rappresentativo.  Analogo  divario  in  rispetto  di  una  serie  , sccondochè  i termini  sup- 
pongaci soltanto  funzioni  continue  e finite  di  una  variabile  reale,  ovvero  suppongaci  fun- 
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$.  &0.  Consideriamo  adesso  in  particolare  la  classe  delle 
serie  progredienti  secondo  le  potenze  intere  e positive  della 
variabile,  le  quali  tengono  posto  importantissimo  fra  le  varie 
classi  di  serie  adoperale,  e designiamone  una  qualunque  con 

(1)  o0+  o,  z 4 •«!  2*  + • • • 

Tutto  ciò  che  vogliamo  rammentare  circa  serie  come  questa 
varrà  anche  per  serie  della  forma 

(2)  Oo  + a^z  — t)  + Oj(z— t)5+  . . , , 


rioni  continue  e finite  di  una  variabile  complessa;  od  anche  secondochè  la  convergenza  sus- 
sista soltanto  per  ponti-valori  reali  ovvero  per  punti-valori  secondo  due  dimensioni.  Cosi , 
prendendo  I*  esempio  dato  da  Abel  nell*  occasione  che  qui  sotto  citeremo , i singoli  termini 
della  serie 

sen  2 z sen  3 z 

sono  bensi  funzioni  della  variabile  complessa  z , e continue  e finite  per  qualunque  valore 
finito  di  z;  ma,  la  convergenza  sussistendo  soltanto  per  valori  reali  di  la  somma  della 
serie  non  potrebbesi  anticipatamente  ritenere  continua  per  tutti  i valori  reali  c finiti  di  z. 
Ed  invero  I*  applicazione  dei  criteri  della  continuila  rivela  eh*  essa  somma  è discontinua  pei 
valori  di  z che  sono  multipli  dispari  di  ir.  Ed  è chiaro  che  la  serie  delle  derivate  dei  sin- 
goli termini  non  è convergente. 

Del  resto , si  noterà  che  le  conseguenze  in  discorso  non  riescono  stabilite  anche  per  i 
punti  del  contorno  della  porzione  5 di  piano  entro  cui  In  variabile  può  muoversi , ma  sol- 
tanto per  i punti  situati  decisamente  nell*  interno  di  S,  cioè  per  ogni  punto  intorno  al  quale 
come  centro  si  possa  intarmare  un  cerchio  di  qualsiasi  piccolezza  ma  ancora  finito  , i cui 
punti  appartengono  lutti  ad  5.  La  serie 
zi  -i 

4- 1 h . . . . 

1 .2~2.3  ' 3. A ^ 


è convergente  per  tutti  i punti  z giacenti  nell*  interno  e sul  contorno  del  cerchio  di  raggio 
1 e di  centro  0,  ma  la  serie  delle  derivate 

• X **  A* 

_ -I l-Ì-  4-  , . . . 

I T ì ~ 3 T 


pel  punto  *=  1 del  contorno  non  è convergente. 

Nell*  analisi  con  variabile  reale  , assai  più  che  nell*  analisi  con  variabile  complessa  , la 
continuità  e la  derivazione  delle  serie  costituiscono  un  argomento  delicato , che  domanda  ul- 
teriori perfezionamenti.  Nell*  Analyse  alg.  Cauchy  presentava  ( pag.  131  ) circa  la  continuità 
un  teorema  troppo  generale.  Abel  nella  Memoria  sulla  sene  binomiale  dichiarava  pel  primo 
I*  errore  di  Cauchy , esponendo  due  altri  teoremi  in  sua  vece  ( OEuvrcs  compì.  Tomo  1 , 
pagg.  69-71  Théor.  IV  e V ),  del  primo  dei  quali  una  bella  dimostrazione  dovuta  a Di- 
richlet  leggesi  nel  giorn.  di  Liouville , anno  1862,  pagg.  253-255.  Cauchy  ritornava  più 
tardi  sul  proprio  teorema  , considerando  anche  il  caso  di  variabilità  complessa  ( Piote  sur 
le»  serie»  convergente»  doni  le»  dicert  terme»  sont  de»  fonction»  continue»  d’  unr  variable 
réelle  ou  imag inaire , entre  de»  limite»  donnres.  Comptcs  Rcndus  , tom.  36  ). 
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dove  r esprime  una  costante  , col  solo  divario  di  riferire  alla 
quantità  z— r ciò  che  per  le  serie  (1)  si  riferirà  a z. 

Teorema.  Se  A è quantità  reale  e positiva  per  la  quale  nes- 
suno dei  termini 


(3)  mod  Og  , mod  <j4 . A , mod  ai . /i*  , ... 
riesce  infinito , la  serie  (1  ) è convergente  per  tutti  i valori  di  z 
con  modulo  minore  di  A. 

Infatti  se  sia  mod  z—r  < A , la  serie 


'+T  + 


è convergente,  e,  moltiplicandone  i termini  ordinatamente  pei 
numeri  (3) , tutti  finiti , si  avrà  ancora  una  serie  convergente 
mod  o0  + mod  at . r + mod  aa . r*  -f-  • • • 

Dunque  per  ogni  valore  di  z a modulo  minore  di  A la  serie 
dei  moduli  dei  termini  della  serie  (1)  è convergente,  e però 
convergente  anche  la  (1). 

Sia  ora  A il  massimo  modulo  di  z pel  quale  i moduli  dei 
termini  della  serie  (I)  rimangono  ancora  tutti  finiti , e descri- 
vasi col  centro  in  0 e col  raggio  A un  cerchio.  Pei  punti  z 
giacenti  entro  questo  cerchio  si  ha  moda  <A  , e però  la  se- 
rie (1)  è convergente.  Pei  punti  z giacenti  fuori  si  ha  modz>4, 
e però  la  serie  (1)  , siccome  formata  da  termini  i cui  moduli 
non  rimangono  tutti  finiti,  è divergente.  Per  queste  proprietà  sif- 
fatto cerchiosi  chiama  cerchio  di  convergenza  della  serie  (1).  Sulla 
circonferenza  di  esso  la  serie  può  essere  ancora  dappertutto 
convergente  , ovvero  in  certi  punti  convergente  ed  in  altri  in- 
determinata o divergente.  Per  la  serie  (2)  il  cerchio  di  con- 
vergenza ha  il  centro  nel  punto  r. 

La  serie 


z*  2*  z> 
Z+?  + 5 r + Tr  + 


è convergente  nell’  interno  ed  in  ogni  punto  del  contorno  del 
cerchio  di  raggio  1. 
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La  serie 


è pure  convergente  entro  il  cerchio  di  raggio  I.  Ma  sulla  cir- 
conferenza v’  è il  punto  z — — 1 in  cui  la  serie  è divergente. 
In  qualunque  modo,  del  resto,  z dall’interno  del  cerchio  tenda 
al  punto  — I , il  modulo  della  somma  della  serie  tende  al- 
I’  infinito. 

Può  accadere  che  , tendendo  z dal  centro  alla  circonfe- 
renza del  cerchio  di  -convergenza  , la  somma  della  serie  tenda 
ad  un  valore  finito , mentre  la  serie  nella  circonferenza  riesca 
indeterminata.  Abbiasi , per  esempio , la  serie 
I 4.  2 4 a*  23  -f-  . . . 

che  converge  entro  il  cerchio  di  raggio  I ed  ha  per  somma 

I 

- . Per  maggior  semplicità  s’  imagini  che  z tenda  alla  cir- 

1 — z 

conferenza  percorrendo  un  raggio  ; il  modulo  di  z , cioè  r , 
tenderà  all’  unità,  mentre  w rimarrà  costante.  Se  il  raggio  non 
sia  nella  direzione  positiva  dell’  asse  reale  , cioè  se  non  sia 
w = 0 , la  somma  della  serie  tenderà  al  valor  finito 

\ 

1 — e"‘  ’ 

e tuttavia  per  z = iM<  la  serie  è indeterminata. 

Il  raggio  del  cerchio  di  convergenza  può  essere  nullo,  cioè 
dire  la  serie  non  essere  mai  convergente  , se  non  per  2 = 0. 
Ne  è esempio  la 

l-fi.2+1. 2.2*+I.2.3.2»-|-  . . . 

E può  essere,  per  lo  contrario,  infinito.  La  serie  sarebbe 
allora  convergente  per  qualunque  valor  finito  di  2.  Ne  è esempio 
la  serie  esponenziale. 

Pel  teorema  del  §.  precedente,  la  somma  della  serie  (I), 
entro  il  cerchio  di  convergenza,  è funzione  continua  e finita  di  2; 
c la  sua  derivala  può  esprìmersi  con  la  serie 
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at  “t”  2 flj  3 -j-  3 Os  Z*  4"  • • • > 
a cui  spella  lo  stesso  cerchio  di  convergenza  della  prima  (*). 

$.  51.  Per  una  serie  progrediente  secondo  le  potenze  in- 
tere e negative  di  z 

(1)  K + ~ + + • • • > 

z z 

la  quale  riducesi  alla  forma 

&o  + S -4-  $'  + • • • » 

mediante  la  sostituzione  S = - , si  riconosce  che  essa  sarà  con- 

z 

vergente  e la  sua  somma  funzione  continua  o finita  di  2 per 
tutti  i valori  di  z rappresentati  da  punti  situati  fuori  del  cerchio 

di  raggio  ~ , essendo  B il  raggio  di  convergenza  della  serie 

fy)  + + • • • > 

c che  la  derivata  di  detta  somma  potrà  esprimersi  con  la  serie 


convergente  nella  stessa  estensione  della  (1). 

<&.  53.  Consideriamo  le  serie  costituite  da  un  sistema  di 
quantità  come  il  (3)  §.  42.  Pur  tenendo  fermo  , come  per  le 
serie  che  procedono  in  un  solo  senso,  che  nella  espressione  0 
somma  finita  i termini  debbano  entrare , tanto  nell’  un  senso 
quanto  nell’  altro,  secondo  l’ ordine  stesso  con  cui  succedonsi 
i loro  indici  a cominciare  dall’  indice  0 , si  ha  tuttavia  una 
nuova  arbitrarietà  da  regolare  , e cioè  come  debba  crescere 
il  numero  m'  dei  termini  a sinistra  di  ()0  in  confronto  del 
numero  «1  dei  termini  a destra , ossia  con  qual  legge  sia  da 
concepirsi  che  crescano  insieme  all’  infinito  i numeri  m , m 


(*)  Ter  le  serie  (I)  in  particolare  , la  proprietà  die  entro  il  cerchio  di  convergenza 
esse  sono  continue  , messa  in  rilievo  chi  Alici,  può  anche  dedursi  con  molla  semplicità  ila 
un*  osservazione  fatta  per  In  prima  volta  esplicitamente  dal  sig.  Dulia  me)  ( Vedi  Bertrand 
Tratte  de  calmi  diff.  , pag.  271  ). 
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nella  espressione 

2 • 

pj= — m' 

La  legge  potrebbe  lasciarsi  indeterminata  solo  quando  non 
aresse  alcuna  influenza  sul  valore  della  serie;  il  che  avverrebbe 
qualora  le  serie 

0,  +0,  +<?,+••• 

fossero,  ciascuna  separatamente,  convergenti.  Fissata  la  legge, 
la  serie 

(1)  • • + <?_  + <?_,+  0,  + Q,  +<?,+  • . 
potrebbe  riguardarsi  ancora  come  della  forma  delle  dianze  con- 
siderate, prendendo  qual  termine  generale  (m  esimo)  il  gruppo 

(2)  ora+  o_9(M_1)+1+  )+i+  • • • + Q-«u)  * 

supposto  m'  = <f(m).  Nel  caso  il  più  semplice,  cioè  di  m'=tn, 
il  gruppo  riducesi  a Qm  -f  Q—^ . Le  quantità  Q*m,  invece  di  de- 
crescere, potrebbero  anche  andar  crescendo  al  crescere  di  m, 
e tuttavia  la  serie  (1)  per  certe  leggi  di  formazione  riuscire 
convergente.  Imperocché  per  una  data  legge  la  convergenza  di- 
pende non  dai  valori  delle  singole  quantità  Q,  si  bene  dai  va- 
lori dei  gruppi  (2)  prescritti  dalla  legge.  Ma  passiamo  a con- 
siderare alcune  classi  di  casi  particolari  delle  serie  in  discorso. 

53.  Una  prima  classe  si  ha  supponendo  0=tm=yl*nis"', 
cioè  prendendo  una  serie  progrediente  nell’  un  senso  secondo 
le  potenze  intere  positive  e nell’  altro  secondo  le  potenze  in- 
tere negative  di  una  variabile. 

Sieno  A e A'  i raggi  di  convergenza  delle  serie 
a4  z -fa,  21  -f  as  2»  -f  . . . 
a_|2  -fa_ jz*  -fa-sz3  -f  . . . 

La  serie 

«— »:-1-f  0-12-*  + a-}z-3+  . . . 
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convergerà  per  tutti  i punti  z situati  fuori  del  cerchio  di  raggio 

A ‘ 

E però  , se  sarà 

A 

la  serie 


2 * + 0— | 2“ ' 1 + flo  °i  * "f"  ai z<ì  "H  • • » 


convergerà  entro  la  corona  circolare  contornala  dalle  circonfe- 
renze di  raggi 


anche  riducendone  i termini  ai  moduli  rispettivi , e la  somma 
sua  sarà  ivi  funzione  continua  e finita,  la  cui  derivata  potrà 
esprimersi  con 


+ o,  + 2 0j  2 + . • • 


Per  qualunque  punto  z situato  fuori  della  corona  la  serie  con- 
vergerebbe nell’  un  senso  ma  divergerebbe  nell’  altro  , perchè 
i moduli  dei  termini  andrebbero  crescendo  all’  infinito;  e quindi 
divergerebbe  qualunque  fosse  la  legge  del  simultaneo  crescere 
di  m e ni. 

Per  la  serie  , ad  esempio  , 


+ 3^  + 3^+1  + 2 + 2Ì  + *- 


la  corona  è determinata  dalle  circonferenze  di  raggi  - e 1. 

*5 


Per  quest’  altra 


3 7 — i 7 

••  + b+T  + 1+ì  + r2+-* 


la  corona  è determinala  dalle  circonferenze  di  raggi  oc  e — , 

cioè  dire  la  serie  possiede  le  proprietà  su  enunciale  per  tutti 
i valori  di  z,  tranne  0 e oc  . 


18 
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Per  la  serie 


(2  T) 


7T2  + ^'r  + 1+  27  + 


2-t  , (z  r)* 


2J  i 


+ 


la  corona  vien  determinata  dalle  circonferenze  descritte  col 
centro  in  : e coi  raggi  mod  a e 2 mod  a. 

0.  541.  Come  seconda  classe  prendiamo  a considerare  quel- 
le serie  colle  quali  si  può  attuare  la  periodicità  in  maniera  che 
la  medesima  rimanga  affatto  evidente. 

Una  quantità  avente  dipendenza  periodica  da  un’  altra  z 
può  trovarsi  espressa  sotto  tal  forma  che  non  lasci  niente  af- 
fatto trasparire  I’  importantissimo  carattere  della  periodicità. 
Questo  è quanto  avviene,  per  esempio,  delle  funzioni  e1,  sen  z, 
cos  z espresse  mediante  le  serie 


1 + 


+ 


,s 

172 


z3 

1 .2.3 


+ 


.5 

1 .2.3 .4.5  “ * “ 
2* 

1.2. 3. 4 “ " ‘ 


Ma  s’  imagini  invece  una  quantità  espressa  mediante  una 
serie  convergente  della  forma 

(1)  • • .+0(z+2a)4*Q(z+a)+0(z)+0(z — o)  4-0(z — 2a)+. . . . 
Siccome,  cambiando  : in  z+a,  ogni  termine  non  fa  che  pren- 
dere il  valore  del  termine  che  gli  sta  a sinistra,  cosi,  se, 
allontanandosi  infinitamente  da  Q(z),  tanto  a destra  che  a si- 
nistra, i termini  divengano  infinitamente  piccoli,  potrà  dirsi  evi- 
dente che  la  quantità  o somma  della  serie  possieda  il  periodo  a. 
Ed  invero , essendo 

P = w 

2 Q 


la  somma  finita  dalla  quale , col  crescere  di  m c m , scaturisca 
la  serie , se  al  posto  di  ciascun  tormino  inettesi  quello  che 


Digitlzed  by  Google 


27» 


la  somma  finita 


RIVISTA  DELLE  ESPRESSIONI  ANALITICHE 

gli  sta  a sinistra  nella  (1),  manifestamente 
non  si  altera  se  non  che  della  differenza 

(2)  Q (z+m'  a + a)  — Q(z  — ma)  , 

e quindi  il  suo  limite,  ossia  la  serie,  non  potrà  alterarsi  se 
non  che  del  limile  di  questa  differenza,  il  quale,  pel  supposto, 

Se  questa  serie  non  sarà  convergente  nell’  uno  e nell’  al- 
tro senso  anche  riducendone  i termini  ai  moduli  rispettivi 
potrà  avvenire  che  alterando  l’ordine  dei  medesimi  si  ottenga 
una  serie  ancora  convergente  e non  più  periodica.  Se  però 

A7,rì°  .Ho' .Jormlni  in'liroln  in  (t\  , 

tanto  la  legge  del  simultaneo  crescere  di  m e m , potrà  acca- 
dere che  per  certe  leggi  la  serie  non  riesca  convergente;  ma, 
ogniqualvolta  riuscirà  convergente  e i termini  infinitamente 
discosti  da  0(z)  in  entrambi  i sensi  saranno  infinitamente  pic- 
coli, essa  sarà  anche  periodica. 

Fra  i casi , nei  quali  i termini  non  vanno  impiccolendo 
indefinitamente , giova  notarne  uno , di  cui  incontreremo  in 
seguito  parecchi  esempi.  E cioè  quello  nel  quale  la  differenza 
(2)  tenda , al  crescere  di  mi  e m , verso  una  costante  c.  Al- 
lora lo  spostamento  dei  termini,  che  equivale  al  cambiare  z in 
z+a,  porterà  i’  incremento  c nel  valore  della  serie  ; e ripeten- 
do lo  spostamento  altre  s — 1 volte  ( per  lo  che,  in  complesso, 
si  produce  lo  stesso  effetto  che  cambiando  la  z in  z 4-so  nei 
termini  quali  in  origine  sono  dati)  si  produrrà  l’ incremento  se 
nel  valore  della  serie.  Se  la  serie  esprimerà  una  funzione  f(z), 
questa  funzione  non  sarà  periodica,  ma  avrà  periodica  la  de- 
rivata; poiché  dalla 


f(z  +sa)—f(z)+sc 

risulta 

f ( z + sa)  = f ( z ) 

La  dipendenza  dei  termini  da  uno  fra  essi  quale  vedesi 
nella  (t)  può  dirsi  la  più  semplice,  ma  non  è la  sola  colla 
quale  possa  risultare  evidente  la  periodicità  della  somma.  Es- 
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sendo  h «n  numero  intero  ed  h una  delle  rad.c.  hes.me  del 
1'  unità,  la  periodicità  sarebbe  ancora  ev.denle  nella  sere 
cui  termini  dipendessero  da  Q0=0O)  nel  seguente  modo 


(3) 

che  per  h= l coinciderebbe  col  modo  (l).  Essendo  m1-*— m* , 
dalla  (3)  risulta 

Or-f=  »'  <?(*+“  ~l“)  ' 

E però  cambiando  a in  z+a  «"•  “^^‘“^'.eraint 
h posti  verso  sinistra.  Quindi , se  la  quantità 
0(  3+  [m'  4 -h]a)+  Q(z+[m'+h-\ ]o)  + . . + >0 

—Q(z—\m—h+i\t)—Q(z—[m—lt-i-<ì}a)—..—(](z—m  . a), 


di 


che  adesso  tiene  il  posto  della  (2) , avrà  per  limite  0,  la  som- 
ma della  serie  ammetterà  manifestamente  il  periodo  a. 

È,  del  resto,  affatto  ovvio  che,  considerando  i termini  come 
aggruppati  ad  h ad  h,  una  serie  formata  coi  termini  (3)  rientra 
nella  forma  (i). 

55.  Ritornando  a questa,  supponiamovi  ormai  qualche 
forma  particolare  per  (?(z).  La  forma  che  da  se  stessa  si  offre 
per  la  prima  ó quella  delle  funzioni  algebriche  razionali.  Però, 
qualunque  funzione  algebrica  razionale  si  decompone  in  un 
numero  limitato  di  parti  elementari  della  forma 


Uz°  , 


essendo  g intero  positivo.  Quindi,  tralasciando  le  parti  intere, 
che  non  darebbero  serie  convergenti,  e prendendo  le  parti  fratte, 
e precisamente  il  tipo  ora  ricordato  di  ogni  singola  fra  esse , 
facciamo 
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ovvero , scrivendo  soltanto  z invece  di  z — c , facciamo 

«w-;  • 

Avremo  la  serie  di  frazioni  razionali 


' ‘ + (s+2o)«+(^+a)»+2»  + (2— a)i+(z- 2à)>+ " ' 
Sebbene  assai  particolare  in  confronto  della  (1)  del  §.  prece- 
dente, questa  serie  comprende  tuttavia  in  se  ancora  una  infi- 
nità di  serie  ottenibili  coll’  attribuire  valori  particolari  a g.  Ora 
comincieremo  a dimostrare  che  tutte  le  serie  (1)  corrispon- 
denti a valori  di  g maggiori  di  1 sono  convergenti  anche  ridu- 
cendone i termini  ai  moduli  rispettivi.  Però,  invece  delle  sole 
(I),  abbraccieremo  nella  dimostrazione  un’  assai  più  larga  classe 
di  serie. 

Teorema.  La  serie 


(2) 


dove  le  o costituiscano  un  sistema  semplicemente  infinito  di  quan- 
tità, aventi  tra  loro  differenze  dei  moduli  delle  quali  si  possa  asse- 
gnare un  limile  infeidore  e più  grande  di  zero  (*),  è convergente, 
anche  riducendone  i termini  ai  moduli  rispettivi,  quando  sia  g>i. 

Consideriamo , infatti , a dirittura , la  serie  dei  moduli 


^3)  2(mod®)« 

per  dimostrare  la  convergenza  della  quale  è lecito  supporre 
qualsivoglia  particolare  ordinamento  dei  termini.  Imaginiamo  i 
termini  ordinati  per  gruppi  come  lo  furono  nel  1. 13  i punti  a 
per  corone  circolari , determinate  da  circonferenze  descritte 
con  raggi  multipli  di  una  lunghezza  fissa  A;  e trascuriamo,  se 
ve  no  fossero,  quei  termini  che  corrispondessero  a quantità  o 
di  modulo  minore  di  A.  Conservando  anche  per  t il  significato 


(*)  Vedi  il  §.  13.  .Nel  cominciooicnlo  di  questo  §.  è anche  appunto  notato,  come  caso 
particolare,  quello  corrispondente  alla  serie  (I),  cioè  di  GJ  = * + «*<*. 
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datole  nel  §.  13,  la  somma  dei  termini  del  gruppo  in  esimo 
nella  serie  (3)  avrà  un  valore  non  più  grande  di 

1 

' (mi)»  ' 


e quindi  la  somma  dei  primi  m gruppi  un  valore  non  più 
grande  di 


Ma  la  serie  v — > come  si  sa,  è convergente  per  gol;  dun- 

que  ecc.  Come  dovevasi  dimostrare. 

Per  gol  la  serie  (1)  esprime  dunque  una  quantità  di- 
pendente da  2 e dotata  del  periodo  a.  Ora  riflettiamo  altresi 
che  questa  quantità  è funzione  di  z e continua  per  qualunque 
valore  finito  di  questa  variabile.  Per  valori  di  z che  non  sieno 
multipli  di  a , quest’  asserto  non  è che  un  caso  particola- 
re ilei  teorema  del  §.  49;  la  funzione  è continua  insieme 
e finita.  A persuaderci  poi  che  anche  per  un  valore  ma 
di  z,  multiplo  qualsivoglia  di  a,  la  funzione  rimane  continua, 
divenendo  però  infinita,  basta  che  togliamo  per  un  momento 

1 

dalla  serie  il  termine  . Senza  di  questo  termine  la 

(z— ma)?  1 

somma  delle  serie  esprime  una  funzione  y(z)  continua  c finita 
per  z — ma.  Aggiungendo  adesso  a j(z)  il  termine  soppres- 
so, che  è funzione  di  z continua  ma  infinita  por  z—ma, 
la  somma 


?(z)  + 


1 


( z — ma)» 


cioè  dire  la  quantità  definita  dalla  serie  (1),  dà  ancora  una 
funzione  continua  di  z,  che  però  per  z — ma  diviene  infinita 

come  la  frazione  razionale  — Ì—T  . 

(z—ma)9 
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Per  completare  la  questione  della  convergenza  delle  serie 
ottenibili  dalla  (1)  col  fare  g=i,  2,3,  ecc. , resta  da  esami- 
narsi il  caso  di  g=K.  Ponendo  az  invece  di  z,  potremo  con- 
siderare la  serie  sotto  la  forma 

(1)  •••  + 2^+2^+^+^  + z'=2  + -*-  ‘ 

Questa  serie  non  riesce  convergente  se  riducansi  i termini  ai 
moduli  rispettivi. 

Supponendo  che  i numeri  m,  m'  nella  somma  finita 
v-  = « « 

vi  ^ 


, 2 — f* 

V*= — m'  1 

crescano  conservandosi  sempre  eguali,  si  ottiene  una  serie  con- 
vergente che  può  anche  scriversi  come  segue 


\ 


+ 22 


(—+— 
l2  2‘~S 


i 


-2*  2*-3s 

e che  si  sa  esprimere  la  funzione  circolare  reotra. 

Ma  imaginiamo  adesso  che  m'  debba  crescere  con  m a 
seconda  di  un’  altra  legge  Finché  m sia  finito,  si  ha 


ì 


(5) 


Ora  , si  ha  identicamente 


1 


1 1 

4-1+2  — 

+fA  2 7 2— (A 


”1  / t \ \ " 1 

2— =2(— +1)-2- 

72—  U 7\2— (A  fA / 7 IA 


1A* 


\ 

21  . 

« f1 


Mi'  . W'  . . . »»'  . 


2 

1 


fA2  +fA- 


1 

+ 2-  • 

• f* 
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Dunque , ponendo 


" 1 " 1 

>»  = 27-2r* 


r . 


si  avra 


y _ _ — y ?__y ? 

J^,Z— fA  fpz  — [x*  | ix  2 (X1 


4-à_  . 


Le  serie  che  scaturiscono  dalle  due  prime  somme  del  secondo 
membro  sono  entrambe  separatamente  convergenti  ed  hanno 
quindi  valori  perfettamente  determinati , sui  quali  la  legge 
) non  ha  influenza  alcuna,  e la  cui  differenza  è dun- 
que 7rcobr2.  Per  avere  il  limite  della  somma  (5)  basta  pertanto 
trovare  quello  di  Separatamente,  ciascuna  delle  due  somme 
costituenti  Xm  cresce  all’  infinito  con  m ed  in  , si  che  /.m  si 
presenterebbe  come  la  differenza  indeterminata  di  due  infiniti, 
e si  tratta  di  ottenerne  il  valore  quando  ni'  ed  m hanno  da 
crescere  simultaneamente  secondo  la  legge  prescritta.  A tal  fine 
ricordiamo  che  la  quantità 

4 1 1 

==!+-  + -+  . . • + — — lm, 

2 3 TU 

dove  lm  significa  il  logaritmo  naturale  e reale  di  m,  tende,  col 
crescere  di  m all’  infinito,  ad  un  limite  finito  C,  del  cui  valore 
(0,57721  ...)  non  importa  qui  tenere  parola.  E però  dalle 
eguaglianze 

» | tu'  | 

y,-  = C„+lm,  2 - = C*' 4- lm' 

si  avrà 

^ m = Cwr  — Cm  + l — . 

m 

Siccome  Cm>  — Cm  tende  al  limite  C — C = 0 , >.m  tenderà  allo 

tll* 

stesso  limite  di  l—  . E pertanto  egli  è solamente  il  valore  del  quo- 


Digitlzed  by  Google 


RIVISTA  DELLE  ESPRESSIONI  ANALITICHE 


ziente  — all’  infinito  I’  elemento  da  cui  dipende  la  convergenza 

ed  il  valore  della  serie  (4).  Per  la  convergenza  il  quoziente 
non  deve  tendere  nè  a 0 nè  a oc . Se  tenda  a j , o , ciò 
eh’ è lo  stesso,  se  suppongasi  sin  dal  principio 
si  avrà  come  valore  della  serie  (4)  la  quantità 


irCOti rz+lj  . 

Conformemente  ad  una  già  fatta  osservazione  generalo , questa 
quantità  è pur  sempre  funzione  periodica. 

Quanto  alla  serie  prima  che  z fosse  mutata  in  az,  la  som- 
ma sarà 


r.  tiz  1 

- cot 

a a a 


Le  somme  delle  serie  (1) , pei  valori  2,  3,  4, ...  di  g , 
si  riducono  tutte  parimenti  a funzioni  circolari  o,  ciò  eh’ è dire 
lo  stesso,  alla  funzione  e*.  Supposto  per  semplicità  a=I  , si 
trova  per  g pari  (=2 g)  la  formola 


(6)  +f 


{ 

(z-«y 


sen*i:z 


sen*irz 


4-  • • • 4 


sen59  n z) 


e per  g dispari 

1 **■*■*/ c'cosrrz 

^(z  — fA)s#+1  \sen3rrz 


c"COS7TZ 
sen57r  z 


..4 


Colcos  irz' 
sen’»+1irz 


essendo  e{ , e, , . . , ct  ; d,  c", . . , c<v)  costanti  delle  quali  i valori 
non  occorre  a noi  di  precisare. 

56.  Le  serie  della  forma 


(1)  • . ■+Q(z+2à)+Q{z+n)+Q{z)+Q(z—  a)+Q{z— 2a)+ . . . 

non  somministrano  soltanto  la  periodicità  semplice,  ma  permet- 
tono anche  di  attuare  facilmente  la  periodicità  doppia.  Basta 
perciò  prendere  Q(z)  già  periodica,  ed  in  modo  del  resto 
che  la  serie  riesca  convergente. 

In  ordine  di  semplicità  si  presenterebbe  come  prima  fun- 
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zione  da  prendersi  per  Q(z)  la  e*,  ovvero,  volendo  un  periodo 
dato  qualunque  b , la 


Ma,  essendo 


— (*+H 
e 


la  serie  (I)  diverrebbe  il  prodotto  della  presa  funzione  sem- 
plicemente periodica  per  una  serie  che  non  conterrebbe  la  z , 
nò  riuscirebbe  convergente  , comunque  si  volesse  regolare 
il  simultaneo  crescere  di  m e m',  poiché  i moduli  dei  termini 
sarebbero  in  progressione  geometrica  crescente  nell’un  senso 
e decrescente  nell’  altro. 

Prendendo  invece 


Q(z)  = 


2ir 
sen  — z 
b 


si  ottiene  la  serie 


+ 0 

2 


ì 


_»  sen  — (z — ua) 


che , ove  a e b non  abbiano  tra  loro  rapporto  reale,  converge 
in  entrambi  i sensi  , anche  riducendone  i termini  ai  moduli 
rispettivi  ; come  si  può  vedere  dimostralo  nel  §.  58  per  un 
caso  più  generale.  Questa  serie  esprimerà  dunque  una  funzione 
continua  per  qualunque  valor  finito  di  z , dotata  dei  periodi 
a o b , ed  infinita  per  tutti  e soli  i valori  di  z dati  da 


2 ir 

— (z  — fia)  = »jT 


ossia  da 
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z = ua+-b, 

essendo  v,  al  pari  di  fi,  numero  intero  qualsiasi  ('). 

$.  57.  Nella  serie  precedente  uno  soltanto  dei  due  perio- 
di è dovuto  alla  forma  infinita  della  espressione.  Volendo 
ottenere  per  virtù  della  forma  infinita  non  uno  ma  due  periodi, 
cioè  dire , volendo  attuare  la  doppia  periodicità  nelle  serie , 
senza  prendere  termini  che  giù  sieno  dotati  di  un  periodo,  bi- 
sogna ricorrere  alle  serie  doppie.  A tal  fine  la  serie  (1)  §.  54 
suggerisce  tosto  di  formare  i termini  della  serie  doppia  con 
un’unica  funzione  Q(z),  stabilendo 
(4)  (?*,=  (>  (z-po-vò) 

cioè  dire  , prendendo  il  sistema  di  quantità 

. Q(z+ìa+2b)Q(z^+ìb)<J{z+‘2b)Q(z-a+,ìl>)Q(z-,ìa+'ìb)  . 
. Q(z+"2a+  b)Q(z+a+b  )(]{z+  b)Q(z—a+  b)Q(z—'2a+  b)  . 
■ <j{z+2a  )Q(z+a  )Q(z  )Q(z—a  )Q{z—2a  ). 

. Q(z+2a —b)Q{z+a—b  )Q(z—  b)Q(z—a—b)Q(z—2a—  b)  . 
. Q(z-\-l2a—2b)Q(z+a—2b)Q(z — ìb)Q(z—a—‘2b)Q(z—<ìa — 2 b) . 

In  siiTatto  sistema  è manifesto  che  cambiando  z in  z-\-a  si 
produce  lo  stesso  effetto  come  se  ogni  termine  prendesse  il 
posto  del  termine  successivo  nella  stessa  linea  verso  sinistra,  e 
cambiando  z in  z 4-  6 lo  stesso  effetto  come  se  ogni  termine 
prendesse  il  posto  del  successivo  nella  stessa  colonna  verso 
l’ alto.  Quindi , se  la  serie  sarà  convergente  e non  si  altererà 
di  valore  nè  per  I’  uno  nè  per  I’  altro  dei  delti  spostamenti  , 
essa  ammetterà  i due  periodi  a e b. 

Analogamente  al  già  osservato  nel  §.  54,  la  dipendenza 


(*)  È anche  quella  una  delle  vie  per  giungere  u Hallo  naturalmente  alle  funiioni  ellitti- 
che. Secondo  le  notazioni  jucohinne  , ritenendo  a 2i Kr  c h — lK,  si  riconoscerà  u »uu 

2 A : 

tempo  che  la  funzione  qui  ollcnutu  ù ■ . 

ir  sen  ani  s 
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dei  termini  da  uno  fra  essi  indicata  dalla  (1)  può  dirsi  la  più 
semplice  , ma  non  è la  sola  colla  quale  si  possa  mettere  in 
evidenza  la  doppia  periodicità.  Cosi , per  esempio  , può  anche 
servire  a questo  scopo  la 

(2)  CV,,=  (-i)*  (>(2— — ^ò)  . 

Con  questa , cambiando  2 in  2+ò  non  si  produce  più  1’  ef- 
fetto dianzi  notato  , cioè  lo  stesso  effetto  che  cambiando  nel 
secondo  membro  dell’equazione  definiente  Oi»,*  il  numero  > in 
v — \ , ma  lo  stesso  effetto  che  cambiando  v in  v — 2 , cambia- 
mento che  non  altera  il  fattore  ( — i)*  . Se  il  valore  della  serie 
non  subirà  alcuna  alterazione  per  questo  progredire  d’  ogni  ter- 
mine di  due  posti  verso  l’alto,  e so  non  ne  subirà  d’altronde 
al  cambiarsi  di  2 in  z+a,  la  (2)  avrà  somministrato  una  serie 
doppiamente  periodica. 

$ 58.  Contempliamo  anche  nel  campo  delle  serie  doppie 
i casi  particolari  forniti  dal  supporre 

Adottando  la  (I)  del  §.  precedente,  avremo  da  considerare 
le  serie 

(1)  I 

W ■*,*  (2—  jzo  — vb)o 

corrispondenti  ai  diversi  valori  di  g.  Ora  possiamo  stabilire  un 
teorema  analogo  a quello  del  55  , che , applicato  alla  serie 
precedente  , dirà  eh’  essa  converge , anche  riducendone  i ter- 
mini ai  moduli  rispettivi  , quando  sia  </>2. 

Teorema.  La  serie 

<*>  4 . 

ove  le  o costituiscano  un  sistema  doppiamente  infinito  di  quantità, 
f.  13  , aventi  tra  loro  differenze  delle  quali  i moduli  sieno  tulli 
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maggiori  di  un  numero  fisso  d>  0,  converge,  anche  riducendone  i 
termini  ai  moduli  rispettici , quando  sia  g > 2. 

Consideriamo  la  serie  dei  moduli.  Per  ciò  che  si  disse 
nel  §.  13  il  modulo  della  quantità  a racchiusa  nel  quadrato 
(ro-H.n+l)  sarà  della  forma 


essendo  e ed  n (=1  — e,=1 — n del  §.  suddetto)  quantità  reali 
comprese  tra  0 e 1.  E però  la  serie  dei  moduli  potrà  rappre- 
sentarsi colla  scrittura 


(3) 


tn  s d«  ’ 
(m+i)* +(«+*?)’ J • — 


2* 


dove  la  somma  deve  estendersi  a un  numero  infinito  di  coppie 
diverse  di  valori  degli  interi  m e n,  ed  e e jj,  rimanendo  pur 
sempre  fra  i detti  limiti,  possono  variare  da  un  termine  all’al- 
tro. La  serie  (3)  è di  certo  convergente  se  Io  sia  la 


2» 

i cui  termini,  astrazion  fatta  dal  faltor  costante —.sono  rispet- 
tivamente maggiori  dei  termini  della  (3).  Supponiamo  la  (4) 
composta  soltanto  di  termini  i cui  indici  m e n sieno  positivi , 
ma  ammettiamovi,  del  resto,  tutte  le  possibili  coppie  di  numeri 
interi  positivi  per  (mi,  n).  Se  anche  si  presentassero  per  (*n,  ») 
tutte  affatto  le  possibili  coppie  di  numeri  interi  positivi  e nega- 
tivi , la  serie  non  riuscirebbe  che  il  quadruplo  della  supposta. 

Ora , invaginando  i termini  della  (4)  disposti  nella  solila 
maniera,  cioè  nelle  rispettive  posizioni  qui  sotto  indicale  dalle 
coppie  degli  indici 
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1,1  i,l  3,1  «,< 

• • • • 


componiamo  ilei  termini  clic  sono  in  una  stessa  diagonale  (pei 
quali  cioè  la  somma  m + n ha  uno  stesso  valore)  un  solo 
gruppo.  Indicando  con  Gh  il  gruppo  h esimo,  avremo 


y 

** m,n 


4 


= 2»  Gh 


Gl  — 


1 


7?  •+"  , 


1 


72  +•••- 


1 


[4*4-4*]; 

Ora,  riflettendo  che  per  qualunque  coppia  (m,n)  si  ha 
m*  + «*  > i.(m+»)*  , 

si  scorge  essere 


G„  < % 


4 


■ + 


4 


[i+h]o  [2+A-4]* 


+...+ 


1 


ossia 


G*<2» 


[A+4]» 


<2 


h_ 

h> 


1 

A»-* 


Ma,  per  g — 1 > 4 , la  serie  è convergente;  dunque 

lo  è anche  la  1 Gh , ecc.  C.  D.  D. 

Pertanto,  attribuendo  a g i valori  3,  4, 5..,  si  otterranno 
dalla  (4)  altrettante  serie,  che,  essendo  convergenti  anche  ri- 
ducendone i lermini  ai  moduli  rispettivi,  non  subiranno  alcuna 
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alterazione  per  quegli  spostamenti  che  dicemmo  equivalere  al 
mutare  z \n  z + a o z + b.  Ciascuna  di  queste  serie  espri- 
merà una  funzione  continua  per  qualunque  valor  finito  di  z , 
dotata  dei  periodi  a e b , ed  infinita  per  tutti  e soli  i valori 
di  z dati  dalla  formola  z — u a 4-  > b. 

A compiere  la  discussione  della  convergenza  e periodicità 
delle  serie  comprese  in  (1)  restano  da  esaminare  i casi  g=\ , 
g= 2.  Per  questi  due  casi  non  solo  tace  il  teorema  precedente, 
ma  ò anzi  facile  il  ravvisare  che  la  convergenza  delle  serie  dei 
moduli  non  ha  luogo.  Però  sonvi  leggi  di  composizione  di  som- 
me finite , da  cui  le  serie  si  possano  considerare  provenienti , 
per  le  quali  si  verifica  la  convergenza.  Dimostriamo  anzitutto 
che  esiste  una  di  siffatte  leggi , indi  investigheremo  quali 
effetti  possano  essere  prodotti  da  alterazioni  nell’  ordine  dei 
termini. 

Ammettiamo  che  le  duo  serie  traggano  origine  dalle  som- 
me finite 


v — n pi  — m . v t=  = w . 

(5)  2 2 — - — r . 2 2 7 — iàì  • 

**  **  z — va — vb  **  **  (z — v-a — vb)f 

v= — n (i= — m ‘ v— — n ja^= — mv  ‘ ' 

nelle  quali  si  faccia  crescere  infinitamente  prima  m e poi  n. 
Invece  però  di  considerare  soltanto  queste  due  serie  conside- 
riamo ancora  tutte  quelle  comprese  nelle  forinole 


' ( z—pa — pò)*»-*-' 


' (z — ilo — v6)*» 


perchè  la  stessa  dimostrazione  può  abbracciarle  tutte  senza 
complicarsi , e perchè  nel  tempo  stesso  si  vede  come  tutte 
quante  siffatte  serie  doppie  riducansi  ad  una  determinata 
classe  di  serie  semplici. 

z~~^b 

Si  ponga  nelle  eguaglianze  (6),  (7)  del  §.  55 in  Ino- 

li 


go  di  z,  e si  moltiplichi  la  prima  per— , la  seconda  per 
si  otterrà  : 
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(Jm=+  a 


(8) 


' 2 — vb' 

-H ! . 

z — vb] 

/sen’- 

sen-*  ir \ 

l 0 

a ) 

z — vb 

, . z—vb 

c'cosn 

ós)  COS  71 

1 fl  1 

a 

1 

1 , : — vb 

.sen3  7: 

-+  . Z-vbl 

sen^+% 

Quest’  ultima  vale  per  <7>  0 ; per  </  = 0 la 


n = ».  | 

Y.  = jr  COtn  2 

m— « 


, f* 


somministra 


2 — vb 

, cos  v 

n z — vb  ir  a 

■ = - COt  ir = 

2 — imi  — vb  a o a z — vb 

i»=— « sen  r 

a 


n=+«  . 

(0)  2 


E pertanto,  ciascuna  delle  somme  finite 

v «=  n |i  ■=  w 

2 2 

V= W |*= w 

formate  coi  termini  delle  serie  indicate  in  (6)  diviene  , cre- 
scendo m all’infinito,  un’aggregato  di  2n  + l (numero  dei  va- 
lori di  v da  — n a +n)  serie  convergenti,  di  ognuna  delle 
quali  le  (7),  (8),  (9)  forniscono  la  somma.  Sostituendo  alle  se- 
rie queste  loro  somme  e ponendo , per  brevità , 

’-Z-(  , , 

a a 

è chiaro  che,  per  compiere  la  dimostrazione  della  convergenza, 
basta  dimostrare  essere  convergenti  le  serie  provenienti  da 
somme  finite  della  forma 


1 


. 2 


C0S($— v/S) 


^Bsen»(i— v/3)  ’ seni»+'(?—  v/s)  ^ > 


, 2 col(?— v/3)  . 
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E però  dimostreremo  che  sono  convergenti  , anche  ridu- 
cendo i termini  ai  moduli  rispettivi , le  serie  della  forma 

(m  cos»({-W3)  ~+m  sep*(C— v/5) 

t **  ^ sen»(? — v/3 ) ’ v cos#(S — v/3)  ’ 

ogni  qualvolta  il  numero  intero  g superi  l’ intero  h. 

La  serie 


lim  2 cot(S— v/3) 

n=  oc 

y= — n 

ed,  in  generale,  il  caso  g=h  richiede  una  speciale  investigazione. 

Venendo  dunque  alle  due  serie  (40),  basterà  considerarne 
una  sola;  poiché,  attesa  1’  arbitrarietà  di  C , esse  non  differi- 
scono essenzialmente  tra  loro  , trasformandosi  1’  una  nell’  altra 


col  porre  C-f  ^ in  luogo  di  ?.  Prendendo,  per  fissar  le  idee, 

la  prima,  è subito  dimostrato  che  la  radice  n esima  del  mo- 
dulo del  suo  termine  n esimo,  tanto  verso  destra  che  verso 
sinistra  , tende  ad  una  quantità  fissa  più  piccola  di  4.  Sosti- 
tuendo al  seno  ed  al  coseno  i loro  valori  espressi  colla  espo- 
nenziale , e tenendo  v invece  di  dm , il  termine  d’ indice  v , 
cioè  dire  il  termine  n esimo  verso  destra  o verso  sinistra  come 
si  vuole,  si  troverà  espresso  dalla  frazione 
H(— *P)  — «ft— 

+ e 


[ 


T 


['({-*«  -.ft—wT 

e -e  J 


Crescendo  n , i moduli  delle  due  funzioni 

>({-'«  —'fé-'*) 

e , e 

tendono  l’uno  a oc,  l’altro  a 0.  Infatti,  designando  con  •/  e 
ài  le  parti  reale  e immaginaria  di  j3  , si  ha 


•Tf-vf») 

e 


•e 

« 


— vp 
e 


«c 


—n:— *p)  — n>  — »* 

e —e  .e  .e  ; 

49 
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ma  dei  due  fattori 

3 P*T» 

e , c = cos  vy  =F»  sen  vy 
l’uno  non  varia  con  v e l’altro  ha  sempre  per  modulo  l’unità; 
i moduli  delle  due  funzioni  variano  dunque  con  n soltanto 
in  virtù  del  terzo  fattore,  che  nell’  una  va  evidentemente  a oc 
e nell’  altra  a 0. 

Perciò  , trascurando  nel  numeratore  e nel  denominatore 
della  precedente  frazione  quella  delle  due  funzioni  che  tende 
a 0 , e trascurando  inoltre  i fattori  provenienti  da 

**p 

e , e 

dei  quali  le  radici  «esime  dei  moduli  tendono  o sono  eguali 
all’  unità  , si  otterrà,  come  modulo  del  termine  d’indice  v,  la 
espressione 


in  cui  dei  duo  segni  premessi  a vò  s’intende  preso  quello  pel 
quale  ± vS  riesce  positivo.  Dividendo  l’esponente  ±vs'(ft — g) 
per  l’intero  positivo  h si  otterrà,  come  quantità  a cui  tende 
la  radice  «esima  del  modulo  del  termine  «esimo  si  a destra 
che  a sinistra , la 

(A— mod  $ 

e , 

che  per  h <g  è più  piccola  dell’unità.  C.  D.  D. 

Questa  dimostrazione  mette  nel  tempo  stesso  in  chiaro  : 
che  per  h>g  il  modulo  del  termine  d’  indice  v crescerà  in- 
finitamente con  «,  onde  la  serie  in  ciascuno  dei  due  sensi  ne- 
cessariamente divergerà;  e che  per  h = g il  modulo  suddetto 
tenderà  all’  unità,  onde  la  serie  potrà  riuscire  convergente  per 
certe  leggi  di  formazione  della  somma  finita , ma  dovrà  anche 
riuscire  divergente  per  altre  leggi. 
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Concentriamo  I’  attenzione  su  quest'  ultimo  caso  , cioè 
sulle  serie 


(H) 


, cos»  (S— v/3) 


sen»  (£ — v/3) 

Sostituendo  a cos»(S — v/5)  1’ una  o l’altra  delle  espressioni 
9 

[1 — sen*($ — v/3)]*  , fi— sen*(? — v/3 )]  * cos(S— v/S) 


secondochè  g sia  pari  o impari  , sviluppando  la  potenza  del 
binomio  e dividendo  per  senB(S — v/3)  ogni  singolo  termine  , la 
frazione 


cos#(?— v/3) 
sen»(? — v/3) 

si  troverà  decomposta  in  un  certo  numero  di  parli , le  quali  , 
ad  eccezione  di  una  sola,  saranno  comprese  nella  forinola  già 
contemplata 

cos*  (C— v/3) 

sen»(?— v/5)  ’ ® 

Perciò  resterà  da  esaminare  soltanto  la  convergenza  della  serie 
avente  per  termine  generale  la  parte  che  fa  eccezione.  Ora 
questa  parte  è 


\ ovvero 


cos  (£—  v/3) 


sen  (t  —v/3) 
secondochè  g sia  pari  ovvero  impari. 

Nel  caso  pertanto  di  g pari,  la  serie  (H),  trovandosi  de- 
composta in  serie  che  convergono  anche  riducendone  i termini 
ai  moduli  rispettivi  e nella  serie 


è divergente. 

Nel  caso  di  g impari  devesi  considerare  la  serie 


cos  (g  —y/3) 
sen  ($— v/3) 

Questa  serie,  come  si  è osservato,  non  converge  riducendone 
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i termini  ai  moduli  rispettivi;  i suoi  termini  n esimi  Qn  e Q~„, 
col  crescere  infinitamente  di  n , non  tendono  a zero , ma  a 
due  limiti  diversi  da  zero  e tra  loro  contrari. 

Stabilendo  che  il  numero  dei  termini  a sinistra  (di  ()0=cot?) 
debba  conservarsi  sempre  eguale  al  numero  dei  termini  a destra, 
la  serie  riesce  convergente.  Ed  invero,  fatta  astrazione  dal  ter- 
mine Q0,  si  ottiene  in  tal  caso  la  serie 

H—oe 

2 [cot(S— n/3)+cot(C+n/3)]  , 

«=  ! 

che,  in  virtù  della  relazione 

sen  2 £ 

v ' sen  (C  — n/3)  sen  (£  + n/3) 

prende  P aspetto 

“ i 

(12)  sen  2 ? 2 — 7Z R 771 — • 

i sen  (S — n/5)  sen  (?+ n/3) 

Ora,  essendo,  per  quanto  si  è dimostralo,  convergenti  le  due 
serie 

* I » j 

V mod  — — , V mod  — — - — -r- , 

“ sen  (S  — n/5)  sen  (5  + n/3) 

lo  è a maggior  ragione  quest’  altra 


2 mod 

i 


1 

sen  ($  — n/3) 


. mod 


1 

sen  (?  + n/3) 


i cui  termini  sono  ordinatamente  minori  dei  termini  della  serie 
che  si  avrebbe  moltiplicando  le  prime  due.  La  serie  (12),  dun- 
que , è convergente  anche  riducendone  i termini  ai  moduli 
rispettivi. 

Cosi  resta  dimostrata  la  convergenza  delle  serie 


■“z  — fio  — vb  ’ (*  — fia — vft)1 

ove  s’  intendano  provenienti  dalle  (5)  col  far  crescere  infinita- 
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mente  prima  m e poi  ».  Possiamo  poi  anche  riflettere  che  la 
convergenza  della  seconda  di  queste  serie  non  cesserebbe  d’a- 
ver luogo  , nè  il  valor  suo  subirebbe  alcuna  alterazione  , se 
invece  della  (5)  si  prendesse  come  somma  finita  la  seguente 


v = n p ■=  m 

^ 2 (2  — ^3  — vby  ' 

v=— n'  p= — m x ‘ 


qualunque  fossero  le  leggi  con  cui  dovessero  andare  all’ infinito 
m con  m ed  ri  con  ». 

Noteremo  altresì  di  passaggio  che  le  funzioni  ft(z)  e /i(z), 
somme  delle  dette  due  serie,  sono  l’una  dispari  e l’altra  pari. 
Infatti  le  somme  finite  (5)  non  si  alterano  cambiando  nella 
espressione  del  termine  generale  p e > in  — p e — v,  e quindi 
anche  i loro  limiti  rimangono  invariati , cioè  si  ha 


/■«(*)  = 2- 


1 


z— pa — *b 


= 2 


\ 


z+ua-j-vb 


1 

' ( z — pa — vb)3 
e però  si  avrà  anche 

1 


AW  = 2( 

srò  si  avrà 

/■.(-*)  = 2 


1 

’ (z+pa-f  vb)1 


A(-2)  = 2 


-z — pa — vb 

\ 

( — z — pa — vb)3 


1 


= v 


z+pa-f-vb 

I 

(z+pa+vb)3 


= — 11*) 
= «*)• 


Per  <7>2  è forse  superfluo  l’avvertire  che  la  serie  (1)  rap- 
presenta una  funzione  dispari  o pari  secondochè  sia  dispari 
o pari  g. 

$.  59.  Accertata  la  esistenza  di  un  significato  preciso  per 
le  serie 


(1) 

(2) 


2,- 


i 

z — po  — vb 

1 


(l — pO— vi)3 
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passiamo  ad  investigare  quali  alterazioni  possa  subire  cotesto 
significato  o valore  alterando  I’  ordine  dei  termini.  Indichiamo, 
per  brevità,  col  segno  V la  variazione  di  valore  che  una  serie, 
la  cui  somma  dipenda  dall’ordine  dei  termini,  subisce  allor- 
ché quest’  ordine  viene  alterato.  Circa  questo  segno  possiamo 
tosto  riflettere , che  si  potrà  togliere  od  aggiungere  ad  una 
somma,  dinanzi  a cui  esso  si  trovi,  un  numero  finito  qualsi- 
voglia di  termini  ; poiché  la  somma  di  un  numero  finito  di 
termini  non  può  subire  alcuna  variazione  per  qualunque  modo 
si  alteri  l' ordine  dei  termini.  Similmente  , si  potrà  anche  to- 
gliere od  aggiungere  un  gruppo  composto  d’  una  infinità  di 
termini  , se  questo  gruppo  costituisca  una  serie  che  rimanga 
convergente  anche  riducendone  i termini  ai  moduli  rispettivi. 

I valori  di 


(3) 

(*) 


1 


VI 

2 Lift i 


v V 


z — f t-a  — vl> 

\ 

(z — fMJ  — xÒ)* 


per  ogni  fissata  alterazione  nell’  ordine  dei  termini , dipende- 
ranno da  a ,b  , z. 

La  natura  della  dipendenza  da  z è facilo  a determinarsi  , 
qualunqne  sia  del  resto  I’  alterazione.  Infatti , cominciamo  a 
riflettere  che  nella  determinazione  di  essi  valori  si  può  trala- 
sciare in  entrambe  le  serie  (1)  e (2)  quei  termini  pei  quali 
non  sia 


(5) 


mod  (ua  -f-  vò)  > mod  z 


il  cui  numero,  finché  z è quantità  finita,  è finito.  Tolti  questi 
termini , ognuno  degli  altri  si  può  sviluppare  secondo  le  po- 
tenze di  z in  serie  convergente , come  sta  espresso  nelle 

1 1 £ 

z — fxa — vb  pa-j-vò  (/xa-j-vb)1  ( aa-\-vb )3 


ì 

(z — f xO — vb)* 


(fxa+vò)3 


2 z 

(jxo+>6)* 


(fxo+vò)* 
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Mediante  questi  sviluppi  dei  loro  termini,  le  serie  stesse  (i)  e 
(2)  vengono  ad  essere  sviluppabili  in  serie  secondo  le  potenze 
di  z , e cioè  si  possono  ridurre  alla  forma 


(6)  V. 


\ 


1 


*V- 


1 


z — f ia — pò  ua-j-pò  ““  (ua+v6)s 

^ 2 (z— uo-vft)s=  2 (ua+vft)*-*-21-  (fi0-}->6)3+  ' ‘ ‘ 


dove  con  2’  s’intende  significare  che  vanno  oramessi  i termini 
non  soddisfacenti  la  condizione  (5).  Alle  serie,  che  qui  compajono 
quali  coelìicienti  di  z,  siccome  casi  particolari  (z=0; <7=1,2,..) 
delle  serie  (1)  del  § precedente,  si  applica  il  teorema  che  ne 
dichiara  la  convergenza  ed  il  valore  indipendenti  dall'ordine  dei 
termini  per  g >2.  Perciò  nella  ricerca  del  valore  di  V per  le 
serie  (6)  e (7)  si  potranno  tralasciare  tutte  le  potenze  di  z 
moltiplicate  per  coefficienti  pei  quali  sia  g >2.  Da  qui  risulta 


V2' 

vr 


i 

Z — (AZI  — PÒ 

1 

(z (Afl— PÒ)* 


VI'  — ' zVl' , 

Z .Aa+pò  vz  (pa+vò)1 

VV . 

Z Cua-fpò)1 


Restituendo  infine  alle  serie  che  figurano  in  queste  eguaglianze 
i termini  ommcssi  siccome  non  soddisfacenti  alla  (5),  soltanto 
escluso  quello  pel  quale  gli  indici  u e v hanno  entrambi  il  valor 
zero;  e ponendo,  per  brevità  , 


(8)  VI 

si  otterrà 

(9;  VI 


__l 

g-a  -f-  pò 

1 


= A 


VI 


1 


Z — (AO — PÒ 


(ua+vò)* 
A-Bz  , 


= B, 


(10)  * , \j 

(Z — (AO — PÒ)* 

Le  A e B , costanti  rispetto  a z , dipenderanno  da  a e ò in 
uno  od  altro  modo  a seconda  della  natura  dell’  alterazione  ncl- 
1’  ordine  dei  termini. 
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Ora,  per  questo  riguardo,  ci  limiteremo  a cercare  i valori  di 
A e B per  quelle  alterazioni  che,  oltre  essere  semplicissime,  sono 
anche  della  massima  importanza  , siccome  quelle  che  , se  non 
mutino  il  valore  della  serie,  fanno  prova  della  sua  periodicità. 
1 valori  di  A e D furono  , del  resto , investigati  anche  per  al- 
terazioni d’  altra  natura  ('). 

Volendo  attuare  in  una  somma  od  in  un  prodotto  inGnito 
un’alterazione  nell’ordine  secondo  cui  devonsi  imaginare  som- 
mati o moltiplicati  tra  loro  i termini  o fattori , il  più  semplice 
mezzo  è quello  di  introdurre  invece  dei  primitivi  indici  ue»  nuovi 
indici  xe>.  legati  ai  primi  da  relazioni  tali  che  ad  ogni  coppia  di 
valori  interi  di  p e > corrisponda  una  ed  una  sola  coppia  di  valori 
interi  di  x e >. , e viceversa  ; e di  ritenere  che  la  espressione 
finita,  d’  onde  la  infinita  ha  da  scaturire,  debba  essere  formata 
rispetto  ai  nuovi  indici  nella  stessa  maniera  che  rispetto  agli 
indici  di  prima.  Così , per  esempio  , se  si  consideri  la  serie 
scaturiente  dalla  somma 


e»*  z — ua — vb 

estesa  a lutti  i valori  di  ^ e » pei  quali  sia  ,^+v1  c/J5,  e 
vogliasi  produrre  uno  spostamento  nei  termini  di  questa  serie 


(*)  Per  questo  come  pel  precedente,  noi  attingiamo  ai  preziosi  Reitràge  zur  Thtorie 
der  elliptiichen  Fune  t ione*  pubblicali  da  Eiscnstcin  uel  tomo  35  del  giorn.  di  Creile  (citati 
a pag.  20  delle  Notizie ).  Le  serie , di  cui  stiamo  trattando,  sono  intimamente  legale,  come 
anche  apparirà  in  questa  Sezione,  coi  prodotti  doppiamente  infiniti  pure  adatti  alla  rappre- 
sentazione analitica  della  doppia  periodicità.  E precisamente  , si  è nella  investigazione  delle 
proprietà  di  questi  prodotti  che  si  ufiTroiio  nei  delti  Bciiràgc  (VI)  le  serie  doppie  in  que- 
stione. Lo  stesso  avviene  nel  Mètnoire  tur  lei  fonctions  doublemenl  periodi guet  precedente- 
mente pubblicato  dal  sig.  Cuylcy  nel  tomo  IO  del  giorn.  di  Liouvillc.  Quanto  alle  serie  in 
questione,  il  sig.  Caylcy  ivi  non  contempla  se  non  che  alterazioni  della 

V ! ; 

^ (pa  -f  v6)* 

imperocché,  ammettendo  egli  che  per  ogni  coppia  .p,  v)  di  valori  degli  indici  debba  sempre 
esservi  anche  lo  contraria  ( — p,  — v) , la  serio 


“ pa-f-v6 

riesce  sempre  zero. 
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colla  introduziono  dei  nuovi  indici  x e X,  sarà  da  ritenersi  che 
la  novella  serie  sia  il  limite,  per  R crescente  all'  infinito,  della 
somma 

2 1 

A..X  2_?(x,X)a— </.(*,X)6 

estesa  a tutti  i valori  di  x e X pei  quali  riesca  x*  -f-  X*  < R*  ; 
?{*.  X)  e <p  (x,  X)  significando  le  espressioni  che  si  cavano  per 
F e v dalle  relazioni  fra  u,  v,  x,  X. 

Vi  hanno  due  specie  di  coteste  trasformazioni  degli  indici 
le  quali  particolarmente  meritano  considerazione.  La  prima  spe- 
cie consiste  nello  stabilire  fra  gli  indici  le  relazioni 

(li)  F ==  x — p , j = l — q , 

essendo  p , q numeri  interi  fissi.  Se  f e v percorreranno  tutta 
la  serie  dei  numeri  interi,  la  percorreranno,  per  queste  equa- 
zioni, anche  x e X;  e ad  ogni  coppia  (f,  v)  corrisponderà  una 
ed  una  sola  coppia  (x,  X),  e viceversa. 

La  seconda  specie  consiste  nello  stabilire  le  relazioni 

f*  = cvx  + c«,«X» 

* = cv  x + Ci,,  X , 

delle  quali  i coefficienti  siano  numeri  interi  tali  che  il  deter- 
minante 

^,  ==  c,  i ci  i cj,i 

» » » » 

riesca  ± 1.  Anche  queste  relazioni  soddisfanno  alle  condizioni 
enunciate.  Infatti,  se  siano  interi  x e X,  lo  saranno  anche  f e 
v\  viceversa,  essendolo  u.  e >,  lo  saranno  anche  x e X,  perchè 

C x = c,,,  f — c(>,  v , CX  = c,t,  v — c,t,  ; 

e finalmente  vi  sarà  sempre  una  sola  coppia  (x,X)  per  una  data 
coppia  (f,  p)  , e viceversa.  Come  caso  particolare  di  questa 
specie  di  trasformazione  è da  noverarsi  quella  che  si  suol  dire 
lo  scambio  degli  indici , scaturiente  dal  supporre 

c,,,  =0  , c(>,  = \ , ct>l  = 1 , = 0 . 
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Queste  sono  le  specie  di  trasformazioni  degli  indici,  ossia 
di  alterazioni  nell’ordine  dei  termini,  investigate  da  Eisenstein 
nel  lavoro  citato.  Noi  ci  contenteremo  di  seguire  Eisenstein  in 
ciò  che  riguarda  la  prima  specie  (*). 

Basterà  cercare  il  valore  della  variazione  (3)  ossia  (9)  ; 
poiché  il  coefficiente  di  z in  questa,  preso  con  segno  contrario, 
darà  senz’  altro  il  valore  della  (4)  ossia  (IO). 

(*)  Abbiamo  già  fatto  osservare  che , se  una  simile  trasformazione  , per  quali  si  siano 
valori  interi  di  p c 9 (ovvero  anche  soltanto  per  le  coppie  p = l e 9 = 0»  p ~ 0 c 9—  I), 
non  produca  alcun  cambiamento  nel  vulor  della  serie , la  serie  é dolala  dei  periodi 
a c 6.  Tuttavia  non  è forse  del  lutto  inopportuno  l’ insistere  ancora  su  questo  punto. 
Consideriamo  la  serie  (I)  , definita  come  limile  della  prima  delle  somme  (5)  del  $ prece- 
dente , e di  cui  il  valore  già  indicammo  con  ft  (2).  Facendo  su  questa  serie  la  trasforma- 
zione (11)  , il  termine  generale  da 

1 

z — pa  — v6 

si  cambierà  in 

11 

z — (x— p)a  — (X — 9)6  (z-\-  9*) — *« — X6  * 

sì  che,  per  esempio»  in  luogo  del  termine  particolare 

z — 7 a — ib 

comparirà  per  la  serie  trasformata  il  termine  particolare 

1 

(z-\-pa-\-qb) — 7«  — ib 

Questa  serie  Irnsfoimatn  sarà  II  limile  0 cui  tende  la  somma 

X — n x — to  I 

xJL  *JL  (*+!»+ «»)-“-«  ’ 

facendo  crescere  infinitamente  prima  m e poi  n;  0,  cambiando  le  lettere  x c X nelle  p c v, 
sarà  il  limite  a cui  tende  la  somma 

v = n p = m . 

v y ! 

yJl-H  (*+P"+9*>—  1*°— ^ 

Ora  evidentemente  » questa  somma  non  à nitro  che  la  stessa  (5)  del  § precedente  , dove  in 
luogo  dcllu  2 (la  cui  variabilità  possiamo  riflettere  non  esser  punto  limitata  dalla  convergenza) 
si  metta  z-\-pa-\-qb.  Il  valore  adunque  della  serie  trasformata  sarà  ft{2-\-p<i-\-qb).  E però, 
se  la  trasformuzionc,  qualunque  fossero  p c 9,  non  alterasse  il  valor  della  serie,  si  avrebbe 
la  eguaglianza 

ò(*+P«+«6)=ò(I)  i 
che  ne  attesterebbe  la  doppia  periodicità. 
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Potrebbesi  considerare  soltanto  le  due  trasformazioni  af- 
fatto particolari 

fA  =■=  X 1 , il  = X , 

(A  = X , V = X 1, 

delle  quali  la  (11)  può  riguardarsi  come  composta. 

.Ma  consideriamo  a dirittura  la  (11).  11  valore  della  (3)  è 
il  limite  della  differenza  fra  la  somma 


1 


Z -=  » « «=*  w 

,Z,*=Tx-p)a-(x-<?)6 


e la  somma  (5)  del  § precedente 

V = Il  (fc  = IN  . 

2 2 


(12) 


M 


z — fio — ab 


La  prima  di  queste  somme  può  anche  esprimersi  come  segue 


v = n—q  (i  =.  m—p  , 

(13)  2 2 I • 

* »— j *— p 

La  differenza 

(13)— (12) 

può  semplificarsi  assai,  perchè  le  somme  (13)  e (12)  conten- 
gono in  gran  parte  gli  stessi  termini.  Sono , cioè , comuni  ad 
entrambe  tutti  j termini  pei  quali  p,  v sono  compresi  fra  i limiti 

— m = — V > — — q . 

qualora  p,  q.sieno  positivi. 

Per  le  tre  altre  possibili  combinazioni  dei  segni  di  p,  q si 
hanno  tre  altri  simili  sistemi  di  limiti  che  determinano  sempre 
lo  stesso  numero  di  termini  comuni,  ritenendo  sempre  gli  stessi  i 
moduli  di  p,q.  Ma  per  maggior  semplicità  e chiarezza  prendiamo 
di  mira  soltanto  la  combinazione  dei  segni  positivi. 

Formiamo  dunque  la  differenza  di  quelle  sole  parli  che 
non  sono  comuni  alle  somme  (13)  e (12).  A tal  fine  imagi- 
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niamo  i termini  disposti  nella  solita  maniera,  cioè  come  sta 
espresso  nel  quadro  (5)  del  §.  42,  si  che  ogni  termine  occupi 
il  posto  determinato  dai  suoi  indici  considerati  come  coordinate 
cartesiane.  La  (12)  è la  somma  di  tutti  i termini  che  trovansi 
entro  e nel  perimetro  del  rettangolo  AB  CI)  (Fig.  19)  i cui 


Fig-  I». 


v 

lati  hanno  le  distanze  ±m  e ±n  dagli  assi  (Ou.Ov).  Il  pas- 
saggio dalla  somma  (12)  alla  (13)  viene  espresso  geometrica- 
mente dallo  scorrere  del  rettangolo  parallelamente  a se  stesso 
nel  piano , si  che  il  lato  CD  riesca  in  Ct  D,  alla  distanza  m'—p 
da  0 fi,  ed  il  lato  AD  riesca  in  A{I)i  alla  distanza  n — q da  0>. 
Le  due  posizioni  ABCD  e AiBiCiDi  del  rettangolo  hanno  co- 
mune la  parte  EBFD{.  E però  la  differenza  V sarà  l’aggregato 
delle  serie  scaturienti  dalla  somma  dei  termini  contenuti  in 
A,B{G  E e BGClF  meno  l’aggregato  delle  serie  scaturienti 
dalla  somma  dei  termini  contenuti  in  HFCD  e AEDJI . Indi- 
cando coi  rettangoli  stessi  le  serie  rispettive,  potremo  scrivere 
V=AlBiGE-\-BGCiF—IIFCD—AEDlH . 

Facciamo  crescere  infinitamente  m.  I due  rettangoli  ABCD 
e A{BlClDi  si  allungano  infinitamente  secondo  Op.  conservando 
inalterata  la  dimensione  secondo  Ov.  La  somma  dei  p(2n-f  1) 
termini  contenuti  in  AKB{GE  e quella  dei  p(2n+l)  contenuti 
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in  HFCI)  hanno  per  limite  zero,  essendosi  dimostrata  la  con- 
vergenza delle  serie  provenienti  dal  far  crescere  m.  Le  due 
parti  , all’  incontro  , corrispondenti  a BGC{F  e AED{H  danno 
ciascuna  origine  a q serie  , per  le  quali  1’  indice  (a  prende 
lutti  i valori  interi  positivi  e negativi.  Le  q serie  del  rettan- 
golo BtìCtF  si  hanno  da 


p , 2-pa-f(n+# 

dando  a q i valori  I , 2 , . . . , q.  Le  q serie  del  rettangolo 
AEDtH  si  hanno  similmente  da 


p=+“  I 

*— («— # 

Per  ottenere  il  valore  di  V bisogna  determinare  a quali  limiti 
tendano  le  somme  di  queste  serie  convergenti  allorché  n va 
all’  infinito.  Considerando  la  prima,  la  somma  sua  per  n finito, 
in  forza  della  (9)  del  § 58  dove  si  ponga  v— — n — q,  è data  da 


p-^-  z—t*+(n+q)b 
messo , per  brevità , 


z+qb+nb 

COS  7T 

ir  a 

a z-\-qb-\-nb 

sen-  — 

a 


* 


z + qb+nb 


: +qb 


nir  ^ $ 


° l 1 


Ora  dovremo  osservare  se , crescendo  n , cresca  positivamente 
o negativamente  la  parte  reale  di  questo  esponente;  poiché  nel 
primo  caso  la  esponenziale  <p  tenderà  a *,  nel  secondo  a 0. 
E perciò  basta  osservare  come  cresca  la  parte  reale  della 
quantità 

inb 
— n 
a 

Se  il  coefficiente  di  i nel  rapporto  ^ sarà  positivo,  sarà  nega- 
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tiva  la  parte  reale  di  *—n  , quindi  la  < p tenderà  a zero,  e la 
frazione 

.*  + 1 

7!  ì ' p 5T  ì l|/*  1 

o f a p1 — 1 

?—  7 

P 


tenderà  a — — . Quando  invece  il  coefficiente  dii  nel  suddetto 
a 

rapporto  sarà  negativo , la  p tenderà  a * , e la  frazione 

I 


■ P + -7 

■I  i p «I 


P 


*4-1 

P- 


77 1 


tenderà  a — . Indicando  con  e una  quantità  che  debba  avere 

il  valore  + 1 o — 1,  secondochè  il  coefficiente  di  i in  — sia 

a 

positivo  o negativo,  avremo  in  ogni  caso 

(14)  ^ 2 

|i=— * 

Similmenle  si  trova 

(1=4-  oc 

(,5)  „lm.  2 


ì 


ÉTTI 

a 


1 


2 — uà— (ti — q)b 


a:t 

a 


Dunque  V eguaglia  la  somma  di  q serie  di  valore  ^ meno  la 

somma  di  q serie  di  valore  — — , cioè 

o 

t „ eri 

V 2 r = 29  — . 

r — fia—vb  a 

Questo  risultato  vale  per  p e q si  positivi  che  negativi. 
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Esso  è indipendente  da  z , e,  ricordando  le  (9)  e (10),  som- 
ministra 


A = — 


’ìqim 

a 


B = 0 . 


Da  qui  si  vede  che 

v 2 


i 


(2 — {MI — >6)* 


= 0 


cioè  che  la  serie  (2)  è doppiamente  periodica.  Ma  non  di- 
mentichiamo che  , diversamente  dai  casi  nei  quali  I’  esponente 
del  denominatore  supera  il  2 , essa  serie  resta  soltanto  dimo- 
strata doppiamente  periodica  nella  sopposizione  che  provenga 
come  si  è dichiarato  dalla  somma  finita  (5)  del  | precedente. 

Quanto  alla  serie  (1),  il  suo  valore  non  si  cambia  cam- 
biando 2 in  z-\-pa,  poiché  in  tal  caso  q è zero;  essa  quindi 
ammette  il  periodo  a.  Ma  non  ammette  il  periodo  b;  pe- 
rò , facendo  crescere  z di  multipli  di  b , essa  cresce  degli 

2s7Tft 

stessi  multipli  di  — . È poi  chiaro  che,  definendo  la(l)  an- 


cora come  limite  della  espressione  finita  (5)  dei  § precedente, 
ma  in  cui  debba  crescere  infinitamente  prima  n e poi  m,  si 
avrebbe  una  funzione  dotata  del  periodo  b,  invece  dell’ a. 

Egli  è facile,  del  resto  , persuadersi  che  si  può  ottenere 
la  doppia  periodicità  anche  per  una  serie  avente  per  termine 
generale  l’ unità  divisa  per  una  funzione  lineare  di  z,  e definita 
come  limite  di  una  somma  analoga  alla  (5)  del  § precedente. 
Prendendo  invece  del  tipo  (1)  il  tipo  (2)  § 57,  cioè  conside- 
rando la  serie 


(-1V- 


-Il  * „ 

’ 2 2* 


applicandovi  la  trasformazione  di  indici  (11)  e ragionando  co- 
me già  per  la  serie  (1),  si  trova  che  la  variazione 
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eguaglia  il  limite  a cui  tende , per  n crescente  all’  infinito  , la 
somma  delle  q serie  (7  = 1,2,  . . .,?) 


(-1)' 


» + 9 


|i=-4-  * 

^ n+q 

z— fxoH — — 


■+» 


(1=4.0 


1 


•*“  i n+7, 

i*“— * «— fjia-1 — — ò 


meno  la  somma  delle  q 


7, 

iio=— » 2 — u_a 

r 2 


:(-!)- 


«+9 


ii=4-o 


n—q 
z—pa 5-fr 


Ora,  facendo  astrazione  dal  fattore  (— 1 )"=  ( — i ) — “ che  è 
sempre  lo  stesso  per  tutte,  e riflettendo  alle  (14)  e (15)  nelle 

quali  s’ imagini  ~ in  luogo  di  b,  è chiaro  che  le  prime  q serie 

avranno  ciascuna  per  valore 

(-1)'^-*  (7=1,2,...,? 

e le  seconde  q 

-(-l)’y  (7=4,2,...,?  . 


E però  , se  ? sarà  pari  , i valori  delle  prime  q serie  si  di- 
struggeranno tra  loro  nella  somma  , e cosi  pure  quelli  delle 
seconde  ? , e sarà  quindi 


vi 


(-D’ 


= 0 . 


La  serie  adunque,  non  alterandosi  se  a z si  aggiunga  un  mul- 
tiplo qualunque  di  a ed  un  multiplo  pari  di  ~ , possiede  i pe- 

z 

riodi  a o b.  Moltiplicala  per  questa  serie  equivale  alla  se- 
rie semplice  considerala  nel  | 50. 
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0.  60.  Noi  ||  54  e 57  abbiamo  visto  la  periodicità  scaturire 
effettivamente  dalla  forma  infinita  delle  espressioni.  Tuttavia  le 
serie  che  forse  più  comunemente  s’intendono  nell’appellazione 
di  serie  periodiche  sono  le  serie  semplici  e dotate  di  semplice 
periodicità  che  procedono  secondo  i seni  e i coseni  dei  mul- 
tipli di  un'arco  x,  o,  ciò  eh’ è lo  stesso,  secondo  le  potenze 
intere  positive  e negative  di  una  esponenziale  e“;  le  quali  s’in- 
titolano anche  da  Fourier,  perchè  fu  questo  grande  matematico 
che  pel  primo  ne  riconobbe  pienamente  I’  alla  importanza  per 
lo  esprimere  funzioni  arbitrarie  ( Théorie  analytique  de  la  Chaleur). 

Metteremo  in  debita  luce  nelle  Sezioni  successive  di  quanto 
momento  anche  nella  teorica  delle  funzioni  di  variabili  complesse 
queste  serie  sieno  diventate;  ma  intanto  vogliamo  impiegarle  per 
ricordare  uno  dei  modi  di  conseguire  il  principale  strumento  ana- 
litico della  teorica  delle  funzioni  doppiamente  periodiche,  cioè 
lo  strumento  3;  nel  quale  però,  mentre  la  natura  già  periodica 
dei  singoli  termini  dà  luogo  ad  un  periodo,  anche  la  forma  infinita 
dà  luogo  ad  una  proprietà  che  permette  di  attuare  con  esso 
immantenente  la  periodicità  doppia. 

In  una  serie  della  forma 
*“+  * 

2 A* e * » 
w»= — <x 

che  sia  convergente  per  qualunque  valor  finito  di  z,  e che, 
quindi , definisca  una  funzione  a un  valore  continua  e finita 
per  qualunque  valor  finito  di  z e dotata  del  periodo  /3 , non 
può  aver  luogo  un  secondo  periodo  a (*).  Bensì  può  il  secondo 
periodo  verificarsi  in  un  quoziente  di  simili  serie.  Ed  invero 


(*)  Premettendo  che  qualunque  funzione  ili  z a un  valore  continua  e finita  per  ogni  valor 
finito  di  z e dotala  drl  periodo  £ può  rappresentarsi,  in  una  sola  maniera  d’altronde,  con 
una  serie  della  detta  forma  ; si  avrebbe  nella  proposizione  su  enunciata  un’  insigne  teorema 
dovuto  al  sig.  Liouvillc  (Autiste,  pag.  Hi).  Ma,  come  or  ora  accennammo,  non  dobbiamo 
dimostrare  adesso  siffatte  prnposizioui  che  si  offriranno  affatto  spontaneamente  nelle  Sezioni 
successive.  Osserveremo  del  puri  , che  non  é in  questi  paragrafi  che  si  potrebbe  adeguata- 
mente mostrare  quanto  sia  naturale  la  introduzione  delle  funzioni  di  più  variabili  non  che 
di  una  , nella  scienza. 
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consideriamo  la  espressione 


.l*m 


O 


lBm^ 

e cerchiamo  di  delerminare  Am  e Bm  colla  condizione 


VB,„  eizm  " ' 

Togliendo  i denominatori  , questa  eguaglianza  diviene 


I Am  eilm  2 Bm  = V Bm  es‘“  V <*(•  + «)-  , 

in  cui  i coefficienti  di  una  stessa  esponenziale  e*->  dovranno 
essere  eguali.  Ora  , si  riconosce  tosto  che  questi  coefficienti 
saranno  le  serie 

«=-j-  00  W»=-|”  oc 

2 Ay.-*,  Bmet*m  , 2 A^-m  Bneì^-m) , 

w=- — oo  m= — oe 

di  modo  che  , mettendo  per  un  momento  n invece  di  m per 
indice  nel  termine  generale  della  seconda,  si  avrà  la  seguente 
condizione  , che  dovrà  essere  soddisfatta  qualunque  sia  n , 
»!=-{-*  »==+« 

2 Bm^m=  2 A*-nBnM !*-). 


Potrà  sembrare  difficile  di  cavare  da  qui  le  funzioni  inco- 
gnite A„  e Bm  nella  massima  generalità:  e però  ci  limiteremo 
a considerare  quella  soluzione  chesi  presenta  spontaneamente  e 
che  consiste  nel  soddisfare  la  condizione  precedente  eguagliando 
tra  loro  gli  stessi  due  termini  generali.  Porremo  dunque 
Ap-m  Bm  eìvH  = Ap-n  ff  „ e1*  e—*)  , 
ed  imagineremo  che  n sia  espresso  in  funzione  di  m,  in  guisa 
che  queste  due  quantità  possano  rappresentare  nello  stesso 


(•)  Scrivendo  z invece  di  — (il  che  vale  quanto  supporre  pmri)  la  serie  precedente* 
0 

mente  considerala  prende  I*  aspetto  — A e u.  Per  simili  sostituzioni  nno  dei  periodi  di 
una  qualsivoglia  funzione  periodica  potrà  sempre  supporsi  ridotto  a iti. 
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tempo  la  serie  completa  dei  numeri  interi  ; il  che  si  otterrà 
facendo 

n = tn  -f-  k , 

dove  k esprima  un  numero  intero.  Con  ciò  la  eguaglianza  pre- 
cedente , scritta  sotto  la  forma 


diverrà 


A^-«  — ">  ’ 


Ap— m Bm+k 

•4p ^ *>  “ Bnfi'S  ' 

Ma,  dovendosi  soddisfare  a questa  condizione  qualunque  sia  p, 
si  potrà  porre 

fi  — m — k — mt 

essendo  m,  affatto  indipendente  da  tn.  Ciò  darà 


Amt-[-k  ^m  + l 

Am,  e*’» i = ’ 

d’  onde  si  vede  che  ciascun  membro  è una  quantità  costante. 
Dunque  le  funzioni  incognite  Am  e Bm  sono  due  soluzioni  della 
equazione  alle  differenze  finite 


W*- f-Jk  « . 

- ■=—  = Costante  , 
umeUm 

il  cui  integrale  generale  è 

W|i  = ek  vm , 

dove  c dipende  dalla  costante  del  secondo  membro  e vm  deve 
soddisfare  la  condizione 


em+* t-'m  • 

Alla  costante  c si  può  dare,  come  si  vede,  un  valor  par- 
ticolare qualsiasi  c0,  senza  restringere  la  generalità  del  risul- 


tato; bastando  di  cambiare  poi  nella  funzione  la  z in  z-|-a 


c— cn 


per  far  ricomparire  la  c qualunque.  Diamo  pertanto  a c il  va- 
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lor  zero , ossia  prendiamo  per  Am  e Bm  i valori  seguenti 

* „ a 

-MI*  MI* 

««»  “ ®m  ^ 9 Bm  — - — 6m  C » 

dove  am  e hm  significhino  quantità  soddisfacenti  le 

Om+k r àm  • 


Ponendo 


»M— -|-oe 


amek 


V(*)s 


*=+* 

2 


7 <"’+*»» 

e* 


4»(a) 


il  quoziente  sarà  I’  espressione  di  una  funzione  doppia- 

h (s) 

mente  periodica  risultante  dall’analisi  che  si  è fatta;  ed  ora  si 
tratta  di  esaminare  più  da  vicino  queste  serie  rimarchevoli  alle 
quali  ci  troviamo  condotti  pel  numeratore  e pel  denominatore- 
Per  le  relazioni  am-f k — am  , &,„+»  — bm  è manifesto  che 
coll’  intero  k si  introducono  in  ciascuna  delle  funzioni  <I>  e V 
k costanti  arbitrarie.  Ritenute  queste  costanti  per  la  <I>  espresse 
con 


> ®1  » > • • • > 0* — | j 

imaginiamo  raccolti , come  a formare  una  serie  separata  , tutti 
i termini  contenenti  o0>  e poi  similmente  lutti  quelli  conte- 
nenti a, , ecc.  Avremo 

= a0  ^*0  al^l  + • • • + «*— l®k— | > 

essendo  4>0 , <t>, , . . . , $>k_,  serie  non  contenenti  altre  quantità 
fuorché  k,  a,  Sarà  quindi  anche 

>r  =60<t,0  + à,  <I>, • . . + 6t_j  4>t_,  . 

Esaminiamo  una  qualsivoglia  di  queste  serie  componenti  : 

sia  la  <t>, , significando  t uno  dei  numeri  0,  1,2 k—^. 

Essa  consla  di  tutti  i termini  che  si  ottengono  dal  termine  ge- 
nerale 

t 

MI* -f- 2*1» 

ek 
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dando  a ni  tutti  i valori 

. . . , — 9.  k -j- 1 , — . . . ; 

ossia , intendendo  pur  sempre  con  m un’  indice  che  deva  per- 
correre tutta  la  serie  dei  numeri  interi,  la  4>,  sarà  espressa  da 

Ora  possiamo  portare  fuori  del  segno  sommatorio  il  fattore 


*•+  ì* 


e scrivere  <I>,  come  segue 


su*  4“  1 1*  V 
4>f  = e k Za  e 

Nello  studio  di  questa  serie  potremo  mettere  una  semplice  let- 
tera , simbolo  della  variabile , in  luogo  di  lmaginando 

messa  la  lettera  2,  e messo  altresì  a invece  di  k *,  è chiaro  che 
le  funzioni 

e quindi  tutte  le  funzioni  somministrato  dalla  precedente  ana- 
lisi , riduconsi  infine  all’  unico  ente  analitico 

0)  2 « + 

m= — x 

questa  la  celebre  trascendente  introdotta  da  Jacobi  nello 
studio  delle  funzioni  ellittiche;  di  essa  passeremo  a mettere  in 
rilievo  le  proprietà  fondamentali,  designandola,  secondo  l’uso, 
con  5(2). 

Relativamente  alla  convergenza,  la  condizione  perchè  essa  nel- 
la 3 abbia  luogo  si  è che  sia  negativa  la  parte  reale  di  atnJ , cioè 
dire  di  a. 

Infatti,  designando  con  «'  la  parte  reale  di  a,  ed  x espri- 
mendo come  sempre  la  parte  reale  di  z , il  termine  generale 


Qm=e 


ha  per  modulo 


mod  Q„ 
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e questo  modulo  ha  per  radice  m esima  (*)  la  quantità 

i 

mod  Q™  = ea  m+li=.eS*[e*  j™ 

la  quale  al  crescere  di  m , se  « sia  negativa , tende  a zero 
qualunque  sia  il  valore  Gnito  di  x. 

Questa  serie,  siccome  procedente  secondo  le  potenze  qua- 
dratiche di  e®,  pi  esenta  per  tutti  i valori  finiti  della  variabile 
la  convergenza  la  più  rapida  , e di  cui  non  si  era  per  anche 
dato  alcun  esempio  nell’  analisi. 

Pel  teorema  del  f 49  questa  serie  rappresenta  una  funzione 
di  t continua,  oltreché  finita  , per  qualunque  valor  finito  di  z. 

Il  valore  di  questa  serie  resta  invariato  se  si  cambi  nel  suo 
termine  generale  , cioè  dire  nella  espressione  che  sta  sotto  il 
sommatorio  , la  lettera  in  in  — m ; poiché  in  deve  percorrere 
tutta  la  serie  dei  numeri  interi  positivi  e negativi.  Ma  questo 
cambiamento  equivale  al  cambiare  z in  — z ; dunque  è 

(2)  3(0  =*(-«) 

ossia  la  S è funzione  pari. 

Sappiamo  già  come  questa  funzione  possegga  il  periodo  ri, 
cioè  la  proprietà 

(3)  S(*)=»5(*+iri). 

Ora  vediamo  come  si  comporli  quando  si  muli  z in  z-\-a.  A 
tal  fine  riflettasi  che  il  valore  della  (I)  non  si  altera  se  si  scriva 
ni+1  (°  se  anche  si  scrivesse  m+h,  essendo  li  numero  intero 
fisso)  invece  di  in  nel  termine  generale.  Scrivendo  m-f-1  e os- 
servando che 

a(m-f-l)* + 2z(m  -{-{)=*  m*  4-2  (z-|- a)  m 
+ a +2  2 » 

e che  il  fattore  d’  esponente  a + 2z  può  scriversi  fuori  del 
sommatorio , si  ottiene 

(•)  Per  semplicità  * qui  preso  «li  mira  soltanto  il  senso  secondo  cui  l' indice  ha  i valori 
posili  vi  ; per  P altro  senso  sarebbe  da  imaginarsi  estraila  la  radice  ( — m)  esima. 
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cioè  la  proprietà 

(4)  $(z)  = eÌ!+’S(z-{-«). 

Questo  risultato  mette  in  evidenza  come  si  produca  la 

$ 

doppia  periodicità  in  un  quoziente  qual’  era  — .Ciascuno  dei  ter- 


mini del  quoziente  ammette  il  periodo  ri,  e,  quando  si  cambia 
z in  z-j-a,  essi  non  fanno  che  prendere  uno  stesso  fattore 
esponenziale  che  sparisce  per  la  divisione. 

Esprimendo  g un’  intero  qualsiasi , invece  della  (3)  pos- 
siamo scrivere  la 


(5)  S(2)=5(z  + 3t:«). 

Ed  esprimendo  h pure  un  intero  qualsiasi , se  nel  termine 
generale  della  (1)  si  cambia  ut  in  m-f-A  e si  osserva  che 

+«A*-f-2Az, 

si  trova  la 


(6)  5 (2)  = 3 (z  ah)  , 

che  contiene  la  (4)  come  caso  particolare.  Da  questa  formola, 
cambiando  z in  z-j-giri  ed  osservando  la  precedente  , si  ha 

(7)  ^(z)  = eU‘+','‘,  B(z-{-gri-\-ah)  , 

che  può  considerarsi  come  racchiudente  in  sè  le  (5)  e (6),  os- 
sia entrambe  le  proprietà  (3)  e (4). 

È facile  dimostrare  che  la  funzione  3 si  annulla  per  tutti  i 
valori  di  2 dati  dalla  formola 


(8) 


+ < ■ , 2/,-H 
: «H - 


Ed  invero,  osserviamo  che  il  valore  della  (1)  non  si  altera  se 
in  luogo  di  m si  ponga  nel  termine  generale  — (m  + A') , in- 
tendendo con  A'  un  numero  intero.  La  3 (z)  si  può  dunque 
esprimere  anche  con 


od 

2 


^a(«*-|-V)* — 3x(n4-V) 


m - — oc 
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ed  anche  coila  semisomma  di  questa  espressione  e della  (1) 

m — ( ■ oc 

*m~;  2 (• 

W= X t 

Ora  una  espressione  come 

A , D A B 4- ni 

- e —e  — e 

si  annulla  quando  A differisca  da  B-{-ni  di  un  multiplo  di  2ri, 
o,  ciò  che  è lo  stesso,  quando  A differisca  da  B di  un  mul- 
tiplo dispari  di  Tri.  Dunque  il  termine  mesiino  della  serie,  se- 
condo membro  della  precedente  eguaglianza  , sarà  nullo  se  la 
differenza 

[am*-)-2zffi]— [*(tn-|-A')* — 2z(wi-f-ft’)]=(2z— «A')(2m-|-A') 
riesca  un  multiplo  dispari  di  ni.  E , se  si  determina  la  varia- 
bile z in  modo  che  questa  differenza  riesca  un  multiplo  dispari 
di  ni  qualunque  sia  m,  allora  saranno  nulli  tutti  i termini  della 
serie  e quindi  anche  la  somma  £(z).  Ora , ponendo 
2z  — ah'—  g'ni  , 
la  detta  differenza  riducesi  a 

%mg‘ni-\-g'h‘ni  , 

la  qual  quantità  sarà  sempre  un  multiplo  dispari  di  ni  se  sia 
dispari  il  prodotto 

9 h' 

cioè  se  siano  dispari,  ma  quali  si  vogliano  del  resto,  gl’interi 
g e li.  Scrivendo  2^4-1  e 2ò+l  invece  di  g'  e h‘,  la  equa- 
zione 2 i—ah'=g'ni  dà  appunto  per  z i valori  (8). 

Volendo  considerare  il  solito  piano  rappresentativo  dei  va- 
lori di  z,  se  lo  si  imagina  diviso  in  liste  mediante  le  parallele 
all’  asse  reale  che  si  succedono  alla  distanza  n l’una  dall’altra, 
la  funzione  S prende  già  tutti  i valori  di  cui  è suscettibile 
anche  in  una  sola  di  coleste  liste.  Se  poi  si  imagina  1’  altro 
sistema  di  parallele,  che  col  precedente  divide  il  piano  in  una 
doppia  infinità  di  parallelogrammi  tutti  eguali,  di  cui  uno  abbia 


"7“  e 
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i vertici  nei  punti 

0 , l'ir , a , l'ir  — a , 

si  riconoscerà  che  i punti  (8)  sono  i centri  di  questi  paralle- 
logrammi. 

Le  formolo  (3)  e (4),  ovvero  la  (7),  indicano  che  divenga 
la  funzione  5 facendo  crescere  la  variabile  di  multipli  (interi) 
dei  periodi  zi  e a.  Ma  giova  considerare  non  soltanto  i risul- 
tati che  si  hanno  facendo  crescere  la  variabile  di  multipli  in- 
teri, ma  anche  di  multipli  fratti  dei  periodi.  Qui  però  ci  limi- 
teremo alle  metà.  Cambiando  dunque  la  z successivamente  in 

. 4 ■ , 4 . 4 . , 1 
2 “t-  2 rl  * 2+2a’  *+§**  + §• 


nella  formola  (1),  e riflettendo  che  fattori  non  contenenti  la  m 
possono  sempre  portarsi  fuori  del  sommalorio  , avremo  tosto 


ya(m+if  +**("+ì) 

2ée  » 

*')H) 

2te 


Le  tre  serie  che  figurano  in  questi  secondi  membri  possono 
riguardarsi,  insieme  colla  (1),  come  casi  particolari  della  seguente 


2 


cioè  quei  casi  che  si  hanno  supponendo  e e t eguali  a 0 e 
a 1.  Questa  serie,  simile  alla  (1),  può  essere  opportunamente 
designata  applicando  alla  stessa  lettera  5 il  sistema  delle  quan- 
tità t e e;  sistema  che,  seguendo  il  sig.  Riemann,  chiameremo 
la  caratteristica  della  funzione  3- , siccome  contenente  gli  ele- 
menti che  (dato  essendo  <*)  individuano  a pieno  colesta  fun- 
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zione.  Porremo  dunque 


(9) 


[:■](*)— s*  A 


Con  questa  notazione  (')  le  tre  precedenti  eguaglianze  insieme 
con  la  (1)  danno 

3(z)=  •*[!!]  (2)  » 

•*(2  + ^«')=  5[?](2)  » 

i 

5(2+^*)=e  * 5[ì](2)  » 

5(2+^a“*"ìa)  = e S ^ 5[1](2)  » 

ovvero  , in  compendio  , 

(10)  e * * 5(z  + ^,r,+ì a)=5[!'](2)  . 

le  quali  ricordano  come  i quattro  valori  considerati  della  3 ri- 
ducansi  alle  funzioni 

(11)  *ffl(2),  *[?](2),  5[ì](z),  5[l](z), 

e come  , viceversa,  queste  funzioni  riducansi,  con  un  fattore 
esponenziale  se  occorra , alla  sola  3 primieramente  consi- 
derata. 

Tenendo  le  t,e‘  limitate  a valori  numerici  interi,  dalia  (9) 
non  possono  scaturire  altre  funzioni  fuorché  le  (11)  col  segno 
proprio  o cambialo.  Infatti,  il  cambiare  £ in  £±2  nel  termine 
generale  della  (9)  equivale  al  cambiarvi  m in  »n±l  , il  che 
sappiamo  non  alterare  il  valore  della  serie  ; dunque  è 

(12)  (*)==*  [}](*). 


(*)  È però  piu  usata  e piu  comoda  nel  caso  attuale  la  ) , (*).  Ma  adottiamo  sin  d’ora 

*»  • 

la  notazione  del  sig.  Ricmann  affinchè  sia  già  famigliare  quando  , fra  breve  , la  useremo 
per  funiioni  b di  più  variabili. 
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11  cambiare  poi  t in  e’±  2 produce  nell’  esponente  I’  incre- 
mento ±2 ir»  -j-  2^’  Ma 

« V *'=e  =(— I)  ; 

quindi 

(13)  ^U*]W=(-D^W(*)  - 

Dunque , per  avere  dalla  (9)  tutte  le  possibili  funzioni  distinte 
corrispondenti  a valori  interi  di  e e e,  basta  attribuire  a que- 
ste quantità  i valori  0 e I. 

Ponendo  q=e*  , scrivendo  ix  in  luogo  di  z,  ed  introdu- 
cendo le  funzioni  circolari  invece  della  esponenziale , le  espres- 
sioni delle  (11)  divengono 

3 [o]  («?)  = ! -(-2  j q cos2x-f-^cos4a>-|-<79  cos6x-f-  . . . j , 

3 [?](»x)  = l — 2 ) q cos2.c— q^cos4a?-|-9®  cosOx—  . . . j , 

I 9 S5 

3 [ò](«’a)  = 2 ( q* cos  aH~?*cos3a:-f-94  cos5a:-|-  . . . j , 

t 9 SS 

3 [!](«)  = — 2 f qr*sen  x — qheoSx-ì-q* sen5r — . • . j (*). 

Cerchiamo  per  la  3 [{<]  (z) , nel  supposto  di  e e e numeri 
interi,  le  eguaglianze  analoghe  alle  (2),  (3),  (4).  Come  già 


(*)  J.icobi  designava  queste  quattro  funzioni  nei  Fund.  i\ov.  mediante  le  lettere  0 e H, 

TT  fC 

e più  tardi  mediante  Ritenuto  cioè  identici  i due  q , si  ha 


>[?]<•»- 

-CtVìI 

) “ ».  («) 

s [?]<“)  - 

ecr') 

= » <*) 

*[}]«- 

■<?KI 

) - »l  (*) 

rn , » 

„ /**  \ 

i [;](.>)"» 

-h(t') 

— — »l  (*) 
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per  ottenere  la  (2),  anche  qui  osserviamo  che  nel  termine  ge^ 


nerale  della  (9)  si  può  cambiare  m-}--  in  — 

Z 


chè  questa  quantità  non  fa  che  percorrere  in  senso  contrario  gli 
stessi  valori  dell’  altra.  Ma  siffatto  cambiamento  equivale  al 
cambiare  z in  — z e moltiplicare  per 


— 4 — IT 

3 

e 


e = (-l) 


dunque  sarà 

(I*) 

È evidente  la 


s[M(-z)  = 5[=M(z). 


La  (14)  mostra,  ciò  che  del  resto  era  già  evidente  pei  pre- 
cedenti sviluppi,  che,  delle  funzioni  (11),  le  tre  colle  carat- 
teristiche 


(££'  = 0 


sono  pari  , e la  quarta  colla  caratteristica 


[!]  («  «'  = 1 .. 

è dispari. 

Come  analoga  della  (3) , cambiando  nella  (9)  z in  z-j-Tn, 
cambiamento  che  equivale  a quello  di  £'  in  £'-f-  2 , si  ha 


(ìs)  5[M(z)=f-i),5[;.](z+no . 

Come  analoga  della  (4)  , cambiando  nel  termine  generale 
della  (9)  ni  in  m + I ed  osservando  che 

a^m-fl  + -^  +2^z-t--7r«^  ^«<+1+2^ 

= a(wl+0+2(z+«+Ì7r,)  («*+0 


■+■  * + 2z  -+-  £'  rrl  , 


si  ha 
(16) 


5-  [;.] (2)  = (—  1 )‘  C4,T"  5 [y]  (Z  + a)  . 
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Analoga  della  (7)  è la 

(17)  S [>](*)  =(-lf +**'  e**'»  5[.‘-]  (z+gn+*h) . 

Circa  l’annullarsi  delle  funzioni  (11)  osserveremo  che  per 

le  (8)  e (10)  la  5 [!'](s)  sarà  manifestamente  nulla  ogni  qual- 
volta : prenda  un  valore  compreso  nella  forinola 


(18) 


i £ . £ 


2</+1  . , 2A+1 


• 7rt  ■ 


1 rapporti  di  tre  funzioni  (H)  alla  quarta  somministrano 
tre  funzioni  doppiamente  periodiche  (’). 

<11.  Passiamo  a considerare  una  serie  3 pupla.  Il  lo- 
garitmo del  termine  generale  nella  3 semplice  vedemmo  essere 
una  funzione  intera  di  secondo  grado  dell’  indice  m.  Per  serie 
3 pupla  intcndesi  una  serie  p volte  infinita  in  cui  il  logaritmo 
del  termine  generale  sia  una  funzione  intera  di  secondo  grado 
dei  p indici. 

Indicando  con 


°I«  °3I  a31  • • 

<hi  azì  • • ain 

°33  • • ap$ 


e 

w, , Wj , Wì , • • , «V 

quantità  indipendenti  dagli  indici,  il  detto  logarit- 

2 

mo  (astrazion  fatta  da  un  termine  non  contenente  gii  indici  , 


(*)  Sodo  le  Ire  funzioni  ellittiche*  Alle  forinole  della  nota  precedente  vanno  congiunte  le 
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il  quale  produrrebbe  un  fattor  comune  a lutti  i termini  della 
serie)  potrà  esprimersi  con 

»*=>p 

2 2 +2  2 *v  me 

v=! 

ovvero  con 

p 

?(m4, . . . , »np)  + 22«'i»«»^  , 

ritenuto 

»=j*  e=j> 

2 2a^m,  =9(*n,....,mp)  • 

*=i  |i=«  * 

e supponendosi , qualunque  siano  p e v , 


Q\ *v  Ov}*  • 


E la  serie  potrà  esprimersi  con 


»(*!  . • 
e 


-’V+'f'W 


Le  quantità  a,,»  saranno  da  riguardarsi,  come  già  a nel  f pre- 
cedente, quali  costanti;  e le  «v  , come  già  z,  quali  argomenti 
ossia  variabili  della  serie.  E perciò  questa  verrà  designata  con 


Per  brevità , allorché  le  espressioni  dei  p argomenti  della 
5 ed,  in  generale,  di  p quantità,  d'onde  dipenda  una  qualsia 
forinola  o funzione , differiranno  tra  loro  soltanto  per  1’  indice 
p),  chiuderemo  sotto  il  segno  della  funzione,  però  in 
doppia  parentesi , soltanto  la  espressione  generale  delle  dette 
quantità,  ommetlendo  l’indice  se  non  sia  necessario,  o altri- 
menti designandolo  di  regola  con  t.  Sarà  dunque  da  ritenersi 


? (m4 , . . . , mp)  = ((m))  =»  9((mT  )) , 


+*  V 
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Per  facilità  e chiarezza  daremo  in  disteso  parte  delle  for- 
inole pel  caso  particolare  p = 2 (*).  Per  questo  caso  è 


(*y  $(«>! , «»)  — ’s’ 


«•i=+“ 

e 


Relativamente  alla  convergenza  , la  condizione  perchè  essa 
abbia  luogo  si  è che  la  parte  reale  della  forma  quadratica  f(m)) 
sia  negativa  per  qualunque  coppia  di  valori  degli  indici  m (“). 

Soddisfatta  questa  condizione  la  serie  5((w))  può  riguar- 
darsi come  funzione  di  ciascuna  separatamente  e quindi  di  tutte 
insieme  le  variabili  re  , ad  un  valore  e continua  e finita  per  tutti 
i valori  finiti  delle  medesime. 

Se  si  cambiano  ni,  e m,  in  — mt  e — m,  nel  termine  ge- 
nerale della  serie  (I)',  il  valore  della  serie  non  subisce  alte- 
razione , e , siccome  questo  cambiamento  equivale  al  cambiare 
wt  e «r,  in  — w{  e — wt , cosi  si  ha 
(2)’  5 (to, , te,)  = S (—  re,  , — te,) 


cioè  la  S (te, , te,)  è funzione  pari. 

Analogamente  si  ha 

(2)  S ((te))  = 3 ((—te)). 

Di  conformità  alle  (3)  e (4)  del  § precedente,  la  S( te,, te,) 
ha  la  proprietà  che  sonori  sistemi  di  simultanee  variazioni  degli 
argomenti  te, , te,  pei  quali  il  logaritmo  di  3-  varia  soltanto  di 
una  funzione  lineare  di  essi  argomenti  ; e propriamente  , che  so-  • 
novi  2.2  = 4 sistemi  di  questa  sorta  indipendenti  tra  loro.  Due 


(")  Le  forinole  analoghe  del  passalo  c del  presente  paragrafo  si  troveranno  in  oltre  de* 
signale  cogli  stessi  numeri. 

(*•)  Indicando  con  a*  la  parte  reale  di  la  parte  reale  di  9((m))  è vy  a'^y  , 

Pel  caso  p—2,  osservando  la  identità 

è chiaro  clic  la  delta  condizione  della  convergenza  traducesi  nelle  due 
a'j,<0  , a'ua'„—, b'i88<0  , # 

nelle  quali  è inchiusa  la  o/si<0. 
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sono  i seguenti 

n , 0 , 

0 , ni  , 

che  danno  luogo  alle 

5 iwi  > »j)  = $ (tv{  + ri  , wt) 

5 (io, , Wi)  = B («’, , io,  zi)  . 

Gli  altri  due  sono 

fln  > asi  * 

atì  , , 

che  danno  luogo  alle 

B (ic1 , w,)  = eJu?,T011 5 («),  + a„  , tt>3  4-  %)  , 

5 (wt , »,)  = elu;,+a“S  (mi,  + o,j , iPj  + a»)  . 

La  prima  di  queste  si  ottiene  cambiando  nel  termine  generale 
della  (1)'  nif  in  t»,  — |—  I , il  che  non  altera  il  valore  della  serie, 
ed  osservando  la  identità 

0«(mi+  * )s+2a,s(m1+l  )mì+anmìi+'iwi(mi+\  )+2tt>,m, 
==a11ffljJ+2o„ni1m,+oMm1,84-2(?P1+a,,)mJ4-2(M;s+osl)mj 
4_aii4'2ttq . 

La  seconda  si  ottiene  cambiando  tn,  in  rn3-(*l. 

Analogamente  si  hanno 

• (3)  B ((tv))  — B (wt  , . . ,w*  + zi  , . . , wp)  , 

(4)  5 ((«,))  = e*"»  +°»*  3 (K  + M)  ; 

* questa  seconda  col  cambiare  nel  termine  generale  della  (1) 
tn,  in  m»  + 1, 

Esprimendo  gi  e gt  numeri  interi  qualsiansi , invece  delle 
(3)’  possiamo  scrivere  la 

(5) ’  B (w, , Wi)  =■  5 (w,  + g{  zi , ws  + gì  zi)  , 

ed  invece  della  (3)  la 

(5)  5 (tej)  = 3-  ((w  + g zi))  . 

Esprimendo  A,  e A3  pure  due  interi  qualsiansi  , invece 
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delle  (4)'  possiamo  scrivere  la  seguente,  che  le  contiene  come 
casi  particolari  , 

(6)'  5 (te, , io,)  = e*M’.+V'.)+a,,V+s°..Mi+««V  X 

5(io1-(-Oii4|+aii/,i  > li’s+aiiAi+asA)  ; 
e la  quale  otliensi  cambiando  nel  termine  generale  della  (4)' 
w,  e m,  in  m, -}-/»,  e %-f-A, , ed  osservando  la  identità 

4-2t(to1+oH/*t4^1^)m^(iorfa,,A1-+-a«Z4)intl 

-H»iiAiH-2«uAiArh,*A* 

4~-[  W|*rt-«iM- 

Cosi  pure  cambiando  nel  termine  generale  della  (1)  ogni  in- 
dice m in  in  -j—  li  ed  osservando  la  identità 

V ((m+A)H-  2 ^ «V  ("V  + K ) 

1 a rn 


'Am))  +2-(,tv  + l'aÀr) 


Bla 


+ ? {H  + 22  «VAP 
si  avrà  invece  della  (4)  la  seguente 


(6) 


-((«’)) : 


siV  "V +?«*)> 


1 3 m 


Hm  + iSk, 


+ *((*)) 


=e 


+ « 


1 3 ?((/«)) , 


2 a h " 

Cambiando  nella  ((>)'  le  due  quantità  ?e,  e te3  nelle  -J- 7,  ^ 
e io, ; e nella  (G)  le  p quantità  io  nelle  w-\-gzi  si 
hanno  le 

(7)'  5 (io, , w^e^1 + Vd-KiV+S'-.iMr!-»**.*  x 

> Wj+3i,r,+allAl+0MAJ 


(7)  3((ir))=e 


«v  + ?«*') 


elio  comprendono  iu  sé  enlrambi  i sistemi  di  proprietà  (3)  e (4). 

21 
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A riguardo  di  queste  proprietà  faremo  qui  notare  la  se- 
guente proposizione  sebbene  appartenente,  come  già  dichiaram- 
mo, a genere  di  considerazioni  riservato  per  le  Sezioni  succes- 
sive. Le  (3)  e (4),  insieme  colle  condizioni  di  essere  funzione  mo- 
nodroma  continua  e finita  per  tutti  i calori  finiti  delle  variabili  w, 
determinano  la  à sino  ad  un  fattore  costante. 

Infatti , primieramente  , per  forza  delle  dette  condizioni  e 
delle  (3),  la  3 si  potrà  esprimere  con  una  serie  pupla  proce- 
dente secondo  le  potenze  intere  positive  e negative  delle  quan- 
tità eiw . Ed  invero,  considerando  la  5 come  dipendente  dalla 
«>, , essa  è funzione  di  «q  monodroma  continua  e finita  per 
ogni  valor  finito  di  w{  e dotala  del  periodo  ni  ; dunque  può 
rappresentarsi  colla  serie 

"i=+* 

2 fl-.e4*'"'  (*)• 

W|  = 06 

Ora  considerando  i coefficienti  a*,,  nella  loro  dipendenza  da  u>it 
essi  sono  sviluppabili  in  serie  procedente  secondo  le  potenze 
intere  positive  e negative  di  e*1'-».  I coefficienti  di  queste  nuove 
serie  sono  sviluppabili  secondo  le  potenze  di  e5*’»;  ecc.  Dunque 
infine  si  avrà 


dove  i coefficienti  Am,...mp  non  dipendono  dalle  w.  A deter- 
minare questi  coefficienti  servono  le  (4).  Cambiando  infatti 
nel  termine  generale  dell’  ora  ottenuta  serie  f indice  m,  in 
tn»  -(- 1 e confrontando  il  risultalo  col  secondo  membro  della 
(4),  si  ha 


*2%  "V  +s 


10 

1* 


2 v(uj 

e 


i* 


4-o  )m 

1 pv'  (A 


V 


(*)  Si  è già  avvertilo  a |»ic’  della  pag.  30.‘i  clic  questu  proposizione,  del  resto  lini  co- 
nosciuta , uscirà  dimostrata  più  tardi. 
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La  identità  di  queste  due  serie  richiede  che  siano  identici  tra 
loro  i coefTicienti  dei  termini  formali  con  le  stesse  potenze 
delie  trw;  quindi  si  ha  la  relazione  generale 


+ «• 


— A 


p 

*2“ 


p*  p 


in  virtù  della  quale  lutti  i coefficienti  A restano  determinati  sino 
ad  un  fattor  comune  C.  A questa  relazione  soddisfa  la  espressione 
/P\  ® 

e ' =e 

e però  sarà 


C.  D.  D. 


?((-)) 


Le  sunnominate  proprietà  della  funzione  à potranno  dun- 
que assumersi  come  definizione  della  medesima  invece  della 
espressione  analitica. 

Ora  dimostreremo  , come  già  per  la  5 semplice , che  la 
£ (w, , a',)  si  animila  per  tulli  i valori  di  w{ , wt  dati  dalle  due 
formole 

Ìi 

g (^’i  au  + *»><,') 

con  g\  h\  -f- g\ h‘t  = 0 (mod  2) 

wi  = g (?'s 77  ‘ + 


essendo  g\  , g\,  h\,h't  numeri  interi ; e che  la  3 ((«>))  si  annulla 
per  tutti  i valori  delle  w dati  dalle  p formole 

(8)  w = | (g'  sr » +i  con  2 g\  /»V  =i  ( mod  2) , 

(f,  li  esprimendo  2p  numeri  interi. 

Considerando  a dirittura  il  caso  generale , osserviamo  che 
il  valore  della  (i)  non  si  altera  se  nel  termine  generale  si 
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cambino  gli  indici  rn  nei  — (m- f-/»').  Sommando  la  (1)  cosi 
modificata  colla  (1)  stessa  si  avrà 

J ]«  * * + e * j 

A B 

Una  espressione  come  e -\-  e si  annulla  quando  A differisca 
da  B d’  un  multiplo  dispari  di  iri.  Quindi  la  funzione  ^ riu- 
scirà certamente  nulla  se  la  differenza 


[ f (H) +22  «v  m,i  ] — [f  ((m  + A'))  — 22  «y  («y  + *V  ) ] 


sarà  nulla  per  tutti  i sistemi  di  valori  degli  indici  ni.  Questa 
differenza , osservando  la 

? ((•»+/>'))  = f ((/»'))  + 2 ny  ~ ^ f ((m) 

riducesi  alla  quantità 


22»v  ^2«v  — ^ — 3^---)  — ? ((*'))  +22  tty  àV  ; 
e determinando  le  w com’  è espresso  dalle  p seguenti  equazioni 


ed  osservando  che  ò 


v 1 9 ? ((A’)) 

“2  8AV 


riducesi  a quest’  altra 

221  «V  0'n  ir»  -j-  2 h'f.  ~i  . 

Essendo  2 2 »y  numero  pari  , la  differenza  riuscirà  dunque 
un  multiplo  dispari  di  rri,  qualunque  sieno  gli  indici  m , se  i 
2p  interi  g,  h'  renderanno 


2 ffV  AV  = i (mod  2). 

C.  I).  D. 

Consideriamo  ora  i risultati  che  si  hanno  facendo  crescere 
nella  $((«•))  le  variabili  di  multipli  fratti  dei  periodi,  limitan- 
doci però  al  raso  del  denominatore  2.  E precisamente  diamo 
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alle  variabili  incrementi  quali  ve<lonsi  nel  secondo  membro  della 
(7) , ponendo  però  in  luogo  degli  interi 

9t>  • • • t 9»  > "i  i • • • i Ap 

le  frazioni 

e i • Il  11 

2 ’ ' * * ’ 2 ’ 2 ’ ' ’ ” 2 

dove  le  e , e significano  numeri  interi  : cioè  cambiamo  nella 
(1)  le  quantità  w nelle 

C 1 dK]) 


32 


Avremo 

3«h-*™+2 — r 


v / ‘V  1 \ 

/+  * \ P 9 ((«•)) 4-  2 2.  ( io  H — -Tci-I 1 

= ( 2je  ' 11  * 1 aV  / 


Moltiplicando  ambo  i membri  per 


2'(i  ? ((j)) 


e riflettendo  alla  identità 


d f ((g)) 


8r 


? (Ù  — ? ((">+-,)). 


avremo 


2‘n  v + 2 


■ , Wgl 

s<(k>+2*,+2 — T 


VY  ? «■  + 5-»+*2(%  + T + 0. 


■a> 
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Questo  secondo  membro  6 una  serie  3 il  cui  termine  generale 

si  ottiene  dal  termine  generale  della  (1)  cambiando  gli  indici 

/ 

m negli  «i  + -e  gli  argomenti  w negli  w + -7:1'.  Perciò  lo  in- 

J,  *. 

dicheromo  con  la  scrittura  5 ‘ |p  j (ite))  ovvero,  se  non  sia 

necessario  di  mettere  in  evidenza  i singoli  valori  delle  e , e , 
anche  più  brevemente  con  3[s]((w)),  cioè  riterremo 


(9)  *[;:  ‘"Sw)=5[#» 

1 ■■■  p 

= (+v)7((-  + ?B+i2(%  + f ’ ■)("'• + i) 


e chiameremo 


D.:  ::>]-w 


la  caratteristica  della  funzione  3.  Ciò  premesso,  la  eguaglianza 
sopra  ottenuta  sarà 

1 


v, 


(IO)  e 


-))=s[£  )(«'!)• 


8* 


Nel  caso  di  p=l  abbiamo  visto  che  dalla  (9),  per  valori 
interi  di  tee',  non  scaturiscono  fuorché  quattro  funzioni  di- 
stinte. Ora,  analogamente,  osserviamo  che  nel  caso  generale  non 
scaturiscono  fuorché  2*c  funzioni  distinte,  bastando  di  dare  alle 
2 p quantità  e , e'  i valori  0,1.  Infatti  il  cambiare  e*  in  e,  ± 2 
nel  termine  generalo  della  (9)  equivale  al  cambiare  m,  in  wiv  ±1, 
il  che  non  altera  il  valore  della  serie.  Dunque  è 

(«)  * D.  ! X ±s  ; ; /i  ¥))  = » c.  ’.  : ; ’ : >]««#. 

• V p 1 v p 

Il  cambiare  poi  e'»  in  e'»  ± 2 produce  nell’  esponente  I’  incre- 
mento ± 2^«  ("•  + ‘i  e quindi  in  ogni  termine  il  fattore 
(— 1 ),y  : dunque 
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(i3)  * D.  ::s*.  : : >] «= m)‘v * c,  : : : : >] <h. 

* v p V P 

Cerchiamo  per  le  •&[«]((«'))  le  eguaglianze  'analoghe  alle 
(2), (3), (4).  Osservando  che  senza  alterare  il  valore  della  (9) 

si  possono  cambiare  nel  suo  termine  generale  gli  m -f-  ^ negli 

A 

-(»+0  , e che  questo  cambiamento  equivale  al  cambiare 

i w nei  — w e moltiplicare  per 

_*yl £*i(m  + ‘-*\  2.  ,r 

„ V ì / = (_!)  '* 


si  ha 
(14) 

È ovvia  la 


•&M(H)=e2V'‘ 


•&M  ((-«'))• 


5 D.  ! ! ! /]  H = s !!*._!*]  (H- 

p p 

La  (14)  mostra  che  le  funzioni  B sono  o pari  o dispari. 
Sono  pari  quelle  per  le  quali  1 t t sia  numero  pari  ; dispari  le 
altre.  Designando  con  Pp  il  numero  delle  pari  e con  D,,  quel- 
lo delle  dispari , determiniamo  questi  due  numeri.  Riflettendo 
che  le  2*''  caratteristiche  del  caso  p possono  ottenersi  unendo 
successivamente  ad  ognuna  delle  2*0>— ■)  caratteristiche  del 
caso  p — 1 ciascuna  delle  coppie 

OOII 


e riflettendo  come  si  modifichi  con  questa  giunta  il  valore  di 
Ite,  si  trovano  subito  le 

Pp  = 3 Pp— ì Z>p_ i , Dp  — Pp_ i -f-  3 Z)p_  ì , 

da  cui 

Pp  Pp  — 4 (Pp— ì -f-  Pp— ì ) » Pp  — Pp  = 2 (P p— ì — Pp— i). 
Queste  somministrano 

Pp-t-P„  = 4/>-<  (P,  + P1)  = 4-  = 2*  , 

Pp  — Dv  = 2p— 1 (P4  — PO  = 2J’  , 
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da  dove 

P„=  | (2*'  + 2")  = 2 />— ' (V  + 1 ) , 

/>„=  | (2*'1  - 2'1)  = ìp-'  (2*  — I)  . 

Nel  caso  p = 2,  si  ha  P,  = 10  e I>,  = 6.  Le  caratteristiche 
delle  dieci  funzioni  pari  sono 


quelle  delle  dispari  sono 

La  eguaglianza  analoga  della  (3)  , cambiando  nella  (9)  la 
w,  in  te,  + wi , si  vede  essere 


(15)  5[£](M  — ( — *)”  ^ [*](»!  . ■ . , w*  + 1:1  « • • * wp)  • 

Come  analoga  della  (4) , cambiando  nel  termine  generale 
della  (9)  m,  in  mv  -f-  1 ed  osservando  che 


hi.+1  + -5-,-.»”p  + 


I) 


3 f ((m  + 


= ?((»'+ g))  + 


H 35  ? ((m  + j)) 


90",+t)  2a(’"v+ì_) 

= ? ((»> +-g  ))  + + 2 + -f  ) + “"  * 

si  ha 

(16)  3 [e]  ((il))  — (-1  )'  + °,v  3 [e]  ((«*  + M • 


Mediante  1’  idenlità 


? ((m  + /*  + ~ ))  = f ((m  + ~))  + 2 («!„+  —y* 


■ ?#*)) 
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o , più  compiutamente , mediante  la 

9'((m-W‘  + ^))  + 2]£(W-{-  -y 77 ^ 

=?<"»  + \)  + 2 2 («*  +y  *'  + 1 + £f  ) 


■4*  9 ((/<))  + 2 2 ®V  V + 2 £ m 


si  ha  tosto  F eguaglianza  analoga  della  (6) , e quindi  , come 
analoga  della  (7) , la 


(17)  5[e]«w))=(- 


V (a  I 

-i)  * 


+* 

A*  r A* 


) sv*  , 
A»  ' “ A» 

e 


-?«*)) 


X 


S [e]  (w-f-  jf  zi  ■ 


1 9 ? ((M) 

2 a/ÌM 


■))• 


Osservando  le  (8)  e (10)  si  vede  che  per  tutti  i valori 
degli  argomenti  w ricavabili  dalle  p eguaglianze 


(18) 


7TÌ  + 


1 

2 


1 df((h\\ 
1 dii  ) 


con  v g ^ tiM  = 1 (mod  2)  , 
la  à [e]  ((w))  si  annulla. 

Un  quoziente  di  due  funzioni  5 [s]  ((«•))  rappresenta  una 
funzione  delle  n variabili  w ad  un  solo  valore  e continua  per 
tutti  i sistemi  di  valori  finiti  delle  variabili  e dotata  dei  2»  si- 
stemi di  periodi  o scmiperiodi  (*)  simultanei 


(*)  La  (15)  avverte  che  per  un  quoziente  come 


* m ((«))_ 

S ITI)  ((«■)) 


«*)) 


rT,<  ■ • • •»„  n 


ni  sarà  periodo  relativamente  alla  variabile  icy  se  sarà  fy  — vjy  (mod  2);  non  verificaudosi 
questa  condizione  il  periodo  sarà  2tt».  Analogamente  la  (16)  avverte  che 
I v ' j v * #»v 

vara  un  sistema  di  periodi  simultanei  se  sarà  #'y  ^ tj'y  (mod  2)  ; un  sistema  di  scmi-pc» 
riodi  nel  caso  contrario. 
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w{ 

w,  . 

• «v 

ni 

0 

. 0 

0 

ni 

0 

0 

0 . 

. ni 

<hl  ■ 

• °pt 

«» 

«M  • 

• °pì 

• 

♦ 

• • 

• aPP 

Riguardo  ai  periodi  r.i  i quozienti , come  le  S stesse,  possono 
anche  dirsi  periodici  rispetto  a ciascuna  variabile  separatamente. 


Nel  caso  p = 2 le  sedici  funzioni  £ [Jl,  (tc, , wt)  danno 
luogo  a quindici  quozienti  che  riconosceremo  siccome  le  espres- 
sioni delle  funzioni  iperellitiche  del  primo  ordine  date  da  Gopel 
e dal  sig.  Rosenhain  {Notizie,  pag.  54-55).  Per  p qualunque, 
colle  Hi  si  ponno  ancora  analogamente  formare  le  espressioni 
delle  funzioni  iperellitiche  di  un  ordine  qualunque,  e,  più  in 
generale , le  espressioni  di  funzioni  abeliane  qualsiansi  ; però , 
se  p supera  3,  s’ impiegherà  una  particolare  specie  di  funzioni 
3 ; cioè  funzioni  3 per  le  quali  hanno  luogo  speciali  relazioni 


fra  le 


P(P  + *) 


quantità  a„v  ■ 
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CAPITOLO  TERZO 

Prodotti  Infiniti. 


$.  09.  Riservando  la  considerazione  degli  integrali  per 
1’  ultimo  capitolo  della  corrente  Sezione,  prendiamo  ora  ad  esa- 
minare i prodotti  infiniti. 

Come  per  una  somma  semplicemente  infinita 

Oi  + Os  + O3  + ecc. 

la  convergenza  ed  il  valore  si  desumono  dalla  somma  di  un 
numero  finito  crescente  di  primi  termini,  cosi  per  un  prodotto 
semplicemente  infinito 

Qi  • Oì  ■ Q3  • ecc. , 

la  convergenza  ed  il  valore  si  desumono  dalla  considerazione 
del  prodotto  di  un  numero  finito  crescente  di  primi  fattori.  Il 
prodotto  dei  primi  m fattori  sia  espresso  con 

Pm  = Qt  ■ Qì 0™. 

Come  si  è già  detto  in  generale  (§  46)  al  crescere  di  m pos- 
sono presentarsi  tre  casi:  1.  Pm  tendere  ad  un  limite  finito  P, 
nel  qual  caso  il  prodotto  dicesi  convergente  e di  valore  P ; 
2.  Pm  prendere  valori  finiti  ma  diversi  a seconda  del  valore 
di  ni , nel  qual  caso  il  prodotto  dicesi  indeterminato  ; 3.  Pm 
crescere  infinitamente,  nel  qual  caso  il  prodotto  dicesi  divergente. 

Una  condizione  necessaria  , non  però  sufficiente  , per  la 
convergenza  si  è che  Qm  tenda  a 1 al  crescere  di  m.  Se  ciò 
non  avvenisse , 1’  aggiunta  di  ogni  nuovo  fattore  altererebbe  di 
una  quantità  finita  il  risultalo  della  moltiplicazione  dei  fattori 
precedenti,  e non  potrebbe  esservi  un  limite  determinato.  Per- 
ciò potremo  porre 

<?.=  *+«.». 
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essendo  lina  <|uanlità  che  tende  a zero  col  crescere  di  m, 
e considerare  i prodotti  sotto  la  forma 

P=(i  + «,)  . . . (!  + «.).  . . 
ha  investigazione  della  convergenza  ed  altre  ricerche  sui 
prodotti  infiniti  si  possono  far  dipendere  da  analoghe  ricerche 
relative  a serie. 

Supponendo,  in  prima,  le  quantità  Q tutte  reali  e dello 
stesso  segno  , e prendendo  i logaritmi  naturali  reali  dei  due 
membri  della 

P„=(1  +Qi) (!  + «-), 

si  può  scrivere  la  eguaglianza 

VI  V"> 

della  quale  il  secondo  membro  dà  una  serie  convergente  in- 
sieme colla 

<},-(-  • • • • + Q™  + . . . ; 

perchè  i moltiplicatori  dei  termini  Q cioè  le  quantità 

H<+Qi)  ili  ±9A 

tendono,  in  forza  della  lim  Qffl— 0,  all’  unità.  Perciò  dalla  con- 
vergenza della  serie 

Qi  + Qj+  • • • + Q™+  • • • 
si  desumerà  la  convergenza  di  l Pm  ossia  del  prodotto  P„  . 

Per  esempio  il  prodotto 

(•-?.)- 0-5)- 

è convergente,  qualunque  sia  il  valor  finito  della  variabile  reale 
x , perchè  tale  è la  serie 


ossia  la 


Ì5+---+Ì+-*-  . 
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Invece  il  prodotto 

0-f) 


è divergente  per  x negativa  e zero  per  x positiva,  essendo  di- 
vergente la  serie 


-+ •••+-+ 
l ~ ' m ' 


Ma  passiamo  a dirittura  al  caso  di  prodotti  infiniti  com- 
plessi , cioè  dire  di  prodotti  in  cui  le  quantità  Q sieno  com- 
plesse. È facile  riconoscere  che , se  il  prodotto  reale 

(1-f-modQ,) (1  +modQ„)  . . . 

è convergente  o,  ciò  che  torna  lo  stesso,  se  è convergente  la 
serie 

mod  Q,  4-  . • • + mod  Q,„ 
è pure  convergente  il  prodotto 

0 + «i) (l  + Q.)  • • • 

Se  il  prodotto  fosse  della  forma 


la  esposta  proposizione  darebbe  certezza  clic  il  prodotto  sarebbe 
convergente  ove  fosse  convergente  la  serie 

moti ....  — |—  mod ...  • 

Ma  vogliamo  penetrare  un  po’  più  addentro  nelle  condi- 
zioni di  convergenza  di  simili  prodotti,  in  modo  da  poter  tal- 
volta avere  certezza  che  la  medesima  abbia  luogo,  senza  sapere 
che  converga  od  anche  sapendo  che  diverga  la  precedente  serie 
di  moduli. 

Però,  invece  di  persistere  nella  esclusiva  contemplazione  di 
un  prodotto , come  il  precedente,  semplicemente  infinito  ed 
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estendentesi  in  un  solo  senso,  abbraccieremo  qualsia  prodotto 

z 

di  fattori  della  forma  1 , che  designeremo  con 

10  n ('  -7)  ■ 

Questi  prodotti , che , ove  il  numero  dei  fattori  fosse  finito  , 
esprimerebbero  funzioni  di  z razionali  intere  decomposte  nei 
propri  fattori  lineari  , sono  della  massima  importanza. 
Designiamo  con 

m n('-j) 

11  prodotto  finito , composto  di  N fattori  (§  4G)  , dal  quale  il 
prodotto  (1)  vuol  supporsi  proveniente.  Prendendo  un  logaritmo 
di  ogni  fattore  , la  somma  di  questi  N logaritmi  è certamente 
un  logaritmo  del  prodotto  (*).  Prenderemo  i logaritmi  princi- 
pali dei  fattori  (*')  e,  abbiasi  o no  nella  loro  somma  il  princi- 
pale tra  i logaritmi  del  prodotto  , scriveremo 

(*)  Pel  dello  a pagg.  1 62-1 63  0 pel  convenulo  nel  $.15  circa  il  valore  da  prendenti 
roslunlemenlc  come  argomento  della  base  nella  repressione  di  un  logaritmo  naturale  , è af- 
follo chiaro  sussistere  perfettamente,  nel  senso  dichiarato  per  la  (J>  = VJ’  nelle  pagine  su 
citale,  una  eguaglianza  come 

HQtQi  ■ ■ • ej-10,-HQa+  • • • iQm- 

(•*)  Adottando  P epiteto  del  sig.  Rjórling,  per  logaritmo  (naturale)  prinetpale  di  una 
quantità  intendiamo  con  Caurhy  (vedi  la  nota  a pag.  165)  quello  pel  quale  il  coefficiente 
di  1 è I1  argomento  principale  della  quantità  , cioè  V argomento  compreso  fra  — tt  c 

Nel  caso  di  una  quantità  della  forma  I -+-  Q,  ove  sia  mod  Q-  I,  il  logaritmo  principale 

tt2  o 

può  esprimersi  ($.  73)  colla  serie  Q — - -J-  - - — ccc. , clic  si  annulla  con  Q appunto 

- o 

come  il  logaritmo  principale. 

Infine  possiamo  anche  notare  eiir,  riuscendo  mod  [(1  -|-  Q|)(l-}-Qj).  *(I+Q  V — 
per  r=r  I ,2,  ...  , m,  la  somma  dei  logaritmi  principali  dei  fattori  del  prodotto  (1-fQ») 
(1  -j- Qj)  . • . (l-f’Q  ) darà  il  logaritmo  principale  di  esso  prodotto. 
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Consideriamo  ora  il  termine  qualunque  della  som- 

ma formante  il  secondo  membro.  Se  si  suppone  mod  — <1,si 

G7 

può  sviluppare  questo  logaritmo,  essendo  principale,  nella  serie 
/ Z\  2 2*  2®  2* 

\ SJ/  (3  2o*  3(3®  4(3* 

convergente  anche  riducendone  i termini  ai  moduli  rispettivi. 
2® 

Raccogliendo  si  ha 

GT* 

/ 2\  2 2*  2®  /{  ì Z \ 

\ (3/  (3  2(3®  S)®\3~^4(3 

Ma,  poiché  il  modulo  di  una  somma  è minore  od  al  più  eguale 
alla  somma  dei  moduli,  si  ha 

. /I  , I2  , \ i , I mod  i , \ /mod  s\*  , 

m0d(,3+4Ò  + *--;<3+4Ì^d«+5(,^;+-” 
^ 1 r mod  2 /mod  2\s  1 4 1 

3 |_  ' mod  (3  ' \niod(3/  ' ' j 3 mod  z ' 


Se  ora  si  suppone  non  soltanto  mod-<i  ossia  mod  o>  mod  z, 

GJ 


ma 

(4) 

si  avrà 
e quindi 

(5) 


- mod  (3  > mod  z , 

u 


dove  ri  significa  un  numero  complesso  a modulo  minore  del- 
l’unità, del  cui  valore,  dipendente  da  z e da  (3,  pel  nostro  scopo 
non  occorre  ulteriore  determinazione. 
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Al  line  di  poter  usare  per  tutti  i fattori  del  prodotto  infinito  di 
questa  utile  trasformazione,  escluderemo  d’ora  innanzi  da  esso 
prodotto  tutti  quei  fattori  pei  quali  non  fosse  soddisfatta  la  condi- 
zione (4),  ed  indicheremo  il  nuovo  prodotto  che  se  ne  ha  con 

<’>'  n(<-:) 

ed  il  prodotto  finito  che  si  ha  invece  del  (2)  con 

w tf  ('-;)■ 


Investigare  la  convergenza  del  prodotto  (I)  torna  lo  stesso  che 
investigare  la  convergenza  del  prodotto  (1)’,  se  il  numero  dei 
fattori  esclusi  sia  finito.  Ora,  questo  numero,  se  ; sia  finita  e le 
quantità  o rappresentate  (nella  solita  maniera  sul  piano)  da 
punti  a distanze  non  infinitesime  tra  ioro  , sarà  infatti  finito  ; 


3 

imperocché,  entro  il  cerchio  di  centro  0 e di  raggio  -mode  non 


potrà  mai  trovarsi  una  infinità  di  punti  er.  Ammesso  pertanto 
che  le  distanze  tra  i punti  m non  siano  infinitesime,  invece  della 
(3)  considereremo  la 


w *n ;)=2'(>-0 


ed  , applicando  ad  ogni  termine  del  secondo  membro  la  trasfor- 
mazione (5) , otterremo  la  eguaglianza 

N X , X , X 


in  cui  I’  ordine  col  quale  al  crescere  di  X intendonsi  sommati 
i termini  di  ciascuna  delle  tre  serie  del  secondo  membro  è lo 
stesso  di  quello  col  quale  intendonsi  moltiplicati  i corrispondenti 
fattori  del  prodotto.  Da  qui  emerge  clic  : se  le  serie 


(7) 


saranno  tutte  tre  convergenti  , sarà  convergente  anche  il  pro- 
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dotto  infinito  ; se  qualcuna  di  esse  sarà  indeterminata , sarà 
pure  indeterminalo  il  prodotto;  se  qualcuna  sarà  divergente,  il 
prodotto  sarà  divergente  o nullo.  E però  , la  convergenza  di 
tutte  tre  le  serie  (7)  è condizione  necessaria  e sufficiente  per- 
chè, qualunque  sia  il  valor  finito  di  z,  il  prodotto  ({)'  riesca 
convergente  e diverso  da  zero. 

2 

Se  si  riflette  che,  stante  la  condizione  mod-  < 1 ed  a 

SJ 


maggior  ragiono  stante  la  (4) , ogni  termine  l 


della 


serie  fornita  dal  secondo  membro  della  (3)'  si  comporta  qual 
funzione  monodroma  continua  e finita  di  z,  si  conchiuderà,  per 
l’asserzione  1 del  teorema  del  § 49,  che  similmente  comportasi 
la  somma  della  serie , cioè  dire  il  logaritmo  del  prodotto  (i)', 
e quindi  il  prodotto  stesso. 

Moltiplicando  il  prodotto  (1)'  pel  numero  limitalo  di  fat- 

2 

tori  lineari  1 esclusi , non  cessano  di  sussistere  le  notate 


proprietà  ; però  il  prodotto  riuscirà  nullo  , se  sia  nullo  qual- 
cuno di  questi  fattori  , cioè  se  z prenda  come  valore  partico- 
lare uno  dei  numeri  o.  Possiamo  riassumere  il  sin  qui  detto 
circa  il  prodotto  (1)  enunciando  il  seguente 

Teorema.  Se  le  serie  (7)  sono  convergenti,  il  prodotto  (1) 
esprime  una  funzione  di  z a un  valore  e continua  e finita  per  ogni 
valor  finito  di  z e nulla  per  lutti  e soli  i valori  di  z dati  dalla 
forinola  z—n j. 

Potremo  pertanto  asserire  talvolta  la  convergenza  del  pro- 
dotto (I)  anche  non  essendo  convergente  la  serio  dei  moduli 

delle  quantità  - , bastando  che  converga  la  serie  delle  quantità 
ts 

stesse  insieme  colle  altre  due  serie  (7). 

Se  le  serie  (7)  saranno  convergenti  anche  riducendone  i 
termini  ai  moduli  rispettivi,  ossia,  se  la  convergenza  ed  il  va- 
lore loro  saranno  indipendenti  dall’  ordine  dei  termini  , anche 
la  convergenza  ed  il  valore  del  prodotto  (1)  saranno  indipen- 

22 
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denli  dall’  ordine  dei  fattori.  Se,  per  contrario,  qualcuna  delle 
serie  non  riuscirà  convergente  che  sommando  i termini  in  or- 
dine opportuno  , e cambierà  di  valore  al  cambiare  di  quest’or- 
dine, anche  il  prodotto  non  riuscirà  convergente  che  moltipli- 
cando i fattori  in  ordine  opportuno  , e cambierà  di  valore  al 
cambiare  dell’  ordine  di  moltiplicazione  dei  medesimi. 

63.  Nel  | precedente  abbiamo  ammesso  che  le  quantità 
©,  finché  finite , fossero  rappresentato  da  punti  a distanze  non 
infinitesime  tra  loro  ; ora  vogliamo  altresì  ammettere  che  di 
tutte  le  distanze  fra  i punti  w si  possa  assegnare  un  comune 
limile  inferiore  c più  grande  di  zero  ; e , richiamando  quanto 
abbiamo  detto  nel  §.  13  circa  i possibili  gradi  di  infinità  di  cui 
siffatti  sistemi  di  quantità  sono  suscettibili  , vogliamo  da  qui 
innanzi  considerare  separatamente  il  caso  di  una  infinità  sem- 
plice da  quello  di  una  infinità  doppia. 

Supponiamo  dunque,  in  primo  luogo,  cito  si  tratti  di  un 
sistema  semplicemente  infinito  di  quantità  ta , cioè  dire  di  un 
prodotto 

«)  n(i-i) 

semplicemente  infinito.  In  tal  caso  il,  teorema  della  pag.  277 
dichiara  , senz’  altro , che  la  seconda  e la  terza  delle  serie  (7) 
del  | precedente  sono  convergenti  anche  riducendone  i termini 
ai  moduli  rispettivi  (*).  La  convergenza  del  prodotto  sarà  dun- 
que a desumersi  puramente  dalla  convergenza  della  serio 

<*>  si- 

Se  questa  serie  per  opportuno  ordinamento  dei  termini 
riuscisse  convergente , e poi  per  un’  alterazione  nel  medesimo, 
pur  restando  convergente  , crescesse  della  quantità  A nel  pro- 
prio valore;  il  prodotto,  convergente  si  prima  che  poi,  pren- 

(*)  Quanto  alla  Ima  , il  teorema  propriamente  dichiara  la  eonxcrgemo  della  serie 
v I mod  iq 

> . Ma  a maggior  ragione  sarà  convergente  la  > , poiché  mod  r,  <1. 

**  modi?3  **  mod ’H3 


Digitized  by  Google 


RIVISTA  DELLE  ESPRESSIONI  ANALITICHE 


339 


derebbe , per  effetto  della  alterazione , come  emerge  dalla  (6) 
del  | precedente,  il  fattore  avente  per  logaritmo  naturale  — zA. 
E però  possiamo  enunciare  il  seguente 

Teorema.  Moltiplicando  un  significalo  particolare  ( cioè  cor ri- 
spondente ad  un  particolare  ordinamento  di  fatturi ) di  un  prodotto 
semplicemente  infinito  della  forma  ( 1 ) pel  fattore  esponenziale 

— zA 

e » 

essendo  A risjwtlo  a z una  costante  arbitraria,  si  ottiene  una  for- 
molo che  comprende  in  se  tulli  quanti  i significati  che  il  prodotto 
stesso  può  assumere  per  alterazioni  nell'  ordine  dei  fattori. 

Se  le  quantità  ® saranno  a due  a due  di  contrario  valore, 
ossia,  se  i punti  a saranno  a due  a due  disposti  simmetricamente 
rispetto  al  punto  0 , la  serie  (2)  riuscirà  convergente  ed  avrà 

zero  per  valore  ove  ad  ogni  termine  — si  faccia  tosto  seguire 

1 ® 

il  termine  di  contrario  valore . E però  abbiamo  il  seguente 



Teorema.  Dato  un  sistema  semplicemente  infinito  di  quantità 
rs,  a due  a due  di  valor  contrario,  si  può  sempre  formare  un  prò- 

dotto  infinito  con  i soli  fattori  lineari  1 , che  esprima  una  fan- 

zione  di  z a un  valore  e continua  e finita  per  qualunque  valor 
finito  di  z e nulla  per  tutti  e soli  i valori  di  z dati  dalla  formo- 
lo 2=0. 

Se  le  quantità  o avessero  a due  a due  per  somma  non  0 
ma  2c  , ossia,  se  i punti  o fossero  nel  piano  i a due  a due 
disposti  simmetricamente  rispetto  al  punto  c.  trasportando  la 
origine  in  questo  punto  , ritorneremo  nelle  condizioni  del  teo- 
rema ora  enuncialo  ; laonde  saremmo  certi  della  convergenza 
del  prodotto 

nO-SSO-n^. 

T3 
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Ma  è anche  facile  persuadersi  che,  succedendo  ad  ogni  termine 

1 • t , . . 

come  — un  termine  come  , la  serie  (2)  riesce  ancora 

sj  2 c — m 

convergente  (*);  dunque  riesce  pure  ancora  convergente  il  prò- 

2 

dotto  formato  con  i soli  fattori  1 — - , cioè  la  espressione 

Non  volendo  supporre  nulla  di  particolare  in  un  dato  si- 
stema semplicemente  infinito  di  quantità  13,  non  possiamo  dire 
nulla  di  preciso  circa  I’  ordine  in  cui  sarebbero  da  imaginarsi 

moltiplicati  i fattori  1 per  avere  un  prodotto  convergente. 

tu 

Però , accontentandoci  di  formare  un  prodotto  non  coi  puri 

fattori  i , ma  con  questi  e con  fattori  esponenziali  della 

forma  c~zA,  i quali  del  resto  non  si  annullano  ne  diventano 
infiniti  per  nessun  valore  finito  di  2 , abbiamo  il 

Teorema.  Dato  un  sistema  semplicemente  infinito  di  quantità 


(*)  Riunendo  i (erinini  a due  a due  in  un  solo,  come  termine  generale  della  serie  si  avrà 
l 1 — 2c  1 1 

fj  1 2c — U 2c  &1 

13 


Escludendo  dalla  serie  i termini  corrispondenti  a quantità  *U  di  modulo  minore  d’  un  nu* 
mero  fisso  R,  che  per  R fluito  sono  in  numero  finito,  sì  avrà 


V ul  13  R 


Dunque  lo  serie 


mod  2 c 


2c  — «r/  , / 

2r\ 

™ mod  ( 

1 ) 

i 13  ' 

mod 


I 


avrà  i suoi  termini  rispettivamente  minori  dei  termini  della 
-,  mod  2 c .1  r mod  2 e 


mod  — - i 
mod  2c  zt' 


\—  - 


mod  2r 


i mod 


che  sappiamo  essere  convergente. 
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ra,  si  può  sempre  formare  un  prodotto  infinito  coi  fattori  lineari 


4 — —e  coi  fattori  esponenziali  e 


(dove  i logaritmi  sol- 


tintendonsi  principali),  che  esprima  una  funzione  di  z a un  valore 
e continua  e finita  per  qualunque  valor  finito  di  z e nulla  per  lutti 
e soli  i vaioli  di  z dati  dalla  forinola 
Infatti  il  prodotto 


nO-O 


2 I 


(,+  i) 


sarà  convergente  se  sia  convergente  il  secondo  membro  della 

S'O-O+'Z'O+s) 


ra3’ 


in  cui  r[  significa  rispetto  a / ^1  -j-  ^ ciò  che  n rispetto  a 

'(*-:)■ 0 ra  ciascuna  delle  quattro  parli  del  secondo  mem- 
bro è serie  convergente  , come  sappiamo , anche  riducendone 
i termini  ai  moduli  rispettivi. 

$.  64.  Supponiamo,  ora,  che  si  tratti  di  un  sistema  dop- 
piamente infinito  di  quantità  ra , cioè  dire  di  un  prodotto 


(») 


n(*-:) 


doppiamente  infinito.  In  questo  caso  il  teorema  della  pag.  284 
dichiara  che  la  terza  delle  serie  (7)  del  §.  62  è convergente 
anche  riducendone  i termini  ai  moduli  rispettivi  ; per  cui  la 
convergenza  del  prodotto  sarà  da  desumersi  soltanto  dalla  con- 
vergenza delle  prime  duo 

® Ss  • 2 Si- 

Se  queste  serie  per  un  ordinamento  dei  termini  riuscis- 
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sero  convergenti,  e per  un  altro  ordinamento  riuscendo  ancora 
convergenti  variassero  però  di  .4  e fi  nei  rispettivi  valori  ; il 
prodotto  prenderebbe  nel  secondo  ordinamento  in  confronto  del 
primo  il  fattore  avente  per  logaritmo  naturale 


E però  possiamo  enunciare  il  seguente 

Teorema.  Moltiplicando  un  significata  particolare  di  un  pro- 
dotto doppiamente  infinito  della  forma  (1)  pel  fattore  esponenziale 

-i 

— zA—  ~ li 

e ' , 


essendo  A e li  rispetto  a z costanti  arbitrarie,  si  ottiene  una  for- 
molo che  comprende  in  se  tutti  quanti  i significati  che  il  prodotto 
stesso  può  assumere  per  alterazioni  nell ‘ ordine  dei  fattori. 

Abbiamo  anche  i teoremi  analoghi  al  secondo  e al  terzo 
esposti  pei  prodotti  semplicemente  infiniti  (*).  Eccoli  : 

Teorema.  Dato  un  sistema  doppiamente  infinito  di  quantità  o, 
rappresentalo  da  punti  disposti  a quattro  a quattro  nei  vertici  di 
quadrali  aventi  il  centro  nel  punto  0 , si  può  sempre  formare 

z 

un  prodotto  infinito  con  i soli  fattori  f , che  esprima  una  fun- 

zione  di  z a un  valore  e continua  e finita  per  qualunque  valor  finito 
di  2 e nulla  per  tutti  e soli  i valori  di  z dati  dalla  formala  :=vj. 
Infatti  , giusta  la  supposta  distribuzione  , per  ogni  valore 

di  ra  esprimibile  con  Re-"  ve  ne  saranno  tre  esprimibili  con 


-R.‘\  R,(ll  + i)' 


— Ile 


(“+&' 


e per  ogni'  valore  di  ns  esprimibile  con  fi*ea^‘  ve  ne  saranno 

tre  esprimibili  con 

Da  all.  s itti  ‘2  i iti- 

fi  e , —R  e , —R  e 


(’)  (jucsti  line  I r umili,  non  che  i loro  un.iloglii,  sono  <loii  nello  cilnla  (|mg.  1 33 1 Teo- 
rica rfrf/l  [tinzi'jHi  ellittiche  ilei  sig.  Belli. 
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Se  dunque  nel  prodolto  i fattori  si  imaginano  presi  in  modo 
che  si  succedono  sempre  i valori  di  a delle  quattro  forme 


lo  stesso  avverrà  pei  termini  delle  serie  (2)  , le  quali  perciò 
riusciranno  convergenti  e di  valore  nullo.  C.  D.  I). 

Se  il  centro  dei  quadrali  su  nominati  fosse  , non  nel 
punto  0 , ina  nel  punto  c , dal  teorema  discenderebbe  subito 
la  convergenza  del  prodotto 


o 


Ma  è anche  tosto  riconosciuto  , mediante  la  convergenza  della 
^mod-^j,  che  le  (2)  convergono  anche  in  questa  nuova  sup- 

tu'* 

posizione  : dunque  riesce  pure  ancora  convergente  il  prodotto 

z 

formato  con  i soli  fattori  \ — - , cioè  la  espressione 

tZf 


n(<-D- 


Teorema.  Dato  un  sistema  doppiamente  infinito  di  quantità 
vs , si  può  sempre  formare  un  prodotto  infinito  coi  fattori  lineari 

. 2 f . . ..  S'[('+Ì)(,+5Ì)]+1,,(,+F^) 

ì e coi  attori  esponenziali  e 

T3 

( dove  i logaritmi  sotlintendonsi  principali),  che  esprima  una  fun- 
zione di  z a un  valore  e continua  e finita  per  qualunque  valore  finito 
di  z e nulla  per  tutti  e soli  i valori  di  z dati  dalla  formolo  z=o. 
Infatti  il  prodolto 


«(•-;) 


"[O+iX'+fiO J+^'O+nr.) 


sari  convergente  se  sia  convergente  il  secondo  membro  della 
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s<«  -;)+ ■*'(«+;)  + ■*('  +w)+*J'('  +») 

“-«•Sà+^Ss-.si+IsS-sS^+^S- 


in  CUI  ri 


' e n"  significano  rispetto  a e / 


ciò  che  ri  rispetto 


Ora  ciascuna  delle  sei  parti 


del  secondo  membro  è serie  convergente,  come  sappiamo,  anche 
riducendone  i termini  ai  moduli  rispettivi. 

$.  65.  Anche  fra  i prodotti  infiniti  vogliamo  fermarci  a 
considerare  quelli  pei  quali  riesce  attuata  ed  in  evidenza  la 
periodicità.  Ciò  che  si  è visto  a riguardo  delle  serie  suggerisce 
tosto,  come  il  più  semplice  da  considerarsi  fra  i prodotti  sem- 
plicemente infiniti , il  tipo 

II  Q(z  — ^a), 


oe 

e fra  i prodotti  doppiamente  infiniti , il  tipo 

V=-j-  oe  |V=-f-oo 

n n Q{z—iia—vb), 


V= OC  |A— X 

fj.  e v esprimendo  indici  che  debbano  percorrere  tutta  la  serie 
dei  numeri  interi. 

Nel  primo  tipo 

(0  • • • 0(*  + 2«)0(*  + «)0(*)0(*-a)0(*-8o)...  . 

cambiando  z in  a + o,  si  produce  lo  stesso  effetto  che  spin- 
gendo innanzi  di  un  posto  verso  sinistra  ciascun  fattore.  Sia 


Il  (?(«  — a) 


il  prodotto  finito  dal  quale,  col  crescere  di  m e ni',  si  intende 
scaturire  il  prodotto  infinito.  Il  cambiarvi  z in  z-f-a  vale  come 
moltiplicarlo  pel  quoziente 

Q (z  -f-  tu’  a -(-  a) 

Q(z  — ma) 
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Se  i singoli  fattori  Q tendessero  all’  unità  si  verso  destra  che 
verso  sinistra,  il  limite  di  questo  quoziente  sarebbe  l’unità,  ed 
il  prodotto  infinito  ammetterebbe  il  periodo  a.  Però  in  un  pro- 
dotto, quale  l’(l),  estendentesi  nei  due  sensi,  la  convergenza 
non  esige  necessariamente  che  i singoli  fattori  tendano  all’unilà, 
come  quando  il  prodotto  si  estende  soltanto  verso  destra  o 
verso  sinistra  ; e per  la  periodicità  basta  che  sia  1 il  limite 
del  quoziente,  comunque  si  comportino  il  numeratore  ed  il  de- 
nominatore. 

Il  secondo  tipo  serve  per  la  doppia  periodicità  ; la  quale 
troverebbesi  attuata  , ma  non  in  totale  evidenza  , anche  in  un 
prodotto  semplicemente  infinito  giusta  il  primo  tipo  , ove  la 
funzione  Q ( z ) ammettesse  già  essa  un  periodo  b. 

Ma  abbandoniamo  le  generalità  e scendiamo  ai  casi  parti- 
colari che  si  hanno  supponendo  ai  fattori  del  prodotto  la  forma 
dei  fattori  semplici  delle  funzioni  razionali.  Ponendo 


Q(z)  = z — c ovvero  Q (z)  — l — — 

c 

non  otterremmo  un  prodotto  convergente  , perchè  i fattori 


. z — pa 

2 — (a  a — c ovvero  1 

e 

tenderebbero  all’  infinito  con  (a  si  a destra  che  a sinistra.  Per- 
ciò, deviando  un  poco  dal  tipo  (1),  prenderemo  come  fattore 
generale  la  quantità 


z — uà  — c 
f Afl  + c 

che  al  crescere  di  ja  tende  a 1. 
Però  invece  del  prodotto 


(2) 


«a  a -J-c 


possiamo  anche  soltanto  considerare  quello  che  corrisponde  a 
c = 0 , cioè 


(3>n0  -fù =■••('  +£)('  +:)■(•  ~f»>  - 
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(dove  , come  si  vede,  per  /x  = 0 s' imagina  il  fattore  z invece 


del  simbolo  I — imperocché  la  determinazione  della  conver- 


genza e del  valore  del  prodotto  (2)  può  farsi  dipendere  dalla 
stessa  determinazione  pel  prodotto  (3). 

Ed  invero,  mentre  non  polrebbesi  separare  l’uno  dall’al- 
tro i termini  del  quoziente 


u.  a -j-  c — z 
Ufl+C 

per  costituire  i fattori  generali  di  due  prodotti,  ben  lo  si  può, 
se  prima  si  dividano  entrambi  per  «a.  Dalla  identità 


1 - 


\ 

z «a 

ix  a -J-  c j — c 

ixa 


e , per  /x  = 0 , dalla 
si  deduce , finché  in  e in  restano  finiti , 


C|  — c 


Ora  questi  tre  prodotti  , al  crescere  di  in  e m , riescono  in- 
sieme convergenti  o no.  Infatti  , prendendo  i logaritmi  , ricor- 
dando la  (6)  del  §.  62 , e riflettendo  che  le  serie 


i 


\ 


o 


+ ^ ^(ua)3 

sono  convergenti  anche  riducendone  i termini  ai  moduli  rispet- 


(*)  Già  »’ intende  clic  in  queste  due  ultime  serie  non  si  contengono  i termini  corrispon- 
denti a (t  = 0. 
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tivi , si  vede  che  la  convergenza  dei  suddelti  prodotti 
dalla  convergenza  delle  due  serie 


2 


i 

(ia  + c 


dipende 


le  quali  appunto  riescono  insieme  convergenti  o no.  E però 
sarà 


Il  ('  r n+c) 


nQ-V) 


Prendiamo  dunque  in  considerazione  il  prodotto  (3).  Le 
quantità  ua  sono  a due  a due  di  valor  contrario;  quindi,  se 
il  prodotto  sì  riguarda  come  limite  del  prodotto  finito 


(4) 


n 

0 


0-r0-o  ( 


esso  riesce  convergente , convergente  in  tale  supposizione  riu- 
scendo la  serie  5—.  Questo  caso  è compreso  nel  teorema  Se- 
ti a 

condo  del  §.  G3. 

Ma  abbiamo  visto  che  la  serie  Y—,  caso  particolare  (z=0) 

Si 

, riesce  ancora  convergente  considerandola  come 

Z — fAO 

limite  della  somma 


|»=  M 

2 


m' 


Jj 


ogni  qualvolta  m e m crescono  all’  infinito  in  rapporto  finito 
tra  loro;  e che,  designato  con  j questo  rapporto,  il  valor  della 

1 

serie  si  ha  aggiungendo  - Ij  al  valore  eh’ essa  prende  nella  sup- 
posizione di  prima,  cioè  di  j — 1.  Riuscirà  dunque  pure  con- 
vergente il  prodotto  (3)  considerato  come  limite  del  prodotto 


m 
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finito 


'n>^ 


ed  ii  suo  valore  si  avrà  moltiplicando  il  valore  eh’  esso  prende 
nella  supposizione  j = 1 per 

-Iz 
e “ . 

Esaminiamo  ora  come  il  prodotto  si  comporti  cambiando 
z in  z + n.  Con  questo  cambiamento  non  si  produce  precisa- 
mente  I’  effetto  di  cambiare  ogni  fattore  nel  successivo , ma  si 
dà  origine  a fattori  diversi  da  quei  di  prima.  Il  fattore 

z p a — z 


si  cambia  in 


1 — 

pa 

(p—  lu- 
pa 


IX  O 


Ritengasi,  per  brevità, 

■—  " / z \ 

Cambiando  z in  z-\-a,  si  ottiene 


P(z)=limP*(z)  . 
z+a 


Pw(z+o)=PB,(z) 


—{m'+i)a—z 


—i  — 


ma  — z 


= Pm(z) 


1 — 


ma  m 
m 


quindi,  al  limite, 

P{z  + a)  = -jP(z). 

Non  potendo  j essere  negativo  , e però  non  — j = i , questa 
eguaglianza  mostra  che  il  prodotto  (3),  comunque  facciansi  cre- 
scere simultaneamente  m e m',  non  ammette  il  periodo  o.  Però, 
esprimendo  h un  numero  intero  , si  ha 

P(z-\-ha)  = (—j)h  P{z)  , 

ed  il  prodotto  ammetterà  il  periodo  ha  se  sia  ( — j)h= I.  Per 
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questa  eguaglianza  h dev’essere  pari  e j=  1.  Dunque  peravere 
in  (3)  un  prodotto  periodico,  non  secondo  a eh’  è impossibile, 
ma  secondo  un  multiplo  di  a , bisogna  riguardarlo  come  pro- 
veniente dalla  espressione  finita  (4).  Ed  in  tal  caso  si  ha 
P(2  + a)=_P(2)  , P(z+2a)  = P(z). 

II  valore  di  questo  prodotto  si  può  dedurre  da  quello  della  serie 

ji  nz 

, al  sen  — 

2 1 n i tz  a 

= - cot  — = — , 

2 — ia  a a a dz 


riflettendo  che  la  derivazione  della 

IP 

somministra 


H'~h) 


2— — - 
dz  2 — pò 

ed  integrando  questa  eguaglianza,  e determinando  la  costante 
d’  integrazione  colla 

r 2 


li»  PW 
* = o „ ' 


sen 


lim 


1. 


ir  2 

a 


Si  ottiene 


rr  fi  z\  a nz 

1 II  ( 1 ) — - sen  — , 

**  \ aa / t:  a 


ed  in  generale 
lim 


(1=.— M 


nf . 2 \ — -*  a r.z 

( i ) =e  “ -sen  — , 

\ IA  Q / r.  a 


60.  Passiamo  ora  a considerare  il  prodotto  doppiamente 

infinito 

2 


(i) 


"(< 


ua  + v 6 — |—  c. 


)• 
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Per  riconoscerne  le  condizioni  di  convergenza  risaliremo 
alla  (6)  del  §.  62  , cioè  alla 


(2)  I 


n(< 


-f-c 


;)=-2; 


i 


i v 


j— >6  — 1~ c 2 '“(ua-J-vò+c)* 


J y ^ 

" “(ua+vb-f-c)3’ 

la  quale  avverte  che,  essendo  la  terza  delle  serie  del  secondo 
membro  convergente  anche  se  riducansi  i termini  ai  moduli  ri- 
spettivi , il  nostro  prodotto  riuscirà  convergente  ogni  qualvolta 
riusciranno  tali  le  serie 


" ua-\-vb-{-c  ’ ^ (f*a-|-!'i4'c)s  * 

Di  queste  serie  conosciamo  , in  virtù  dei  §f.  58  e 59  , 
alcuni  casi  di  convergenza  e le  alterazioni  di  valore  prodotte  da 
alcune  alterazioni  nell’  ordine  dei  termini.  Ritenendole  come 
provenienti  dalle  (5)  del  §.  58  cioè  dalle 


\ 

txa— |— v6  ’ 


v=  » m 

1 1 

V— — » p= — mi 


( c— }— fza— |— > 6)* 


col  far  crescere  infinitamente  prima  m e poi  n , esse  riescono 
convergenti;  quindi  riesce  convergente  il  prodotto  (1)  definito 
come  scaturente  dal  prodotto  finito 

« n n O-j^pEp) 

v= — n — m ‘ 1 

col  far  crescere  all’  infinito  prima  m e poi  w.  Considerando 
per  ora  anche  c come  quantità  variabile  , indicheremo  il  pro- 
dotto (O  cosi  definito  con  4»  (s,  c). 

Cambiando  I’  ordine  di  moltiplicazione  dei  fattori , questo 
prodotto  varierà  di  un  fattore  esponenziale  della  forma 

-z(A-Bc)-^B 

c * , 

dove  A c lì  si  intendono  ancora  definite  dalle  (8)  del  §.  59. 
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Imperocché  dalla  (9)  dello  stesso  § si  ha 


V2 


1 

c-(-!Aa  -(->6 


V v 


- = A — Re  . 

—c — ’j-a — >b 


È subito  visto  come  si  comporti  il  prodotto  <l»  (2,  c)  fa- 
cendo crescere  c di  multipli  di  a e b.  Infatti,  imaginando  ope- 
rala nella  (2)  quella  alterazione  nell’  ordine  dei  termini  che 
equivale  al  cambiare  c in  c 4-  pn-j-gfc,  il  coefficiente  di  — z 

prende,  come  abbiamo  trovato,  l’ incremento  — 2 q—  , mentre 

0 

2* 

il  coefficiente  di  — —,  come  quello  di  — z3,  non  subisce  va- 

M 


riazione.  E però  il  prodotto,  di  cui  nella  (2)  si  ha  un  logarit- 
mo,  prenderà  il  fattore  e * . Dunque  avremo 


Sfitti* 


(5)  <I>  (1,  c-\-pa-\-qb)  — e a *4 >(z,  c). 


Questa  eguaglianza  mostra  che,  rispetto  alla  variabile  c,  il  pro- 
dotto 4>  è periodico  secondo  a,  ma  non  secondo  b. 

Per  o(>portuni  valori  particolari  di  z può  aver  luogo  però 
anche  la  periodicità  secondo  un  multiplo  di  b.  Basta  che  sia 

Sfuri' 


cioè,  indicando  con  1 un  intero  qualsivoglia,  basta  che  sia 
Saetti  ^ . i , 

— — 2 = 2 Rii , d onde  z — - ia.  Per  questo  valore  di  2 il  pro- 
a ' 1 

dotto  4>  possiederà  , rispetto  a e , i periodi  a 0 qb.  Se  però 
si  prendesse  <7= I , <I>  si  ridurrebbe  a ± 1 , come  si  farà  evi- 
dente per  la  (9)  e per  la  'F  (2+0)= — H'(z). 

Ma  passiamo  ormai  ad  esaminare  la  periodicità  nel  pro- 
dotto «h  rispetto  alla  variabile  2 , che  deve  essere  per  noi  la 
vera  variabile , siccome  quella  riguardo  a cui  4>  è veramente 
un  prodotto  di  fattori  lineari  interi.  Questo  esame,  che  potrebbe 
farsi  direttamente , lo  faremo  mediante  la  già  trovata  pro- 
prietà (5). 
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Perciò  riflettiamo  che  la  espressione  (4)  contenente  due 
elementi  variabili  z e c (ovvero  quattro  se  vogliansi  riguardare 
come  tali  anche  a e 6)  può  farsi  dipendere,  come  già  il  pro- 
dotto (2)  del  paragrafo  precedente,  dalla  espressione 

Infatti , primieramente , la  identità 


1 - 


1 — 


z — c 
pa-j-vò 


(Afl-f-i/fc-j-C  j 


pa+vò 


e , per  p=0  e v=0 , quest’  altra 

z z— c 

c • — c 

fanno  vedere  che  per  un  numero  finito  di  fattori  sussiste  iden- 
ticamente la 

z — c \ 


<7) 


nO-jj+s) 

nò-=à) 


dove  già  si  intende  che  in  luogo  di  4 


— c . 

— sianvi 


z — c e — c.  Ora  questa  relazione  sussiste  anche  quando  il 
numero  dei  fattori  cresce  all’ infinito;  imperocché  i prodotti  (4) 
e (6)  riescono  sempre  insieme  convergenti  o no.  Ed  invero 
I’(4)  riesce  convergente  insieme  colle  serie  (3),  ed  il  (6)  con- 
vergente insieme  colle  serie 


v 


, y L_ 

fia-\-vb  “ ( tza— ’ 


le  quali  appunto  convergono  o no  insieme  collo  (3),  come  si 
ò visto  per  le  eguaglianze  (G)  e (7)  del  f.  59. 

Indicando  con  (z)  il  valore  del  prodotto  (G)  definito 
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come  limite  a cui  tende  il  prodotto  finito 


(8) 


z 

ua-\-'yb 


) 


col  far  crescere  infinitamente  prima  ni  e poi  n , si  avrà 

0» 

Il  prodotto  'y  (z)  ha  la  proprietà 

poiché,  cambiando  z in  — z,  i fattori  di  (8)  non  fanno  che  scam- 
biarsi a due  a due  fra  loro  , tranne  il  fattore  z che  cambia 
di  segno.  Questa  proprietà  di  traducesi  per  <t>  nella  seguente 
<1 > ( — z,  — c)  = (z,  c)  . 

Quanto  alla  periodicità  , il  prodotto  <I>  sarà  periodico  ri- 
spetto a z se  sia  tale  il  prodotto  VF.  Per  riconoscere  se  questo 
sia  periodico  sostituiremo  nella  (5)  la  espressione  (9)  di  <I>. 
Avremo 

ìqilti 

^(z— c — pa—qb)  T“*'P(z — c) 

'P( — -c — pa—qb ) 6 V (— c)  ’ 


ovvero,  ponendo  c — z in  luogo  di  z,  ed  essendo  V funzione 
dispari  di  z , avremo 

Soliti'  * 

W(z+pa+qb)  _ — {t-x)V(z) 

V{c+pa+qb)  e V{c) 

ossia 


Sftiri 

v(J+P°+?&)==e1»»fe  0 'P(z), 

cpJ,  essendo  costante  rispetto  a z.  Per  determinare 
di  cp,9  facciamo  in  questa  eguaglianza 


z-\-pa-\-qb=—z  cioè 


pa-{-qb 
2 '* 


il  valore 


1 valori  di  V nei  due  membri  riusciranno  Ira  loro  contrari , 

23 
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e , dividendo  per  I’  uno  di  essi  , si  avrà 

.pa+96 


1 Cp  1 n e 


da  cui 


Quindi 


1 ' . ,.pi 

— cp>«(  e 


li ”<>  ■ 


. ,p?-H  -»'•*>' - 

■1)  e 


r(z-\-pa+qb)=(—\  f e • “ T(z)  . 

In  questa  determinazione  di  cp,9  si  è tacitamente  supposto 
che  p e q non  fossero  entrambi  pari,  altrimenti  non  si  sarebbe 

potuto  dividere  per  che  avrebbe  avuto  il  valor  0. 

Ma  è subito  visto  come  delibasi  modificare  la  precedente  rela- 
zione affinchè  valga  anche  per  p e q entrambi  pari.  Ponendovi 
p=I  e <7=0  si  ha  = — ’T(i).  Ora,  supposto  p pari, 

qualunque  sia  q possiamo  stabilire  la  precedente  relazione  per 
'T(;-f-[p—  l]a-j-q6)  , e cambiare  poi  in  essa  z in  2+0  e so- 
stituire — M'(z)  a U'(z-|-a).  Ciò  facendo  si  trova  che  per  p pari 

compare  ( — invece  di  ( — Si  può  dunque  abbrac- 
ciare ogni  caso  scrivendo 


(IO)  « 


p+q  — 2 fini 


“'P(z)  . 


(li) 


La  (9)  darà  quindi  per  <I> 

, ».  * « . * 

p+9  — o?«*ri 2 oi7?» 

<I> ( z-}-pa-{-qb,c)=( — I)  e 0 “ <!>(.',  c). 


Ponendo  p=l  e q= 0 , p=0  e q=i  , si  ha 

(12)  $(z-}-<j,c)= — ^>(z,c)  , 

b x — e 

(13)  ^(z4-ft,c)=-r‘,T,“_  ~*(z,e)  , 

le  quali  mostrano  che  2a  è periodo  di  d» , ma  che  non  lo  è 
alcun  multiplo  di  b. 

Però  , sebbene  il  prodotto  <I>  non  possegga  esso  la  dop- 
pia periodicità , si  riconosce  , per  la  semplice  comparsa  del 
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fatlore  esponenziale  nella  seconda  eguaglianza  , che  in  esso  si 
ha  un  elemento  analitico  col  quale  la  doppia  periodicità  può 
tosto  attuarsi.  Basta  prendere  un  quoziente  di  due  prodotti  4> 
corrispondenti  a due  valori  di  c opportunamente  diversi , mol- 
tiplicato , se  vuoisi  , per  un  fattore  esponenziale. 

Ma  ogni  ulteriore  particolare  circa  questo  punto  si  troverà 
superfluo  se  si  riconosca  che  questi  prodotti  equivalgono  alle 
serie  à semplici,  colle  quali  già  vedemmo  in  particolare  costi- 
tuite le  funzioni  doppiamente  periodiche  snz , cnz  , dm.  Per  ri- 
conoscere la  detta  equivalenza,  senza  dover  trasformare  i pro- 
dotti in  serie  o viceversa , basta  ricordare  (pag.  322)  che  la 
funzione  S(z,  a)  resta  determinata  sino  ad  un  fattore  costante 
mediante  le  proprietà 

(14) 

(15)  S(2)=ei,+aS(z+a), 

congiunte  alle  condizioni  di  essere  monodroma,  continua  e finita 
per  tutti  i valori  finiti  di  z.  Ora,  le  eguaglianze  (12)  e (13), 

cambiandovi  z in—  z e ponendo 

tti 


danno 

(16) 


' s*(S'>c)=fW  ■ v=“  • 

f(z)  = f(z  + ™)  , 

e V / (*) ==e  f (*+«)• 

Quest’  ultima  relazione  si  riduce  precisamente  alla 

(17) 
ponendo 


rt*)- *+7(*+«) 


c b 

e — 1 e 2 1 numero  intero  pari. 

a » a 


Per  questo  intero  pari  può  prendersi  senz’  altro  lo  zero  ; poi- 
ché dalla  (5)  si  vede  che  cambiando  il  valor  di  c di  un  mul- 
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liplo  di  a non  si  porta  alcun  cambiamento  nella  <J>  e quindi 
nella  f(z).  E pertanto  la  espressione 


cioè  dire  il  prodotto 


e 2 <5f 


t) 


v=>  n p=s  m / 

n n ( i 

v— — n — rn  V 


a 

— z 
zi 


(h-’)«+(>+!2) 


essendo  funzione  monodroma  continua  e finita  per  tulli  i valori 
finiti  di  ; e soddisfacendo  alle  relazioni  (16)  e (17),  identiche 
alle  (14)  e (15),  deve  coincidere  colla  funzione  S(c),  almeno 
sino  ad  un  fattore  costante.  E siccome  il  prodotto  riducesi  a 
1 per  2=0 , cosi  si  ha 


lim 


»—  » m / 

n n ( \ 

i=  — n p=—  m \ 


■> 


5fr») 


La  condizione  e = 1 esprime  che  dev’  essere  positivo  il  coef- 
ficiente di  i in  - , cioè  negativa  la  parte  reale  di  a;  il  che  co- 
a 

stituisce  , come  si  sa  , la  condizione  di  convergenza  della  se- 
rie S (z,  a)  (’). 


(*)  Se  in  luogo  di  prendere  come  prodotto  finito  , d’  onde  P infinito  debba  scaturire , 
quello  indicato  da 


v=r  n p=s  m 

n n , 


p=-n 


si  prendesse,  come  nella  formoli»  (9)  della  pag.  U4  della  Thtorìc  ccc.  dei  sigg.  Briol  e 
Bouquet , quello  indicato  da 

v=  n in 

n ru 

v— — n— 1 p— — w — I 

allora  non  entrerebbe  nella  espressione  della  ^ il  fattore  c * ; poiché  il  limite  di  questo 
secondo  prodotto  è eguale  al  limile  del  primo  (gift  s’  intende  andando  all’  influito  prima  m 
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CAPITOLO  QUARTO 

Interrali* 


0.  67.  La  idea  di  integrale  e le  proprietà  da  esporsi  in 
questo  capitolo  devono  somministrare  i mezzi  coi  quali  intra- 
prendere nella  seguente  Sezione  lo  studio  delle  funzioni  in  ge- 
nerale. E però  facciamo  anticipatamente  riflettere  che  la  detta 
idea  e le  detto  proprietà  verranno  stabilite  indipendentemente  da 
ogni  supposizione  di  espressioni  analitiche. 

Allorché  si  riguardi  la  variabile  d’ integrazione  come  allatto 
libera,  cioè  come  suscettibile  di  qualsiasi  valore  complesso,  la 
idea  di  integrale  comporla  una  estensione  avvertita  per  il  primo 
in  tutta  la  debita  larghezza  da  Cauchy  (Notizie,  pag.  72).  Eccola. 

Per  stabilire  il  significato  della  notazione 


dx  , 


*0 

dove  f(x)  denota  una  quantità  dipendente  dalla  variabile  reale  x 


e poi  n si  nell’  uno  che  nell'  altro)  moltiplicato  per  * x.  Ciò  è subito  verificalo  prendendo 

i logaritmi  dei  due  prodotti  con;c  nella  forinola  (2),  o calcolando  nella  maniera  già  vista 

a pagg.  299-302  le  variazioni  y delle  serie  (3)  nel  passaggio  dal  primo  al  secondo  pro- 
dotto. Per  la  prima  delle  serie  (3)  la  variazione  risulta  = t , per  la  seconda  *=  0. 

Se  nel  prodotto  lìuito 


n 


»= — » 


z 

-{-c 


) 


si  facesse  crescere  infinitamente  prima  n e poi  tn  , il  risultato  che  si  avrebbe  , contenuto 
necessariamente  nella  forinola 

~2(A—Bc)z—Z  B 
' * 

•are bbc  quello  corrisponderne  ai  valori  A=0,B  — — ZzHl . 
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nell’  intervallo  x0  ...»  e quivi  dotata  (lo  si  supponga  per  sem- 
plicità) di  un  solo  valore  per  ogni  valore  di  x,  basta  conside- 
rarla come  esprimente  il  limite  verso  cui  tende  la  somma 

f (%)  (*|  — So)  + f(xi)  (x,—  £,)-}- -\-f (X— 

allorché  le  quantità 

Sq  > Sj  i x,  , . • • . , xn — j , x , 

crescendo  indefinitamente  di  numero,  tendano  a costituire  una 
successione  continua  da  x0  a x. 

Per  stabilire  il  significato  della  notazione 

E 

(1)  f n*)dz , 

*0 

dove  f(z)  denoti  una  quantità  dipendente  in  qualsiasi  ma- 
niera (')  dalla  variabile  complessa  z , è dunque  naturale  di 
considerarla  come  esprimente  il  limite  verso  cui  tende  la  somma 

(2)  fa 0)(*,-*o)+/(aiX*«-*i)+  * • • • +/U-.X* 

allorché  le  quantità 

(3)  ZTq  , Zj  , Z,  Zn — | , z 

crescendo  indefinitamente  di  numero  tendano  a costituire  una 
successione  continua,  ma  del  resto  complessa  qualsiasi,  da  z0  a z. 

Rappresentando  i valori  della  variabile-z  , come  al  solilo, 
mediante  i punti  dei  piano  z , allorché  le  quantità  (3)  costi- 
tuiranno una  successione  continua,  i loro  punti  rappresentativi 
costituiranno  una  linea  continua  avente  principio  in  z0  e ter- 
mine in  z.  Questa  linea  verrà  della  linea  o cammino  d’ integra - 
zione  ; e la  integrazione  stessa  potrà  qualificarsi , occorrendo , 
siccome  complessa. 

Si  sa  che  il  limite  della  somma 

f(x0)(xi—x{ò+f(xi)(xì-rl)-\- +/(*»—,)(*  -x,-,) 


(*)  Data  o non  data  mediante  un’  espressione  analitica,  c funzione  o no  della  variabile 
complessa;  c che  per  semplicità  s’  imuginu  .immettere  nel  corso  della  integrazione  un  solo 
valore  per  ogni  valore  di  essa  variabile. 


jOOQle 
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non  dipende  dal  modo  con  cui  si  fa  crescere  il  numero  e di- 
minuire gli  intervalli  dei  punti 

Xq  , , Xj  , . . . . , Xn — | j * > 

ed  è chiaro  che  senza  di  questa  proprietà  la  definizione  supe- 
riormente esposta  non  basterebbe  a stabilire  un  significato  pre- 
ciso per  l’ integrale 

X 

J*  f(x)dx  . 

*0 

Or  bene,  è facile  riconoscere  che  , fissata  la  linea  d’integra- 
zione , questa  proprietà  sussiste  ancora  pel  limite  della  somma 
(2)  ; cioè  , che  questo  limite  non  dipende  dal  modo  con  cui 
i punti  (3)  andranno  nella  delta  linea  crescendo  di  numero 
ed  accostandosi  l’uno  al  successivo.  Si  rientra  infatti  nel  caso 
stesso  di  prima  introducendo  come  variabile  d’  integrazione 
una  variabile  reale.  Prendendo , per  esempio  , come  variabile 
indipendente  la  lunghezza  l della  porzione  del  cammino  d’ inte- 
grazione avente  principio  in  z0  e termine  nel  punto  qualunque 
z,  le  parti  reale  e imaginaria  di  z e di  f{i)  potranno  tutte 
quattro  considerarsi  come  determinate  funzioni  della  variabile  l, 
e,  indicandole  con  x (I),  y (/)  i , ? (/),</■  (0  * * l’  integrale  (1)  po- 
trà scriversi  come  segue 

/«•)<!*-  f [KO+'KOOt^+^O'" 

*o  « 

od  anche  come  segue 

i i 


0 0 

e sotto  l’uno  come  sotto  Ì’  altro  aspetto  è evidente  che  il  va- 
lore di  (1)  non  dipenderà  dal  modo  con  cui  le  quantità 

0 , fj , /j , . . . . , ln — | , /„ 
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giungeranno  a costituire  una  successione  continua,  ossia  i punti 
(3)  a coprire  totalmente  la  prescritta  linea  il’  integrazione. 

Però,  mentre  nel  caso  di  variabile  reale  il  cammino  d’in- 
tegrazione non  può  essere  die  una  porzione  dell’  asse  reale  , 
nel  caso  di  variabile  affatto  libera  può  prendere  infinite  forme, 
essere  cioè  composto  di  parli  rettilinee  e curvilinee  di  qualsiasi 
natura , di  giri  c rigiri  quali  e quanti  si  vogliano. 

Se  P{x,y)  e Q(x,y)  sono  due  quantità  dipendenti  dalle 
variabili  x e y , la  definizione  stabilita  per  il  simbolo  (1)  si 
estende  affatto  naturalmente  al  simbolo 


PJQ  , 


che  per  Q — x-\~yt  riducasi  all’(l).  Sia  l una  linea  nel  solito 
piano  rappresentativo  (Fig.  20),  ed  esprimasi  con 


Fig.  ÌO. 

/ 


0,1,  2,  3 n , 

P0,  Pt.Pt.P,.  • • • • » P*  » 

Qo , Qi , Qì  > Oì Qn , 

una  serie  di  punti  in  essa  linea  ed  i va- 
lori delle  quantità  P e Q in  questi  punti  ; 
per  integrale  di  PdQ  preso  lungo  la  li- 
nea l devesi  intendere  il  limite  a cui  con- 
verge la  somma 


Po(Qt-Qo)+Pi{Q*-(h)+  • • • • +Pn-l{Qn-Qn-i) 

allorché  i punti 

0 , 1 , 2 , 3 n 


crescendo  indefinitamente  di  numero  ed  avvicinandosi  ciascuno 
al  successivo  tendano  a costituire  la  linea  continua  /. 

Volendo  indicare  qual  variabile  indipendente,  come  dianzi, 
la  lunghezza  variabile  l della  linea  d’integrazione,  si  potrebbe 
scrivere 


/P"0  = / 


=PoV?,'+,’<7LT('>-'i)  + • • • • +**.-«7  1 — 

‘I  ’l ’l  *s — *n— 1 

della  qual  somma  già  s’ intende  il  limite. 


Qn~Qn-t. 
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0.  68.  È ovvio  comprendere  che  nella  integrazione  com- 
plessa debbano  ancora  sussistere  quelle  proprietà  fondamentali 
della  integrazione  reale , che  scaturiscono  dalla  definizione  di 
integrale  come  di  limite  di  una  somma.  Consideriamone,  in  par- 
ticolare, qualcuna. 

Anzi  Lutto  si  noti,  che,  ove  si  dica  essere  fissata  una  linea 
l di  integrazione,  s’intende  che  sia  anche  fissato  secondo  quale 
delle  due  direzioni  la  linea  deve  essere  percorsa.  La  stessa  li- 
nea ma  da  percorrersi  in  direzione  contraria  sarà  designata 
colla  stessa  lettera  ma  preceduta  dal  segno  — . 

Ciò  premesso,  una  prima  proprietà  da  verificarsi  come  an- 
cora sussistente  è la 


(1) 


Infatti  per  definizione  si  ha 

f PdQ=P.{Qn-i-Q>)+ ....  +/,5(0,-0J)+P1(Oo-Oi). 

—i 

e,  imaginando,  come  nella  integrazione  reale,  sostituito  ad  ogni 
infinitamente  piccolo  quale  P*  ((L-j — Q,  ) un’  infinitamente 
piccolo  quale  Pv_,  (0v_ , — Q,),  si  ottiene  la  espressione  stessa 
dell’integrale  preso  lungo  /,  in  cui  però  i termini  trovansi  con 
ordine  e segno  contrari. 

Se  il  cammino  l d’ integrazione  si  concepisca  diviso  in  più 
parti  T,  i",  f",  ...  ; si  riconosce  immediatamente  essere 


(2) 


i e i'  e» 


PdQ+ . . . 


Ristringiamoci  adesso  al  caso  di  Q=x-\-yi—z  e di  P fun- 
zione di  x-\-yi,  la  quale  esprimeremo  con  w. 

La  derivata  dell'integrale 


(3) 


dz 


*0 
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rispetto  al  limito  superiore  ritenuto  variabile  è,  come  nella  inte- 
grazione reale,  te(z).  Infatti,  imaginanrlo  che  il  cammino  d inte- 
grazione si  prolunghi  ila  z in  ■'  , insieme  colla 


(4)  j'  wdz=w(z0)(t^ — z0M"  • • • • i«— t) 

*o 

potremo  scrivere  la 

J wd:^=w(zQ\zl-zu)+  ....  • 


s0 

dalla  quale,  sottrattane  la  prima,  si  ha 

n'  * 

f wdz—  f tu  dz 

!» = w(m)  . 

z — z . 


L’  integrale  (3),  avendo  una  derivata  indipendente  dal  va- 
lore del  differenziale  z'— z=</z,  è dunque  funzione  di  z.  E, 
viceversa,  potremo  anche  asserire  che  z è funzione  dell’integrale. 

Altrettanto  ha  luogo  riguardando  come  variabile  il  limile 
inferiore  ; nel  qual  caso  però  la  derivala  è — tu  ( z0 ). 

Il  modulo  dell’  integrale  (3) , ove  w sia  continua  e finita 
dappertutto  nel  cammino  / d’integrazione,  può  sempre  dichiararsi 
minore  od  al  piò  eguale  al  prodotto  della  lunghezza  totale  della 
linea  / per  uno  fra  i moduli  assunti  da  w lungo  l.  Infatti  , il 
modulo  della  somma  secondo  membro  della  (4)  è minore  od 
al  piò  eguale  alla  somma 

mod  »t>(  r0)  . mod  (z,— z0H- -fmod  mod(z— z«_,), 

e questa  somma  è minore  od  al  piò  eguale  al  prodotto  di 

(5)  mod  (zj— Zu)+ + mod  (a — z»— j) 

per  una  quantità  compresa  fra  il  piò  grande  e il  piò  piccolo 
dei  moduli 

mod  w (z0) mod  w (z„— 4)  . 

Ma,  per  n — o c,  questa  serie  di  moduli  costituisce  una  succes- 
sione continua;  dunque  una  quantità  compresa  fra  il  modulo  piò 
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grande  ed  il  più  piccolo  coincide  certamente  con  qualcuno  dei 
moduli  intermedi;  inoltre  la  somma  delle  corde  infinitesime  (5) 
esprime  precisamente  la  lunghezza  totale  della  linea  d’integrazione. 

Se  w avrà  un  valore  infinitamente  piccolo  lungo  tutto  il 
cammino  d’ integrazione . sarà  infinitamente  piccolo  anche  il 
valore  dell’  integrale  (3). 

Supponiamo  che  w dipenda  anche  da  una  seconda  variabile 
o parametro  t,  rispetto  a cui  abbia  una  derivata  finita  per  ogni 
punto  di  l.  Indichiamo  questa  derivata  con  Kq(z,  t).  Ciò  pre- 
messo, è subito  dimostrato,  come  nella  integrazione  reale,  che 
la  derivazione  dell’  integrale  (3)  rispetto  a l può  attuarsi  sotto 
il  segno  f.  Infatti , esprimendo  i un  valore  del  parametro  in- 
finitamente poco  diverso  da  { , si  può  porre 


w (z,  t')  — w (z,t) 


— w{(z,  0-h  >7  » 


essendo  >?  infinitamente  piccolo  insieme  con  ( — i.  E quindi  il 
rapporto  dell’  incremento  dell’  integrale  all’incremento  t' — t , 


J w (s,  ()  — f to  (z,  t)dz 


t'—t 

si  potrà  scrivere  come  segue 


ossia  j* 


w (z,  0 — w ( z , t) 


r — t 


di. 


*0 


M.  M 

ridz 


Di  questi  due  integrali  il  secondo  tende  a zero  con  ri,  cioè  con 
t' — t:  dunque  ecc. 

90.  Ma  tralasciamo  orinai  ogni  ulteriore  considerazione 
circa  la  sussistenza  delle  più  comuni  proprietà  degli  integrali  , 
per  passare  a quella  questione  cardinale  nella  integrazione  com- 
plessa che  concerne  la  influenza  del  cammino  sul  valore  del- 
I’  integrale. 

Supponiamo  che  sia  data  in  una  porzione  S del  piano  z 
una  funzione  monodroma  w , cioè  dire  che  per  w si  trovi  de- 


Digitized  by  Google 


SEZIONE  TERZI 


361 


posto  in  ogni  punto  di  S un  valore  , il  quale  vari  da  punto  a 

, .3  w dw  ...  . 

punto  in  guisa  da  soddisfare  la  . E consideriamo  la 

9.2/  Off 

integrazione  da  effettuarsi  sul  differenziale  wdz  a partire  da  un 
punto  fìsso  30  sino  ad  altro  punto  fisso  z.  Poiché  non  si  pre- 
suppone nulla  circa  la  funzione  fuori  di  S,  è quasi  superfluo  l’av- 
vertire che  questi  punti  fissi  e tutti  i cammini  d’  integrazione 
da  imaginarsi  dall'uno  all’altro  s'intendono  contenuti  entro  S 
Volendo  ammettere  che  esista  una  funzione  monodroma  e 
finita  F di  z in  S avente  per  derivata  la  io  , è subito  dimo- 
stralo die,  se  w sia  continua  e finita  dappertutto  in  S,  l’integrale 


riesce  sempre  dell’  egual  valore  qualunque  sia  il  cammino  d’in- 
tegrazione. Infatti,  indicando  con  0,  1,2,...,»  una  serie  di 
punti  avente  principio  in  i0  c termine  in  z (laonde  0,»  signi- 
ficano qui  lo  stesso  che  z0,z),  si  ha  identicamente 


Ft-F0  +F,-Fi + F.-F.-, 

=Fn—Fa—F(x) — F(:0)  , 

da  cui 


Fj — F0 


i.2!- 2o)“ 


F,-F, 

Z*  Z. 


— 2i)+  • - •- 


F„—  F„— , 

2 fi — | 


(-»  Zn—  |) 


=F(z)-F(g  , 


eguaglianza  che  sussiste  comunque  cresca  ».  Imaginando  che  n 
cresca  infinitamente , si  che  i punti  0,1  ,2  ,...,«  tendano 
a costituire  una  linea  continua  da  z0  a z , e sostituendo  ad 
ogni  infinitamente  piccolo  come 


F,+t— Fv 


(2»-h — 2*) 


l' infinitamente  piccolo  come 

w (zv)  — Zi)  , 
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che  manifestamente  sta  al  primo  in  rapporto  tendente  all’unità, 
si  avrà 

Iim2«'(zv)  (z.+1— 2,)=J^  wdz  = F(à)  — F(z0). 

Qualunque  sia,  dunque,  il  cammino  d’integrazione  che  vo- 
gliasi supporre  scaturito  dalla  serie  di  punti  0,l,2,...,n, 
il  valore  dell’  integrale  è costantemente  F (x) — F(z0). 

Cosi,  per  esempio,  nel  caso  di  w — (s  — y)m  dove  m sia 
numero  intero  e positivo,  sapendosi  che  (z  — y)m  è la  derivata 
(2_yV*H 

della  funzione  — monodroma  e finita  per  qualunque  va- 

tn  -t~  * 

lor  finito  di  z , si  conchiuderebbe  subito  essere 

/ - _ ..Vm  = («-r)»*1  _ (Zq-7)"+< 
wì-}-1  m-}-l  ’ 

e quindi  aversi  un  solo  valore  per  qualunque  cammino  trac- 
ciabile  nel  finito. 

Ma  importa  di  ricercare  la  influenza  del  cammino  senza 
presupporre  l’ esistenza  della  funzione  F.  Questa  investigazione 
si  trova  già  fatta  da  Cauchy  nella  Memoria  stessa  colla  quale 
divulgava  la  idea  della  integrazione  con  variabile  complessa  (No- 
tizie , pagg.  72-74).  Seguendo  lui  , stabiliremo  il  seguente 
Teorema.  L'integrale 

wdz  , 

*0 

preso  lungo  uva  linea  qualsivoglia,  non  cambia  di  valore,  se,  ri- 
manendo fissi  i punti  estremi  z0  e x , la  linea  si  deforma  senza 
sorpassare  alcun  punto  dove  la  funzione  w o la  sua  derivata  ces- 
sino di  essere  monodrome , continue  e finite. 

Sia  / la  linea  lungo  la  quale  s’ intende  preso  in  prima 
l’integrale,  ed  imaginiamo  eh’ essa  linea,  o filo,  subisca  una 
deformazione  infinitamente  piccola,  per  modo  che,  rimanendone 
fissi  gli  estremi  z0  e z , ogni  altro  punto  z di  essa  (Fig.  21) 
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Fig.  SI. 


// 


possa  essersi  spostato  di  una  quantità  in- 
finitamente  piccola  àz.  Indicando  con  f la 
linea  dopo  la  deformazione,  potremo  espri- 
mere i valori  dell’  integrale  prima  e dopo 
la  deformazione  con 


/ ~ "T-J'-, 


/A 

/ - 


fwdz  ■ f 


wdz . 


Se  i cammini  l e t non  contengono  nè 
passano  infinitamente  vicini  a discontinuità 
o infiniti  di  w , la  differenza  tra  i valori  di  w nei  punti  z e 
z-\-dz  sarà  infinitamente  piccola.  Indicandola  cou  dw,  potremo 
porre  la  variazione  dell’  integrale  sotto  la  forma 

àf  wdz=  J* wdz—'j* wdz—^(w-{-iw)d(z-^-3z)—Jìtcdz  , 

t ('  il  i 

ovvero  , trascurando  l’ infinitamente  piccolo  di  secondo  ordine 

? w .di z , 


f 


sotto  la  forma 


/ 


(<f  w.dz  -}- tv.diz)  . 


Ma,  se  w è funzione  di  z e la  sua  derivata  è continua  e finita, 
oltreché  monodroma  , nella  lista  determinala  da  I e (,  si  può 
anche  cambiare  questa  forma  nella  seguente 

(dw.d  z-\-w.diz)= J*  d(w3z), 


in  virtù  delle 


Ora  è 


<?  w.dz  — — à z . d z = — à z . d z = dw . à z . 
Sz  dz 


j*  d(wàz)=J > d(wà  z)=w(à)dx  — io(20)^z0; 
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e,  siccome  i punti  z0  e z rimasero  fissi,  si  ha  <Jz0=0  e 
5*  = 0;  dunque,  astrazion  fatta  dal  termine  di  secondo  or- 
dine , si  ha 


=0  . 


Se  ora  s’ imagina  che  ciascun  punto  z di  I subisca  non  un 
solo  ma  successivamente  tanti  spostamenti  infinitamente  piccoli 
del  prim’  ordine  (ossia  ogni  quantità  z tante  variazioni  <Jz  del 
prim’ordine),  si  che  la  loro  somma  riesca  uno  spostamento  finito, 
e se  in  coleste  successive  deformazioni  di  l non  verranno  mai 
sorpassali  punti  dove  io  e la  sua  derivata  cessino  di  essere  mo- 
nodrome  , continue  e finite  , la  variazione  totale  dell’  integrale 
di  tedi  sarà  parimenti  nulla.  Avuto  riguardo  al  termine  dianzi 
trascurato,  essa  potrebbe  dichiararsi  infinitamente  piccola  del 
prim’  ordine  ; ma  ciò  è come  dire  ancora  nulla.  C.  D.  D. 

Indicando  con  m una  linea  sensibilmente  diversa  da  I,  ma 
da  potersi  considerare  come  una  deformata  della  l , cioè  una 
di  quelle  ottenibili  col  deformare  l senza  sorpassare  alcuno  di 
detti  punti  singulari  , si  avrà 


ed  , essendo 


si  avrà  anche 


Ora  le  linee  le  — m prese  insieme  costituiscono  una  linea 
chiusa  I — wi  che  può  considerarsi  come  il  contorno  di  una 
porzione  A di  S , entro  .cui  non  esistono  punti  dove  w e la 
sua  derivala  cessino  di  essere  monodrome,  continue  e finite  ; 
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e la  somma  dei  due  integrali  presi  lungo  lo  — m può  consi- 
derarsi come  unico  integrale 


preso,  cioè,  lungo  l’intero  contorno  di  A.  Il  dimostrato  teorema 
fondamentale  può  dunque  enunciarsi  anche  nei  seguenti  termini. 

Teorema.  L’integrale  di  wdz  preso  lungo  l’intero  contorno 
di  una  parte  A del  piano  z , entro  cui  to  e la  sua  derivata  sieno 
funzioni  monodrome,  continue  e finite  di  z,  è nullo  ('). 

La  data  dimostrazione  supporrebbe  il  contorno  della  su- 
perficie A costituito  da  una  sola  linea  continua.  Ma  è facile  ri- 
conoscere che  il  teorema  sussiste  anche  quando  il  contorno 
consti  di  due  o più  parti  separate. 

Ed  invero  , sia  , per  esempio,  il  contorno  a di  A compo- 
sto (Fig.  22)  di  tre  parti  separate  a/3ya,X  vpl , fpx?'>  laonde 


Fi*.  «. 


potremo  scrivere  o = « fi  y a X v u.  X -f-  <f  % y . Si  imaginino 
operali  nella  superficie  A due  tagli,  di  guisa  che  ne  risulti  una 


(*)  È ovvio  clic,  se,  invece  di  supporre  fissata  da  prima  una  linea  / e da  essa  per  de- 
formazione  scaturita  un'  altra  linea  m e quindi  il  contorno  / — m di  A , si  supponesse  fis- 
sala  da  prima  la  superfìcie  A , si  rientrerebbe  nella  supposizione  stessa  precedente  riguar* 
dando  una  parte  qualsiasi  del  ronlnrno  come  linea  / r la  restante  coinè  rii. 
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superficie  A'  il  cui  contorno  sia  una  sola  linea  continua,  for- 
mala con  le  varie  parti  del  contorno  di  A e con  i due  orli  di 
ciascun  taglio  (').  Cominciando  dal  punto  •/,  nell’  uno  dei  duo 
sensi  , il  contorno  riesce  formato  (giusta  la  figura)  colla  se- 
guente successione  di  parli 

Ora,  per  la  dimostrazione  precedente,  l'integrale  di  wdz  preso 
lungo  questo  intero  contorno  è nullo.  Questo  integrale  può  de- 
comporsi nella  somma  degli  integrali  presi  lungo  le  singole  parli. 
Sarà  dunque 

Jwdz-\-jwdz-\-fwdz-\- Jwdz-\-Jwdz-\-fwdz-{-fwdz-\-Jwdz=0  . 

ya;  a'X*  X'vjiX  X»  «Py7  ^ 9T 

Ma,  aX  o a'X'  combaciandosi  in  tutta  la  loro  estensione,  (o,  real- 
mente , non  essendo  che  una  medesima  linea) , e cosi  pure 
y<f  e y <f  : si  ha  ((I)  del  §.  68) 

fwdz—fudz— — fwdz  , j wdz— f wdz— — fwdz  ; 

a'Xr  al  Xa  yV  Y9  9T 

e per  la  (2)  del  §.  68  si  ha  ancora 

Jwdz-\-Ju'dz=fwdz  . 

y»'  o0y'  «Pt* 

Dunque  la  precedente  eguaglianza  diverrà 

JWz-|-  fwdz-\-  J wdz  =0  , 

il  cui  primo  membro,  compendiato  in  un  solo  integrale,  riesce 
appunto  1’  integrale  preso  lungo  I’  intero  contorno  a di  A. 

Il  teorema  sussisterebbe  del  pari  supponendo  A composto 
non  di  un.  pezzo  tutto  connesso  di  piano  z,  ma  di  parecchi  pezzi 
separati  At,At,A3,  ecc.  Imperocché,  indicandone  i contorni 
con  a, ,o2,o3,  ecc.,  si  avrebbero  separatamente 

Jwdz= 0 , / ti'dz=0  , , ecc.  , 

a,  o,  o, 

d’  onde 

J wdz  — 0 . 

“i+arf°i+'«- 

(*)  Nella  figura  i due  orli  di  ciascun  taglio  sono,  per  maggior  chiarella  , rappresentati 
come  se  fossersi  discosta!!  un  poco  I*  uno  dall’  altro.  Ma  , in  realtà  , a!  devesi  tenere  per 
identico  con  a , x(  con  y , ecc. 
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Considerando  l’integrale  di  wdz  preso  lungo  una  linea 
chiusa  a,  che  possa  anche  non  essere  contorno  di  un  pezzo  di 
piano  entro  cui  w sia  dappertutto  monodroma,  continua  e finita, 
il  valor  suo  potrà  anche  non  essere  zero.  Comunque  sia,  giova 
riflettere  che  ha  luogo  anche  in  questo  caso,  come  già  per  una 
linea  avente  principio  e termine  in  due  punti  fìssi  ;0  e z,  la 
inalterabilità  del  valor  dell’  integrale  al  deformarsi  della  linea, 
senza  che  vengano  sorpassale  singularità  della  w o della  deri- 
vata. Infatti,  sia  b una  delle  forme  che  cosi  può  prendere  la  a 
(per  fissar  le  idee  si  può  imaginare  che  a sia  una  circonfe- 
renza e b un'altra  circonferenza  concentrica  con  a);  tirando  da 
un  punto  a di  a una  linea  aj3  ad  un  punto  /3  di  b si  potrà 
comporre  la  linea 

da  considerarsi  pur’  essa  come  una  trasformata  della  o otteni- 
bile senza  sorpassare  alcuna  singularità.  Tanto  la  a che  questa 
sua  trasformata  possono  considerarsi  come  linee  aventi  principio 
e termine  nel  punto  a rimasto  fisso;  e con  ciò  si  rientra  dunque 
nelle  circostanze  del  teorema  fondamentale  (s0=a,z=a),  e si  ha 
(wdz—  f wdz—  f wdz-\-  (Wz-f-  f wdz=  J wdz. 

a a{3  b p*  6 

Adesso  però  , innanzi  proseguire  viepiù  nelle  conseguenze 
del  teorema  fondamentale  , vogliamo  esporre  una  seconda  di- 
mostrazione del  medesimo,  che  riscontrasi  nella  dissertazione 
inaugurale  del  sig.  Riemann  , come  nelle  posteriori  pubblica- 
zioni della  di  lui  scuola  ; mentre  la  prima  è conservala  nelle 
pubblicazioni  dei  sigg.  Puiseux,  Briot  e Bouquet.  Questa  ha  il 
pregio  della  maggiore  spontaneità;  ma  ha,  per  converso,  il  di- 
fetto di  dover  presupporre  che  sia  monodroma  , continua  e 
finita  anche  la  derivata  , mentre  ciò  resta  già  inchiuso , come 
vedremo,  nella  supposizione  dell’essere  monodroma,  continua 
e finita  la  funzione  (*). 


(•)  Però  nella  seconda  dimostrazione  (§.  71)  si  potrà  notare  che  viene  tacitamente  am- 
messo potersi  invertere  1*  ordine  delle  integrazioni  in  uno  dei  due  integrali  doppi 

rrdV  pr'dty 

JJto^  ’ .1.1  r** 


d.V 
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ZO.  Ma  prima  ancora  vogliansi  notare  le  convenzioni 
che,  seguendo  il  sig.  Riemann,  presentiamo  in  questo  paragrafo, 
siccome  da  adottarsi  invariabilmente  d’  ora  in  poi  riguardo  ai 
contorni  delle  figure  ed  anche  a linee  quali  si  siano. 

Sia  S una  determinata  porzione  del  solito  piano  orizzontale, 
e sul  medesimo  s’  imagini  una  persona  che  voglia  percorrere 
I’  intero  contorno  s di  S.  La  persona  può  scegliere  fra  due  di- 
rezioni contrarie.  Muovendosi  secondo  1’  una  direzione  , essa 
avrebbe  la  superfìcie  S sempre  a sinistra;  muovendosi  secondo 
l’ altra,  avrebbe  la  superficie  S sempre  a destra.  Ciò  premesso. 


mentre , non  le  funzioni  da  integrarsi , cioè  le  derivale 

av  3® 

2x  ' 3y  ’ 

si  bene  le  funzioni  ^ e ^ sono  presupposte  continue  e finite  per  tutto  il  campo  della  in- 
tegrazione. Se  la  inversione  non  fosse  lecito,  la  differenza  dei  due  precedenti  integrali  non 
potrebbe  compendiarsi  nell*  unico  integrale 

m9  XV  9<K  nn /W  9flK 

3T'% )izdy ' 0VVer°ne'  ’ 

clic  s'intende  formato  coll’ effettuare  la  doppia  integrazione  sul  differenziale  indiviso 

(sr*-)**  * 

sì  che,  quando  questo  sia  sempre  zero,  si  possa  conchiudere  essere  zero  anche  l'integrale. 
Ma  ci  sembra  potersi  togliere  ragione  a questa  noia  , imnginando  in  prima  circondale  con 
linee  le  singularilà  delle  due  derivate,  e ritenendo  la  doppia  integrazione  estesa  alla  super- 
ficie che  rimane  staccando  da  A i pezzi  racchiusi  in  queste  linee  ; per  il  che  viene  ad  es- 
sere notoriamente  lecita  la  invertibilità  dell'ordine  d’ integrazione  negli  integrali  doppi,  men- 
tre poi  gli  integrali  semplici  da  prendersi  lungo  le  dette  lince  si  potranno  rendere  ininori 
di  qualsia  grandezza  assegnata  stringendo  viepiù  le  linee  intorno  alle  singolarità. 

Ad  ogni  modo  notiamo  eziandio,  clic,  se  sì  trutta  puramente  di  funzioni  algebriche, 
corno  nelle  Hecherrhe » etc.  già  citale  del  sig.  Puiscux  , la  presupposizione  che  anche  la  de- 
rivata sia  continua  e finita  non  cagiona  imbarazzo,  in  quanto  clic  la  sussistenza  delle  con- 
dizioni rifercntisi  alla  derivata  vien  (osto  riconosciuta  mercè  l'espressione  della  medesima 
formata  razionalmente  con  la  funzione  c la  variabile  ; c che , per  la  teorica  generalo  delle 
funzioni  di  una  variabile  complessa , la  necessità  di  questa  presupposizione  cessa  allorché  , 
poco  olire,  si  trova  che,  se  una  funzione  di  x è monodroma,  continua  e finita  in  una  por- 
zione A drl  piano  z , quivi  dev*  esserlo  anche  la  derivata.  Ciò  può  subito  riscontrarsi  nel- 
I'  opera  dei  sigg.  Brini  c Bouquet  (n.  43). 
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chiameremo  direzione  positiva  del  contorno  la  prima  delle  due  , 
cioè  quella  secondo  cui  la  persona  muovendosi  ha  la  superficie 
sempre  alla  sinistra. 

E,  in  relazione  con  questa  definizione  e con  quella  di 
senso  positivo  degli  angoli  (§.  8),  diremo  altresì  che  un  punto 
mobile  z fa  un  giro  positivo  intorno  ad  un  determinato  punto  a 
quando  descriva  intorno  a o una  linea  rientrante  semplice,  come 
sarebbe  una  circonferenza,  in  quella  direzione  che  è la  positiva 
della  linea  considerata  come  contorno  della  porzione  finita  di 
piano  in  essa  racchiusa , o , ciò  eh’  è lo  stesso  , in  quella  di- 
rezione secondo  la  quale  il  raggio  tsz  rota  nel  senso  positivo 
degli  angoli. 

Quando  il  contorno  di  una  superficie  consti  di  più  parli 
separale,  devesi  tener  ferma  la  esposta  definizione  di  direzione 
positiva  del  contorno  per  ciascuna  parte  separatamente  ; mercè 
di  che  non  resterà  mai  per  veruna  parte  incerto  quale  delle 
due  direzioni  sia  da  riguardarsi  come  positiva.  Nel  caso  , per 
esempio,  della  superficie  A della  fig.  22,  la  direzione  positiva 


Fig.  22. 


per  la  curva  maggiore  è «/Sya  , e per  le  altre  due  curve  è 
rispettivamente  pyjp.  La  somma 

J wdz-\-  J wdz- f-  ficdz—  Jjwdz 
«Pr*  «to  «pr*+x*i*M-?4av 

del  | precedente  esprime  1’  integrale  di  tedz  preso  lungo  l’ in- 
tero contorno  di  A in  direziono  positiva. 
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Ogni  qualvolta  il  contorno  d’  una  superficie  verrà  desi- 
gnato con  una  semplice  lettera,  si  intenderà  il  contorno  preso 
in  direzione  positiva,  li  contorno  in  direzione  negativa  verrebbe, 
occorrendo,  designato  colla  stessa  lettera  preceduta  dal  segno  —, 
conformemente  al  fissato  per  una  linea  qualunque  l nel  §.  68. 

La  normale  al  contorno  di  una  superficie  in  un  punto 
qualsiasi  di  esso  può  imaginarsi  diretta  verso  l’ interno  della 
superficie  o verso  l’esterno.  Diremo  normale  interna  la  prima, 
normale  esterna  la  seconda. 

In  generale,  poi,  per  qualunque  linea  j tracciata  sul  piano 
orizzontale  (*),  della  quale  sia  fissata  la  direzione  positiva,  e 
propriamente  per  qualunque  suo  elemento  di  (diretto  positiva- 
mente)  giova  poter  distinguere  due  direzioni  laterali,  ossia  chia- 
mare direzione  laterale  positiva , relativamente  a di , quella  che 
giace  rispetto  a d;  come  +i  a 1 (“),  e direzione  laterale  nega- 
tiva la  contraria.  Conformemente  a ciò  si  potranno  anche  usare 
le  espressioni  di  lato  positivo  e lato  negativo  di  i.  Il  lato  posi- 
tivo si  potrebbe  qualificare  come  confine  della  regione  di  piano 
situata  dalia  banda  di  i a cui  si  volge  la  direzione  laterale 
positiva , il  lato  negativo  come  confine  della  regione  situata 
dall’  altra  banda.  Se  i fosse  da  considerarsi  come  un  taglio 
operato  nel  piano , i lati  di  t sarebbero  la  stessa  cosa  che  gli 
orli  del  taglio  (*“).  Se  « fosse  data  come  contorno  di  un  pezzo 
di  piano  , il  suo  lato  positivo  sarebbe  l' interno. 

Metteremo  in  questo  paragrafo  anche  le  seguenti  consi- 
derazioni. 

(*)  Nè  anche  , certamente , per  le  determinazioni  raccolte  in  quello  paragrafo  la  sup- 
posizione dell’  orizzontalità  del  piano  si  crederà  essenziale  ; ma  soltanto  si  vorrà  riconoscere 
come  agevolante  la  esposizione  delle  medesime  ; essendoché  la  distinzione  fra  I*  una  e I*  al- 
tra delle  due  faccie,  che  in  una  superficie  possono  supporsi  osservate,  riesce  cosi  tradotta 
in  quella,  già  senz’  altro  chiara , di  sopra  e sotto  ; rispetto  alla  quale  si  è anche  già  stabi- 
lito nel  §.  8 che  le  figure  nel  piano  debbansi  supporre  osservale  dall*  alto  al  basso. 

(**)  Questa  denominazione  è suggerita  da  quella  di  unità  laterale  positiva  additata  da 
Gauss  come  opportuna  per  4-tf. 

(***)  Comunque  accadrà  di  qualificarli  (come  lati  , cioè  , o come  orli)  , riterremo  pur 
sempre  la  denominazione  di  positivo  o negativo.  La  quale  , del  resto  , solo  in  tanto  può 
preferirsi  a quella  di  sinistro  e destro  , che  pure  usammo  a pagg.  121-122  , in  quanto  si 
considera  come  estensione  della  già  applicata  a ±i  in  confronto  di  I. 
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Imaginando  un’  altro  elemento  lineare  dv , uscente  insie- 
me con  di  da  un  punto  qualunque  (.r,  y)  e nella  direzione 
laterale  positiva  rispetto  a di,  I'  angolo  di  dv  con  di  può  ma- 
nifestamente considerarsi  come  una  delle  posizioni  che  potrebbe 
prendere  l’angolo  *04  se  fosse  scorrevole  sopra  il  piano;  cioè 
dire,  mediante  rotazione  e traslazione  quest'angolo  potrebbe 
sovrapporsi  all’altro  in  modo  che  Oi  riuscisse  nella  direzione 
di  e Ot  nella  direzione  dv.  Indicando  con  r la  misura  della  detta 
rotazione,  ossia  l’angolo  di  di  con  01  (immoto),  è chiaro  ehe  gli 
angoli  di  di,dv  con  01, Oi  saranno  quelli  indicati  dalla  tabella  (1), 
di  dv  ritenuto  che  gli  angoli  con  Oi  si  misurino 
(positivamente)  da  Oi  verso  01,  ossia  in 
senso  contrario  di  quelli  con  01. 

Considerando  le  projezioni  (dx.dy)  sugli 
assi  reale  e imaginario  tanto  dell’elemento 
di  quanto  del  dv,  si  hanno  le  note  relazioni 
dy  dx dy 


(*) 


01 


Oi 


T 

£+r 

7T 

t ' 

dfC 

= COS  i.x  ,-?=>  COS  = cos  , 

di  di  dv  d 


COS  v.y 


Ora,  avendo  riguardo  alla  tabella  (1) , queste  relazioni  si 
possono  presentare  come  segue  : 

dx  dy 

drcosz  • ì 

dx  fv  , \ dy 


(2) 


y (*  \ 

-=  cos  f - — r l=sen? , 


sen 


-p  = cos(— r)  = cosr  ; 
dv 


dalle  quali  emergono  le 

^ ^ di  dv  ’ 


dx 

dv 


.dl 

di 


La  equazione  fondamentale  delle  funzioni  di  una  variabile 

, , , titv  dw  . ,, 

complessa,  cioè  la  g~"=s°g~--»  presentasi  ancora  nello  stesso  a- 

spetto,  se,  invece  dei  due  differenziali  della  z diretti  parallela- 
mente  agli  assi  (cioè  di=dx , dz—dyi) , se  ne  considerino  due 
altri  qualunque,  purché  le  loro  direzioni  positive  sieno  tra  esse 
come  Oi  a 04  , cioè  I’  una  sia  la  laterale  positiva  rispetto  al- 
1’  altra.  Infatti,  consideriamo  i due  differenziali  diretti  secondo 
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i due  elementi  di  e du  dianzi  imaginati.  Questi  elementi  sa- 
ranno i moduli  dei  due  differenziali  , mentre  gli  argomenti  sa- 

. 7T 

ranno  rispettivamente  r e --j-r;  laonde  si  potrà  porre,  per 

'(H 

l’uno,  dz=di.en  , e per  l’altro,  dz—dv  .e  =dv.«eÌT.  Ora, 
basta  scrivere  che  il  quoziente  differenziale  di  w ottiene  lo  stesso 
valore  tanto  per  I’ una  come  per  l’altra  direzione  del  differen- 


ziale di  z,  per  avere 


— , d’onde,  moltiplicando  pere**  , 


W cubebi  °PpUre  ldT  = d^  ()- 

A determinare  la  posizione  dei  punti  in  S,  ossia  come 
coordinate  di  un  punto  qualunque  (x,y)  si  possono  anche  as- 
sumere la  lunghezza  (che  riterremo  espressa  colla  stessa  s) 
del  contorno,  contata  in  direzione  positiva  da  un  punto  fisso 
come  origine  sino  ad  un  punto  qualunque , e , nella  normale 
al  contorno  in  questo  punto  , la  distanza  n che  corre  dal  me- 
desimo ad  un  punto  qualunque  (x,  y)  , misurata  positivamente 
verso  l’interno.  Una  funzione  qualunque  di  x,y  si  potrà  quindi 
concepire,  al  pari  delle  x,y  stesse,  come  funzione  di  s,n.  Per 
ciò  che  qui  vogliamo  esporre,  si  potrà , del  resto , prendere 
per  linea  s una  qualunque  anche  non  data  come  contorno  , 
purché  come  direzione  positiva  di  n si  pigli  la  laterale  positiva 
rispetto  alla  linea  medesima. 

Nella  equazione  (4)  si  possono  far  comparire  le  derivate 
parziali  della  tv  rispetto  a s,n.  Basta  imaginare  che  di  sia  l’e- 
lemento della  linea  n = Cost.’\  Nel  qual  caso  , si  può  scrivere 
dn  in  luogo  di  d»;  e,  considerando  i due  triangoli  simili  aventi 
per  basi  gli  archetti  o elementi  corrispondentisi , e quindi  pa- 
ralleli , di  e ds,  ed  entrambi  il  vertice  nel  centro  di  curvatura 

....  . » , , .di  P — » 

comune  degli  archetti  stessi,  si  ha  la  proporzione  — = — - — , 

ds  P 


(*)  In  luogo  del  fattore  « comparirebbe,  evidentemente,  il  fattore  e 9 , se  P angolo  di 

dv  con  di  fosse  a invece  di  - . 
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dove  con  P s’ intende  il  raggio  di  curvatura  di  ds  da  prendersi 
con  segno  positivo  o negativo  secondochè  ds  volga  la  concavità 
verso  P interno  o verso  1’  esterno.  Sostituendo  nella  (4)  dn  a 

P — n .... 
dv  e — - —ds  a d;  , si  ottiene 


(5) 


iP  3 w 3 w 

P — n 3s  3» 


Di  questa  noteremo  qui  il  caso  particolare  delle  coordinate 
polari.  Imaginando  che  la  linea  s sia  la  circonferenza  avente  il 
centro  in  0 e per  raggio  I’  unità , e che  I'  arco  s sia  misurato 
a partire  dall’  asse  reale  , nel  senso  positivo  degli  angoli  (il 
che  è quanto  supporre  s=argz=u  , w=I  — modz=t  — r),  si 

. . . » dw  dw 

avrà  P=l,  e la  (5)  diverrà- — - =—  — , ossia 

v ' I— n3«  3r 


(6) 


I dw  dw 

ri  da»  dr 


Questa  sarebbe  I’  equazione  da  prendersi  a fondamento  nello 
studio  delle  funzioni  d’  una  variabile  complessa,  quando  le  me- 
desime si  volessero  considerare  piuttosto  nella  loro  dipendenza 
dal  modulo  e dall’argomento  (r, «)  che  dalle  parti  reale  e 
imaginaria  (x,  yi)  della  variabile.  La  qual  maniera  può  vedersi 
praticala  nel  postumo  Mémoire  sur  la  ihéorie  des  imaginaires,  sur 
l' équilibre  de  température  et  sur  l’  èqui  libre  d’  élasticité  di  P.  A. 
Laurent  (*). 

Infine  vogliasi  anche  riflettere  che  si  possono  estendere  ad 
una  porzione  del  piano  z non  escludente  l'infinito  le  determina- 
zioni e considerazioni  fatte  circa  contorni  e normali  considerando 
una  porzione  S tutta  situata  nel  finito.  Per  abbracciare  con 
tutta  chiarezza  insieme  i casi  del  finito  e dell’ infinito  giova  ri- 
guardare, come  abbiamo  detto,  il  piano  qual  superficie  che  si 
chiude  all’ infinito  , ossia  supporre  la  rappresentazione  sferica, 
come  fu  spiegalo  nel  §.  14.  Ma  in  questo  e nei  restanti  para- 


(*)  Questa  Memoria  può  leggersi  nel  40  Cahier  del  giornale  della  scuola  politecnica. 
Nel  tomo  40  (pag.  632)  dei  Compia  Rendus  si  troverò  un  breve  rapporto  di  Cauchy  al- 
rAccademia  sopra  questa  ed  un*  altra  Memoria  dello  stesso  valente  matematico. 
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grafi  della  corrente  Sezione  tralascieremo  i particolari  che  a ciò 
si  possono  riferire  ; i quali , del  resto  , si  troveranno  bastan- 
temente determinati  dal  contenuto  del  Capitolo  quarto  della  Se- 
zione ventura. 

f.  71.  Ritornando  agli  integrali,  esponiamo  anzitutto  una 
trasformazione  di  un  integrale  doppio  in  integrale  semplice;  perchè 
da  questa  discenderanno  poi  parecchie  formolo  importanti,  non 
che  l' annunziata  seconda  dimostrazione  del  teorema  del  |.  69. 

Un’integrale  doppio  fff(x,y)dxdy  esteso  a tutta  la  su- 
perficie A (porzione  di  piano  z)  intendesi  definito  come  limite 
(pei  àx  e ày  tendenti  a zero)  della  somma  doppia 
2 2 f(x,  y)  àx  ày = 2^  2/(a*  - y*  )l>H-i — x»][y*+ 1~  3f»l 
formata  con  tutti  i termini  f[x,y)^xày  che  corrispondono  ai 
punti  di  A determinati  dalle  intersezioni  di  due  sistemi  di  rette 
parallele  agli  assi  (Fig.  23). 

Fi|.  ss. 


Ora,  consideriamo,  in  primo  luogo,  il  caso  in  cui  la  f(r,y) 
sia  la  derivata  parziale  rispetto  a * di  una  funzione  V (x,  y) 
monodroma  , continua  e finita  per  tutti  i punti  di  A.  Nell’  in- 
tegrale doppio  o superficiale 

esteso  a tutta  la  A,  la  integrazione  rispetto  a x si  può  subito 
attuare , e cosi  ottenere  un  integrale  semplice  o lineare  da 
prendersi  lungo  a (contorno  di  A). 
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A tal  fine  consideriamo  il  sistema  delle  parallele  all’asse  delle 
x.  Queste  parallele  dividono  A in  striscie  elementari,  composte 
ciascuna  di  uno  o più  pezzi  trapezoidali  separati.  Prendendo  di 
mira  una  qualunque  di  siffatte  striscie  (e  sia  quella  segnata  nella 
fig.  23) , è chiaro  che  le  parallele  che  la  racchiudono  (distanti 
I’  una  y e I’  altra  y-\-dy  dall’asse  delle  x ) traversano  un  nu- 
mero pari  di  volte  il  contorno  o,  entrando  ed  uscendo  almeno 
una  volta  dalla  superficie  A.  Sieno  ordinatamente 
®,  » ®„  > ®,„  » • • * ® > ®*  » ® " > • • 

i punti  d’entrata  e quelli  d’uscita  dell’una  parallela  diretta  nel 
senso  positivo  delle  x , e 

¥ , , 'F  , . • H"  . M"’  ,'V" , . . 

# 9 n 9 ni  * 9 > 9 * 

i valori  di  H’  in  questi  punti.  L’ integrale  elementare 


relativo  alla  striscia  in  considerazione,  non  è altro  che  il  prodotto 
di  dy  (costante,  come  y,  lungo  tutta  la  striscia)  per  l’ integrale 


f 


da  prendersi  lungo  i tratti  oi <a‘,  ra  o",  ®„ ,®'”, . . . Ora , essendo 
M'  monodroma,  continua  e finita  in  tutti  i punti  di  A e quindi, 
in  particolare , anche  lungo  gli  anzidelli  tratti  , sarà 
PdV 

J h ‘'*='i'+r'+r"+ . . . . , 

9^F 

comunque  la  derivata  — possa  comportarsi  (*),  e però  sarà  anche 


(*)  Considerando,  per  esempio , il  tratto  ZT,  se  lutigli'  esso  anche  lo  derivota  fosse 
continua  e finita,  é notissimo  che  il  risultalo  delta  integrazione  sarebbe  — ip,.  Ora,  seb- 
bene non  abbiamo  credulo  opportuno  di  impegnarci  nel  cominriamnilo  di  questo  Capitolo 
in  veruna  indugine  generale  del  quando  c drl  come  sussista  il  concetto  d’  integralo  d*  una 
funzione  che  fra  i limili  di  esso  presenti  delle  singolarità,  ci  sia  nondimeno  permesso  di  far 
qui  notare  come  si  possa  tosto  conchiudere  che  la  suddetta  integrazione  serba  significato  , 
e precisamente  ancora  quello  espresso  da  tfi" — , , anche  supponendo  che  nell’  intervallo 
della  medesima  la  derivata  prcseuti  una  o più  singularilA,  qualora  si  faccia  uso  della  forinola 
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/8V 

-dxdy^Tdy+T'dy+r"dy+..-Vdy-V,dy-'YJy-. . . 

Introduciamo  in  questo  secondo  membro,  in  luogo  dell’incremento 
+ 1 — y]/J  per  definizione  positivo  in  tutti  i termini,  quale 
effettivamente  risulta  passando  dalla  parallela  al- 

I’  altra  che  con  essa  determina  la  striscia  , gli  incrementi  dy 
che  debbano  essere  ora  positivi  ed  ora  negativi  e precisamente 
quali  risultano  effettuando  il  passaggio  dall’ una  all’altra  paral- 
lela sopra  il  contorno  di  A nella  sua  direzione  positiva.  Gli  in- 
crementi , intesi  in  questo  senso , risultano  negativi  nei  punti 
d’entrata  e positivi  nei  punti  d’uscita,  ciò  che  possiamo  espri- 
mere con 


<fy=—  dy=dy=^  — dy,  ,=%"=  — <fy„=Afy'"=  . . . 

E però  la  loro  introduzione  farà  scomparire  l’alternazione  dei 
segni  , e si  avrà 


Cd~dxdy^V,dy+'V"dy"^rV"‘dy"'+  . . 

+Vdy.+V„di t„+vjy...+  • • ; 


e,  sommando  con  questa  tulle  le  eguaglianze  analoghe  relative 
a tutte  le  altre  striscie  dì  .1  , la  somma  dei  secondi  membri 
abbraccierà  i prodotti  Vdy  relativi  a tutti  quanti  i punti  di  ogni 
parte  del  contorno  supposto  percorso  in  direzione  positiva , 


«love  e denota  valore  dì  x pel  quale  Ita  luogo  una  singolarità  (e  basta  considerarne  una  , 
analoga  dimostrazione  valendo  per  più)  ; formula  che,  esistendo  il  limite  iu  essa  designato» 
si  sa  essere  adottata  universalmente*.  Poiché  la  derivala  supponevi  continua  e fioita  da  x(  a 
e — c e da  e-^-v)  a x',  si  ha 

v av  *;  3T 

J ~ !,»)— qr  .r  ,yi,  J — 4-H.»)  ; 

àx  c + *n  àX 

e però 

*;  dv 

J — ix—  lini [ <¥(c--‘,y)—y  X I ,v)+1PllJr'>VÌ— ^ ^(c+Tl.y)]  - 
x,  vX 

Ma  , poiché  la  >]/  supponesi  continua  c finita  anche  per  x=« , si  ha 


lim  [¥ (e — • ,y ) — ¥ < c-|-u,y)]e=  (*»*)—¥ (c,y)— 0 ; 

dunque 

a* 

| r — dx-^ix'tjf) — 

i,  3* 
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quindi  si  avrà 

<*>  ■ 

A a 

dove  colla  lettera  A,  posta  al  piede  dell’integrale  doppio,  vuoisi 
ricordare  eh’  esso  va  esteso  alla  superficie  A , mentre  il  sem- 
plice va  preso  lungo  il  contorno  a. 

Considerando,  in  secondo  luogo,  il  caso  in  cui  la  f(x,y) 
sia  la  derivata  parziale  rispetto  a y di  una  funzione  4>  ( x , y) 
monodroma  , continua  e finita , come  la  Y (x,  y)  , per  tutti  i 
punti  di  A , si  otterrà,  analogamente  alla  (i)  , la  seguente 
eguaglianza 

(2)  ■ 

A a 

Manifestamente  il  segno  negativo,  dinanzi  all’integrale  del  secondo 
membro,  è dovuto  a questo,  che  guardando  da  0 nella  direzione 
positiva  delle  y si  ha  la  direzione  positiva  delle  x alla  destra 
e non  alla  sinistra  ; laonde , per  trovarsi  rispetto  alle  y nelle 
identiche  circostanze  in  cui  si  era  precedentemente  rispetto 
alle  x,  sarebbe  stalo  d’  uopo  supporre  , nella  formazione  del- 
l’ integrale  semplice  di  4>(te,  il  contorno  percorso  in  guisa  da 
lasciare  la  superfìcie  A sempre  a destra. 

Ritenendo  indicata  colla  stessa  letLera  a la  lunghezza  della 
porzione  variabile  di  contorno,  contata  da  un  punto  fisso  come 
origine  in  direzione  positiva  sino  al  punto  qualunque,  e ricor- 
dando che  nelle  (3)  del  g precedente  , come  nella  tabella  (1) 
e nelle  (2),  si  può  imaginare  che  di  divenga  un’elemento  del 
contorno  e quindi  dv  I'  elemento  della  corrispondente  normale 
interna  (cioè  qui  supporre  d;=Ja , d>=(fn),  i due  risultali  te- 
sté ottenuti  si  potranno  anche  presentare  come  segue 


(0 

//:>*-  j 

A a 

V>-J 

a 

1 dx 

vdida’ 

(2') 

A 

■»  a* . ( 

df  — da—  — | 
3 n 

\pda. 

dn 

a a 
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Sottraendo  i due  risultali  stessi  1’  uno  dall’  altro , si  ha 

(3)  ■ 

A a 

Notiamo,  siccome  discendenti  da  questa,  le  seguenti  egua- 
glianze , delle  quali  avremo  da  far  uso  più  lardi. 

Ponendo 

u/  du  a 9“ 

dx  dy 

e servendosi  delle  decomposizioni 

•('*) 


3.r 


OS) 


9«3t  3s« 

3a:  dx  'T  dx* 


du  da  . d}u 


- — t-  a - 
> * 


si  ottiene 

w 


dy  dydy'-dy •’ 

r r rdti  da  du  37-, 

J J Ite  ài  + art]*"9 


-/•  1 1 1 *]  - SS"  (£ + ■ 


Analogamente  , ponendo 
' dii  djì 


\3a:  dy)  \3  y dx ) 


si  ottiene 

(5)  //[(£_àf)B+(|+3i)|]*% 

-sid-><^m-ss<%^- 
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Ponendo  (sempre  nella  (3)  , e sempre , ben’  inteso  , nel 
supposto  che  risultino  soddisfatte  le  condizioni  ammesse  in  prin- 
cipio per  li  e ¥) 


V 


<1>  u 


dv 

dx’ 


ed  osservando  che  in  questo  caso  risulta 


d'Y  9<I>  9u9«  du  dv 


dx  9 lj  dx  dy  9 y dx  ’ 

si  ottiene 


(6)  SM  S tad>  Cii,+\ s*)-/ ■*  ■ 

A a a 

Se  u e vi  fossero  le  parti  reale  e imaginaria  di  una  fun- 
zione della  variabile  complessa  x-j-yt,  allora,  per  le  note  relazioni 
du  dv  du  9o 

dx  dy  ’ 9 y dx 

quest’ ultima  eguaglianza  potrebbe  anche  presentarsi  sotto  i se- 
guenti aspetti 


m //©  + ©>*-/"* 

(8)  ff  [©’+  QV'»-/**  ■ 


Scambiando  nella  (C)  le  lettere  « e v tra  loro,  si  ottiene 
il  primo  membro  medesimo  cambiato  di  segno;  lo  stesso  cam- 
biamento si  trasmetterebbe  ai  primi  membri  della  (7)  e (8)  , 
e però  si  avrebbero  le 

<»>  -//0’+ ©']--/*• 

(,o)  -ff  [(£)’+  Gì)*]  *«'»-/'*  • 

A a 

le  quali  seguirebbero  dalle  (7),  (8)  anche  pel  riflesso  che,  es- 
sendo supposte  le  u,v,  e quindi  anche  la  uv,  monodrome,  con- 


Digitized  by  Google 


RIVISTA  DELLE  ESPRESSIONI  ANALITICHE 


383 


tinue  e finite  per  tutta  A , la  differenza  tra  i valori  di  ut?  al 
principio  e al  termine  della  integrazione  lungo  a è nulla  , per 
cui  si  ha 

/ d (un)  = f ( udv  + vdu ) = 0. 

a a 

La  seéonda  dimostrazione  del  teorema, del  §.  69  discende 
pure  dalla  eguaglianza  (3).  Cominciamo  a riflettere  che  ne  di- 
scende il 

Teorema.  & <I>  e T ' sono  funzioni  di  x e y monodrome,  con- 
tinue e finite  per  tutta  la  superfìcie  A,  e se  quivi  <l>d.i-\-Wdy  è un 
esatto  differenziale  totale , l’  integrale 


($dx  + 'idi/) 


è nullo. 

Imperocché,  se  $ e 9'  sono  le  derivate  parziali,  la  prima 
rispetto  a x e 1’  altra  rispetto  a y,  di  una  medesima  funzione 
F{x,  y) , si  ha 

3®  _3V_  3 2F 
3 y dx  3x3?/  ’ 


per  cui  è nulla  la  quantità  sulla  quale  nel  primo  membro  della 
(3)  sta  espressa  la  doppia  integrazione. 

Riflettiamo,  in  secondo  luogo,  che  la  (3),  non  che  l’espo- 
sto teorema,  sussiste  se  anche  ® e sieno  funzioni  complesse 
delle  variabili  x e y.  Non  abbiamo,  infatti,  nè  anche  enunciata 
precedentemente  la  supposizione  che  <I>  e ¥ fossero  reali.  Del 
resto,  applicando  la  formola  (3)  in  prima  alle  parli  reali  di 
4>  e H'  e poi  ai  coefficienti  di  i , e sommando  il  primo  risul- 
tamenlo  col  secondo  moltiplicato  per  i,  si  otterrebbe  subito  la 
(3)  per  <I>  e T funzioni  complesse. 

Riflettendo  infine  che,  se  w(z)  sia  funzione  di  z=x-\-yi  mo- 
nodroma,  continua  e finita  per  tutta  la  superfìcie  A,  nel  teorema 
precedente  si  può  supporre 


4 = u>  , V = iw  ; 
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poiché  la  condizione 

dy  dx 

è soddisfalla  ; si  conchiuderà  essere  nullo  l’ integrale 


dw  . dw 

= ossia 


C (wdx-\-iwdy)=  J'  w(dx-\-idy)  — J' 


wdz 


nel  che  consiste  appunto  il  teorema  del  §.  69. 

72.  Ripigliamo  ora  la  deduzione  delle  più  prossime 
conseguenze  di  questo  teorema. 

Perciò  imaginiarao  data  in  una  porzione  del  piano  z una 
funzione  w,  monodroma , continua  e finita,  in  generale;  o,  in 
altri  termini,  imaginiamo  in  ciascun  punto  di  detta  porzione 
deposto  un  valore  per  w il  quale  sia  finito  e vari  da  punto  a 
. , , , , .dw  dw 

punto  in  modo  da  soddisfare  la  «— — — , senza  pero  esclu- 
da: dy 

dere  eccezioni  per  punti  o linee  particolari.  Designiamo  con  S 
cotesta  porzione,  o piuttosto  una  sua  parte  qualsia,  che  potremo 
anche  imaginare  ora  ristretta  ed  ora  ingrandita  a piacimento  ; 
sempre,  ben  inteso,  entro  i confini  della  porzione  suddetta,  poi- 
ché fuori  di  essa  non  presupponiamo  nemmeno  che  w esista. 

Polendo  esistere  in  S degli  infiniti  e delle  discontinuità 
di  »,  il  valore  dell’integrale  di  wdz  preso  lungo  il  contorno  di  S 
potrà  anche  non  essere  nullo.  Comunque  sia,  esso  non  varierà 
operando  in  S un  taglio  qualunque  che  non  traversi  nò  infiniti 
né  discontinuità  (cioè  dire,  come  al  solilo  , punti  nei  quali  ab- 
biano luogo  queste  singolarità)  di  w,  ed  effettuando  la  integra- 
zione lungo  il  contorno  della  nuova  figura  che  ne  risulta.  Infatti 
questo  nuovo  contorno  non  è altro  che  il  contorno  di  prima  colla 
giunta  dei  due  orli  del  taglio.  L’ integrale  preso  lungo  il  nuovo 
contorno  è dunque  eguale  all’  integrale  di  prima  colla  giunta 
dei-  due  integrali  presi  lungo  i due  orli.  Ma  la  somma  di  questi 
due  ultimi  integrali  è nulla,  avendo  essi  valori  contrari,  siccome 
integrali  del  differenziale  monodromo  wdz  da  prendersi  lungo 
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una  stessa  linea  (linea  del  taglio)  nelle  due  contrarie  direzioni 
(({)  del  J.  G8)  (•). 

Dopo  I’  attuazione  di  un  taglio  la  superficie  S , origina- 
riamente supposta  di  un  solo  pezzo,  potrebbe  constare  ancora 
di  un  solo  pezzo  , come  , per  esempio,  avvenne  con  ciascuno 
dei  tagli  operati  nel  pezzo  A della  fig.  22  ; ovvero  trovarsi  di- 
visa in  due  0 più  pezzi,  come  avverrebbe  di  un  cerchio  taglian- 
dolo lungo  una  intiera  corda  0 lungo  una  qualunque  linea  rien- 
trante tracciata  entro  di  esso.  Se  , per  effetto  di  un  taglio , la 
S riuscisse  divisa  in  due  pezzi,  l’integrale  preso  lungo  il  nuovo 
contorno  potrebbe  riguardarsi  come  la  somma  dei  due  integrali 
presi  lungo  i contorni  dei  singoli  pozzi.  Cioè  si  potrebbe  asserire 
che,  tagliando  una  superficie  S in  due  pezzi,  I'  integrale  preso 
lungo  il  contorno  di  S equivale  alla  somma  degl'integrali  presi 
separatamente  lungo  i contorni  dei  due  pezzi.  Questa  proposi- 
zione manifestamente  sussiste  in  qualunque  numero  di  pezzi  si 
divida  S , cioè  sussiste  il  seguente 

Teorema.  L’  integrale  di  udz  preso  lungo  il  contorno  di  S 
equivale  alla  somma  degli  integrali  presi  lungo  i contorni  di  tutti 
quei  pezzi  nei  quali  piaccia  di  dividere  S mediante  tagli  che  non 
traversino  singuìarità  di  w. 

Per  quei  pezzi  che  non  contenessero  singuìarità  l'integrale 
sarebbe  nullo  ; quindi  possiamo  anche  enunciare  i seguenti 
teoremi. 

Teorema.  Il  valore  dell’  integrale  di  wdz  da  prendersi  lungo 
il  contorno  di  una  porzione  di  piano  z rimane  sempre  lo  stesso  to- 
gliendo od  aggiungendo  alla  medesima  qualsiasi  numero  di  parti 
dove  non  esistano  discontinuità  0 infiniti  di  w. 

Teorema.  L’ integrale  di  wdz  preso  lungo  il  contorno  di  S 
equivale  alla  somma  degli  integrali  presi  lungo  i contorni  di  quei 
soli  pezzi,  provenienti  dal  dividere  S,  nei  quali  siami  discontinuità 
0 infiniti  di  w. 

(*)  Egli  è affatto  evidente,  che  i due  orli,  come  parli  del  contorno  della  nuova  figura, 
vanno  percorsi  V uno  in  un  scuso  c l’ altro  gel  senso  contrario  , affinché  la  superficie  rac- 
chiusa si  trovi  sempre  a sinistra. 

25 


Digitized  by  Google 


380 


SEZIONE  TERZA 


Questo  teorema  permette  di  ridurre  l’integrale  preso  lungo 
il  contorno  di  S alla  somma  di  tanti  integrali  elementari  quanti 
sono  i punti  e le  linee  dove  w è infinita  o discontinua.  Basta 
iraaginare  la  superficie  S divisa  mediante  tagli  in  pezzi  P{,Pìt... 
L,,L, (come  P e L nella  fig.  24)  contenenti  ciascuno 


esclusivamente  un  punto  od  una  linea  dove  to  sia  discontinua 
od  infinita  , ed  in  un  pezzo  A scevro  affatto  da  coleste  singo- 
larità della  w.  L’integrale  preso  lungo  il  contorno  di  A è nullo, 
ed  il  teorema  precedente  dice  che 


wdz-\- . . . -f-  wdz-\-  . . . , 


dove  p,  l significano  i contorni  dei  pezzi  P,  L,  ossia,  lasciando 
in  disparte  le  idee  sussidiarie  di  tagli  c di  pezzi  , significano 
linee  con  cui  si  imaginano  circondate  le  singularità  della  w. 
Ognuno  di  questi  integrali  elementari  (cioè  presi  lungo  queste 
linee  p,l)  conserva  lo  stesso  valore  comunque  la  rispettiva 
linea  di  integrazione  si  stringa  , senza  confondervisi  , attorno 
al  punto  od  alla  linea  della  singularità  in  essa  racchiusa  (*). 

(*)  Una  dimostrazione  della  inalterabilità  dell*  integrale  allo  stringersi  od  in  generile 
al  deformarsi  (colla  solita  condizione)  di  nn  cammino  chiuso  , coinè  nel  presente  caso  , fu 
giù  data  alla  fine  del  Gl). 


Fig.  24. 


f 
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Ritornando  a considerare  il  simbolo 

Z 

(1)  j'wdz  , 

S0 

dove  z0  e z esprimano  punti  di  S,  si  può  comporre  una  formola 
la  quale  esprima  che  cosa  sieno,  in  confronto  di  uno,  tutti  i pos- 
sibili valori  che  questo  simbolo  può  prendere  col  mutare  del 
cammino  d’  integrazione,  sempre  s’ intende  da  z0  a z entro  S. 
Sebbene,  pel  già  esposto,  sia  affatto  ovvio  il  conseguire  tale 
formola,  pure  entreremo  a suo  riguardo  in  qualche  particolare. 

In  primo  luogo  osserveremo  che  , se  S non  contenesse 
singularilà  di  w ed  il  suo  contorno  consistesse  di  una  sola  linea 
rientrante  (come , per  esempio  , nel  caso  di  un  cerchio  o di 
un  rettangolo),  1’  integrale  (1)  conserverebbe  sempre  lo  stesso 
valore  per  qualunque  cammino  di  integrazione  (poiché  da  uno 
scelto  a volontà  si  potrebbe  ottenere  qualunque  altro  cammino 
mediante  deformazioni  non  sorpassanti  singularità  di  w) , o la 
formola  sarebbe  semplicemente  l’ integrale  (I  ) stesso  preso  lungo 
un  cammino  prefissato  a piacimento.  Considerando  il  limite 
superiore  come  variabile,  o,  ciò  eh’ ò lo  stesso,  ritenendo 
* = z,  I’  integrale  (1)  esprimerebbe  una  funzione  di  z mono- 
droma,  continua  e finita  dappertutto  in  S,  come  la  propria  de- 
rivata w. 

Prendiamo  invece  a considerare,  in  secondo  luogo,  il  caso 
in  cui  S , pur  non  contenendo  singularità  di  tu  , non  abbia  il 
contorno  composto  di  una  sola  linea  rientrante.  In  tal  caso  non 
si  può  più  asserire , in  generale  , che  tutti  i cammini  condu- 
centi da  z0  a z produrranno  lo  stesso  valore  per  l’integrale; 
imperocché  non  lutti  i cammini  potranno  ottenersi  da  un  solo 
mediante  le  solite  deformazioni. 

Sia,  per  fissar  lo  idee,  il  caso  particolare  della  S rappre- 
sentata nella  fig.  25.  Il  suo  contorno  è composto  di  tre  parti 


Digitized  by  Google 


588 


SEZIONE  TEHZA 
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separate,  cioè  della  parte  o linea  maggiore,  che  in  sè  abbraccia 
tutta  quanta  la  figura,  e delle  due  linee  minori,  le  quali,  come 
parli  del  contorno  di  S e però  dirette  nel  senso  delle  treccie , 
designeremo  con  —q  e — r;  volendo  che  q e r significhino  le 
linee  medesime  dirette  nel  senso  positivo  degli  angoli. 

Un  cammino  quale  z0/3z  non  può  ridursi  ad  un  cammino 
prefissato  z0*z=l,  mediante  deformazioni  infinitesime  senza  uscire 
da  S,  a cagione  del  manco  circoscritto  dalla  linea  q.  Però,  se 
non  al  solo  l , il  cammino  z0/3z  può  ridursi  all’  aggregato  di 
un  cammino  che  non  varia  con  z e del  cammino  I.  Si  tiri  da 
z0  ad  un  punto  di  q una  linea  (che  rappresentiamo  tratteggiata 
nella  figura)  e si  indichi  con  q0  il  cammino  rientrante  che  ri- 
sulta percorrendo  la  detta  linea  da  z0  a q,  indi  la  q e final- 
mente la  linea  stessa  da  q a z0.  E con  — q0,  come  al  solito, 
il  medesimo  cammino  percorso  in  direzione  contraria  (‘).  Ciò 
premesso,  il  cammino  zjìx  può  ridursi  al  cammino  — 
di  cui  la  parte  — qQ  è,  come  anticipammo,  indipendente  da  z. 
Siffatta  riducibilità  si  riconosce  aggiungendo  a zjiz  il  cammino 

(*)  Se  la  linea  da  xtl  a 9 si  concepisse  come  taglio  operalo  nella  superficie,  il  cammino 
9o  potrebbe  dirsi  costituito  dall'  orlo  negativo  (di  esso  taglio) , dalla  lioea  9 e dall*  orlo 
positivo. 
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— /+/,  perchè  ne  risulta 

z0/3*  = z0/3z-|-zaz0-}-/  = .z0/3  z«z0-|-J  , 
ed  è affatto  evidente  che  la  parte  zJìx*zQ  è riducibile  a — q0. 

Si  tiri  da  z0  una  linea  anche  ad  un  punto  di  r,  e si  in- 
dichi con  r0  il  cammino  rientrante , analogo  al  q0  , relativo  ad 
r.  Si  riconosce  facilmente  che,  per  esempio,  il  cammino  z0yàtz 
(Fig.  26)  (*)  si  riduce  al  cammino  qQ— r0+i.  Basta  osservare 

Fig.  J6. 


che,  deformando  una  porzione  Je  di  esso  cammino  sino  a rag- 
giungere z0  (deformazione  tratteggiata  nella  figura),  ed  aggiun- 
gendo — l-f-I , si  ha 

z0yiez=z0yàz0  + z0tz*z0-{-l  , 
dove  è evidente  che  le  parti  z0ySz0 , z0tzaz0  sono  rispettivamente 
riducibili  a qQ , — r0 . 

Da  questi  esempi  si  rileva  ormai  chiaramente  che  qualun- 
que cammino  da  z0  a z si  può  ridurre  ad  una  successione  di 
cammini  elementari  delle  quattro  sorta  q0, — q0,r0, — ro  ed  al 
cammino  I.  Il  valore  dell’integrale  (1)  riuscirà  dunque  in  ogni 
caso  composto  di  certi  numeri  di  volte  gli  integrali  di  wdz  presi 
lungo  ?o  > — ?o  » ro  > ~ ro  e dell’  integrale  preso  lungo  l;  e però, 
essendo 

fwdz  = — fwdz  , fwdz  — — fwdz  , 

— ?o  9o  “ ro  ro 

(*)  Soltanto  per  maggior  chiarezza  rappresentiamo  questo  cammino  in  una  nuova  anzi- 
ché nella  stessa  figura  25. 
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il  valore  dell’integrale  (1)  si  polrà  sempre  compendiare  nella 
forma  seguente 

Z 

fwdz  — fwdz-\-m  fwdz- j-n  fwdz  , 

zo  * ?0  r0 

dove  tn,n  significano  numeri  interi  (positivi  o negativi). 

Ora  riflettiamo  altresì  che  1’  integrazione  di  tvdz  lungo  q0 
dà  lo  stesso  risultato  dell’integrazione  soltanto  lungo  q;  poi- 
ché, integrando  lungo  la  linea  imaginata  da  z0  a q prima  in  un 
senso  e poi  nel  contrario , si  hanno  risultamenli  contrari , la 
cui  somma  è quindi  zero.  Altrettanto  si  verifica  per  la  integra- 
zione lungo  r0  e lungo  r.  Perciò , invece  della  formola  prece- 
dente , potremo  scrivere  la 

Z 

fwdz  = ftcdz-\-m  ftvdz  -f  n fwdz . 

*0  ‘ q r 

È questa , pel  caso  della  S della  fig.  25  , la  formola  che  di- 
cemmo potersi  sempre  comporre  a rappresentare  tutti  i possi- 
bili valori  che  il  simbolo  (1)  ammette  per  la  indefinita  varietà 
dei  cammini  tracciabili  in  S. 

Nel  caso  particolare  contemplato,  il  simbolo  (1)  non  espri- 
me una  funzione  di  z monodroma  in  S se  non  quando  le  co- 
stanti 

ftvdz  , fwdz 
q T 

siano  nulle. 

Consideriamo  finalmente,  in  terzo  luogo,  il  caso  di  una  S 
contenente  delle  singolarità  di  w.  Circondando  le  singularità  con 
altrettante  linee  p, , p4,  . . . , l{  ,/4 , . . . , come  già  si  è visto 
nella  fig.  24,  rientreremo,  in  quanto  al  ritrovamento  della  for- 
mola generale  , nel  caso  precedente  ; giacché  possiamo  anche 
riguardare  i pezzi  P{ , P, , . , . , Ll , Lìt  . . .,  come  staccati  da 
S.  Ritenendo  noverate  fra  le  pt,p, , ...  ,/j  ,J,, ...  anche  le 
parti  interne  (come  le  q,r  di  poc’  anzi)  del  contorno  totale  di 
S , e designando  con  inl,mì,  . . . , n, , ns , . . . dei  numeri  in- 
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Ieri  arbitrari , avremo , come  formola  generale  , la 

Z 

(2)  fwdz=fwdz-\-mìfwdz-\-m.2fwdz-\~. . .-\-ni$wdz+ni§wdz-\-. .. 

2„  l p,  ^ i,  */, 

Negli  esposti  teoremi  si  hanno  mezzi  fecondi  per  trasfor- 
mare e valutare  integrali  definiti.  Accade  spesso  che  il  valore 
di  un’integrale,  preso  da  un  punto  z=z0  ad  altro  punto  z = z 
lungo  opportuno  cammino,  si  possa  facilmente  determinare.  E 
però , in  tal  caso,  anche  il  valore  che  esso  integrale  assumerà 
per  altro  cammino  da  z0  a z si  farà  noto,  giusta  la  formola  (2), 
tostochè  siano  trovati  i valori  forniti  dalla  integrazione  lungo 
quelle  linee  chiuse  elementari  che  fossero  per  occorrere  nella 
riduzione  dell’  un  cammino  all’altro.  Ma,  contentandoci  di  ri- 
cordare a questo  riguardo  la  citala  Memoria  di  Cauchy  Sur  les 
intégralrs  défhiies  prises  enlre  des  limite*  imaginaires  (Notizie,  pag.  72), 
noi  qui  scenderemo  senz’  altro  a considerare  , siccome  in  spe- 
cial modo  utile  per  il  seguito , I’  integrale  della  funzione  sem- 
plice 

z 

\ \ 

$.  73.  La  funzione  w — ~ e la  derivata sono  a un 

z zs 

valore  e continue  per  tutti  i valori  di  z ed  infinite  per  z=0. 

La  S sia  ora  tutto  intero  il  piano  z , e cerchiamo  la  for- 
mola esprimente  lutti  i possibili  valori  dell’  integrale 


Z 


1 


che,  ove  * fosse  reale  e positiva,  ed  il  cammino  d’integrazione 
fosse  la  retta  (porzione  d’  asse  reale)  che  va  da  I a z , equi- 
varrebbe , come  si  sa  , al  logaritmo  naturale  e reale  di  z. 

Qualunque  cammino  da  1 a z può  ridursi  ad  un  certo 
numero  di  giri  positivi  o negativi  intorno  al  punto  0 e al  cam- 
mino rettilineo  da  \ a z.  Perciò,  designando  con  l il  cammino 
rettilineo , e con  a una  linea  semplice  rientrante  che  circonda 
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il  punto  0,  si  potrà  tenere  come  forinola  richiesta,  cioè  come 
formula  (2)  del  § precedente  , la 


(2) 


/*-/*+-/  T 


Il  valor  costante  dell’  integralo  preso  lungo  a si  riconosce 

subito  eguale  a 2rà  Basta  introdurre  in  esso  integrale  re"1'  in 

luogo  di  2 , e riflettere  che,  supposto  a circonferenza  di  centrc 

0,  r non  varia  durante  la  integrazione,  mentre  <■>  cresce  di  2~. 

Sarà  dunque  per  siffatta  integrazione 

, ...  dz 

dz—rtP'tdi a , — = 1(100 

z 


e 

(3) 


La  forinola  (2)  può  quindi  scriversi  come  segue 


(4) 


/?- 

i i 


Anche  dell’integrale  rettilineo  è tosto  riconosciuto  il  valore. 
Riflettiamo  che  , mentre  z va  dal  punto  1 al  punto  z , il  mo- 
dulo di  2 (ossia  la  retta  Òz)  da  modl=l  diventa  mod  z , e 
1’  argomento  principale  di  z (ossia  I’  angolo  di  Oz  con  01)  da 
zero  diventa  I’  argomento  principale  di  z.  Ritenuto  pertanto 
che  nelle  forinole 

2=reu'  , z==r6*' 


le  lettere  <u,u  significhino  esclusivamente  gli  argomenti 
pali  , si  avrà  : 


dz  = eui d r -f-  r c“'  « d <a 


dr 

r 


i d w 


princi- 
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(5)  fj  = fj+ifd*  = lr  + >u  , 

i i o 

in  cui  Ir  significa  il  logaritmo  naturale,  principale  (ossia  reale) 
di  r (*). 

La  formola  (4)  può  quindi  presentarsi  nel  seguente  aspetto 

X 

(6)  J* — — Ir im-\- 'ìrim  . 

i 

Se  in  questa  formola  si  restituisse  a w il  significato  di  ar- 
gomento qualsiasi  di  z,  un  multiplo  arbitrario  di  in  verrebbe 
ad  essere  già  sottinteso  in  m,  e il  secondo  membro  potrebbesi 
anche  scrivere  semplicemente  come  segue  : /r+i'n.  Comunque 
si  scriva,  concludiamo  che  il  simbolo  (I)  ha  tutti  e soli  i va- 
lori del  simbolo  la,  ossia  che  sussiste  , come  anticipammo  nel 
§.  15,  la  eguaglianza 


i 


L’ integrale  rettilineo , siccome  quello  che  ha  per  coeffi- 
ciente di  « l’argomento  principale,  equivale  al  logaritmo  principale. 
La  funzione 

i 1 

* “*+(*-!)  ’ 

quando  sia  mod  (* — 1)<I  , cioè  il  punto  z giaccia  entro  il 
cerchio  che  ha  per  centro  il  punto  1 e per  raggio  l’unità,  può 
svolgersi , come  è noto , nella  serie 

l = |_(z-i)  + (z-l)»_ 

Integrando  secondo  una  linea  qualunque  tracciala  nel  detto  cer- 


(*)  Già  s’  intende  che  x non  cada  nella  parte  negativa  dell'asse  reale.  Cadendovi,  si  sa 
che  l’ integrale  rettilineo  rimarrebbe  indelerminalo. 
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chio  da  1 a z , si  avrà , giusta  ii  §.  49  , 


X X X X 

J'i-dz=J'dz-J'(z  — i)dz  + J(z—\fdz~...  . 

ili  i 


Se  nel  cammino  d’  integrazione  si  sorpassassero  i confini  del 
cerchio,  ciascuno  degli  integrali  del  secondo  membro  prende- 
rebbe ancora  sempre  lo  stesso  valore  finale,  dato  dalla  forinola 


/ 


(2__l)m+l 

«l-fl 


(m  intero  positivo. 


Ma  non  così  I’  integrale  formante  il  primo  membro  , perchè 
allora  il  cammino  potrebbe  girare  intorno  all’infinito  della  fun- 

zione  - , che  è nel  punto  0 del  piano.  Rimanendo  entro  il  cer- 


chio, il  cammino  può  sempre  ridursi  al  rettilineo  senza  sorpas- 
sare il  punto  0;  dunque  anche  nel  primo  membro  1’  integrale 
è od  equivale  al  rettilineo  ed  esprime  il  logaritmo  principale 
di  z.  E però  il  logaritmo  principale  di  z può  svolgersi  nella  serie 

\ J tì  » n 


per  mo d(s — 1)<1  ; ovvero,  posto  per  modQ<l, 

la  serie 


©-  Q3 

O — — + — • 
V 2 ' 3 


equivale  al  logaritmo  principale  di  4-f-Q,  come  si  è ammesso 
nel  §.  02. 

L’  integrale  (1)  può  prendere  una  infinità  di  valori  per 
ogni  valor  di  z.  Ma,  so  si  rinette  che  questa  moltiplicità  di  va- 
lori proviene  dalla  varietà  dei  possibili  cammini  d’integrazione, 
si  scorge  subito  che,  limitando  colesta  infinita  varietà  di  cam- 
mini, si  può  far  si  che  1’  integrale  riesca  funzione  monodroma 
di  z Questo  è precisamente  quanto  già  dicemmo  alla  fine  del 
§.  37,  dove  non  l’integrale  (1)  ma  la  funzione  equivalente  Iz 
(ivi  propriamente  Iw)  veniva  presa  in  considerazione.  Bastò  iso- 
lare uno  fra  gli  infiniti  strali  generati  dalla  Rw.  Ma  non  è inu- 
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tiie  il  ristare  ancora  qui  su  questo  punto,  riguardando  la  fun- 
zione come  generata  dalla  integrazione. 

Prendendo,  come  luogo  S4  del  punto  z,  il  solito  piano  ma 
tagliato  lungo  una  linea  t che  da  0,  senza  intersecare  se  mede- 
sima, vada  all’  infinito,  tutti  i cammini  da  1 a z,  che  z potreb- 
be percorrere  entro  Sit  sono  riducibili  ad  un  solo  senza  sorpas- 
sare il  punto  0 ; e però  I'  integrale  (i)  riesce  in  St  funzione 
monodroma  di  z.  Imaginiarao  che  , partendo  da  1 , la  z passi 
ad  occupare  successivamente  tutti  i punti  di  S,  e che  in  cias- 
cun punto  si  deponga  il  valore  prodottosi  per  1’  integrale  (t). 
La  superficie  S,  riuscirà  coperta  da  un  sistema  di  valori  varian- 
ti con  continuità  da  punto  a punto  e dappertutto  finiti  tranne 
nel  punto  0 e all’  infinito.  Ma  osserviamo  che  i valori  lungo 
l’orlo  negativo  del  taglio  supereranno  di  quelli  lungo  l’orlo 
positivo. 

Per  avere  la  differenza  tra  i valori  dell’  integrale  in  due 
punti  qualsiansi  a,  a basta  calcolare  il  valore  che  l’ integrale 
stesso  prende  lungo  una  linea  continua  tracciata  da  a ad  a. 
Ed  invero,  si  può  sempre  supporre  che  originariamente  dal 
punto  1 la  z siasi  portata  ad  a,  e da  qui , per  la  detta  linea , 
ad  Il  valore  che  in  a giungerà  a prodursi  per  l’integrale 

consterà  del  valore  prodottosi  in  « e di  quello  prodottosi  du- 
rante il  percorrimento  della  linea  stessa. 

Venendo  al  nostro  caso  particolare,  a e « siano  punti  com- 
baciantisi  (Fig.  27) , il  primo  nell’  orlo  positivo  e il  secondo 
nel  negativo  , e la  linea  dall’  uno  al- 
l’ altro  punto  sia  la  circonferenza  che 
ha  il  centro  in  0.  La  formola  (3)  di- 
chiara che  lungo  la  circonferenza  , qui 
pure  percorsa  nel  senso  positivo  degli 
angoli  , si  produrrà  il  valore  27r» , ap- 
punto come  testé  asserimmo. (*) 

(*)  Come  al  solilo  , a c a',  considerali  come  numeri  t sono  identici.  Se  , come  intcn> 
desi  espresso  nella  figura  , il  taglio  sarà  fallo  secondo  la  parie  negativa  dell’  asse  reale  , i 
valori  che  riusciranno  deposti  su  St  saranno  dappertutto  quelli  del  logaritmo  principale  di  z. 


Fig.  27  C) 
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Questo  salto  (2jw)  nel  valore  da  a ad  ai  non  sarebbe  da 
considerarsi  in  S1  come  una  discontinuità;  in  quanto  che  la  z, 
come  tenuta  a muoversi  in  St,  non  potrebbe  traversare  il  taglio, 
e da  a ad  * non  potrebbe  andare  che  per  una  linea  di  lun- 
ghezza finita  (come,  ad  esempio,  la  circonferenza  di  poc’anzi), 
lungo  la  quale  il  valor  della  funzione  passa  in  modo  continuo 
dalla  grandezza  che  ha  in  a a quella  che  ha  in  ai. 

Se,  invece,  adesso  ritorneremo  a considerare  come  luogo 
del  punto  mobile  z il  piano  non  tagliato  , ossia  imagineremo 
ricongiunti  in  tutta  la  loro  lunghezza  i due  orli  del  taglio,  con- 
servando in  ogni  punto  il  valore  già  depostovi  per  la  funzione 
integrale;  allora  la  variabile  potrà  traversare  la  linea  t,  e,  ciò 
facendo  , la  funzione  cambierà  bruscamente  di  ini  nel  proprio 
valore.  L’  imaginato  sistema  di  valori  coprenti  tutto  intero  il 
piano  z costituirà  in  tal  caso  una  funzione  da  qualificarsi  come 
discontinua  lungo  tutta  la  linea  t. 

La  costante  2rf,  come  differenza  tra  i valori  che  la  fun- 
zione possiede  nell’un  lato  e quelli  che  possiede  nell’altro  lato 
della  linea  o taglio  t,  vien  denominata,  giusta  il  sig-  Riemann, 
modulo  di  periodicità  di  essa  funzione. 

$.  74.  Consideriamo  anche  il  caso  dell’integrale  di-r^-. 


La  funzione  -r—  = — — — e la  propria  derivata  — > _ 

(*— *)(*+»)  (zM-1)5 

sono  funzioni  a un  valore  e continue  per  tutti  i valori  di  z e 
infinite  per  z=»  e z — — ». 

La  S sia  qui  pure  tutto  intero  il  piano  z,  e cerchiamo  la 
formola  esprimente  tutti  i possibili  valori  dell’  integrale 


(1) 


Qualunque  cammino  da  0 a % può  ridursi  ad  una  somma  di 
giri  intorno  ai  punti  » e — » e ad  un  cammino  l prefissato  da  0 
a x,  qual  sarebbe  il  rettilineo,  ritenendo  che  x non  cada  nel- 
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l’asse  imaginario  a distanza  da  0 maggiore  dell’unità.  Perciò, 
designando  con  a e 1 due  circonferenze  descritte  intorno  ai 
punti  » e — i , la  forinola  richiesta  sarà 


Z 


I valori  degli  integrali  lungo  a e 6 si  trovano  subito  come 

nel  | precedente.  Per  l’integrale  lungo  o,  ponendo  z — *=/?e,ii 
si  avrà 

dz 

— — r = ldl2  , 


a 


dz  . P dii 

(Z-ì)(i+Ì)'M=t  J 2r\-i  ' 

a 


E,  riflettendo  che  la  circonferenza  a può  stringersi  quanto  piace 
intorno  al  punto  »,  e che  allo  stringersi  di  essa  la  z tende  ad 
avere  il  valore  i per  tutto  il  corso  dell’integrazione,  ed  il  fat- 
\ \ 

tore— — il  valore—.,  si  conchiuderà 
z-\- 1 2» 


(3) 


f 


dz 


L’ integrale  lungo  b,  ponendo  si  troverà  eguale  a 

— 7T.  La  forinola  (2)  può  dunque  scriversi  come  segue 


o,  compendiando,  giacché  è lecito,  i due  ultimi  termini  in  un 
solo,  come  segue 


Z 


L’integrale  (4)  è dunque  suscettibile  di  una  infinità  semplice 
di  valori. 
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Fig  48. 


Aneli’  esso  si  comporterà  da  funzione  monodroma , se  si 
limiti  opportunamente  la  varietà  dei  cammini  di  z.  Prendiamo 
come  luogo  S,  del  punto  mobile  i il  piano  tagliato  secondo  nna 
linea  t che  , senza  intersecare  se  medesima , vada  dal  punto  t 
al  punto  — i (Fig.  28).  Tracciato  un  cammino  I daO  a z,  lutti 
gli  altri  cammini , pure  da  0 a se  trac- 
ciabili  in  S, , si  potranno  ridurre  sem- 
plicemente al  cammino  I,  ovvero  a que- 
sto congiunto  con  un  certo  numero  di 
giri  intorno  al  taglio.  Per  esempio,  si  ha 

0«/Sse==(0«/5*— /)+/  ; 
ossia  il  cammino  Oa/3*  equivale  al  cam- 
mino 03(5x0 , che  forma  un  giro  posi- 
tivo intorno  al  taglio,  più  il  cammino  /. 

. . dz 

Ora,  I integrazione  di  t ^ lungo 

una  linea  che  circonda  il  taglio  dà  per  risultato  zero.  Ed  in- 
vero , una  linea  siffatta  può  ridursi  a due  circonferenze  quali 

sarebbero  le  tratteggiate  nella  figura , oppure  , se  più  piace , a 
due  circonferenze  più  piccole  congiunte  insieme  mediante  i due 
orli  del  taglio.  La  integrazione  lungo  i due  orli  dà  risultati  con- 
trari; resta  dunque,  in  ogni  modo,  la  somma  dei  risultati  che 
la  integrazione  dà  facendo  fare  alla  z i due  giri,  entrambi  po- 
sitivi o entrambi  negativi , I’  uno  intorno  aie  I'  altro  intorno 
a _i.  Nell’  un  giro  (giusta  la  formola  (3))  risulterà  ±jt,  nel- 
1’  altro  =Fjt  ; quindi  in  ogni  caso  una  somma  nulla. 

Tutti  i cammini  tracciabili  in  S,  da  0 a z condurranno  dun- 
que ad  uno  stesso  valore  per  l’integrale  (1);  cioè  dire  que- 
st’ integrale  potrà  in  S,  riguardarsi  come  funzione  monodroma. 
I valori  eh’  esso  avrà  lungo  1’  orlo  negativo  del  taglio  supere- 
ranno di  k quelli  lungo  l’orlo  positivo;  come  si  ha  dalla  for- 
Jz 

mola  (3)  integrando  a | J a partire  da  un  punto  dell’orlo  po- 

■i* 

sitivo  lungo  la  circonferenza  di  centro  t che  conduce  al  punto 
corrispondente  dell’  orlo  negativo. 
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Ricongiungendo  i due  orli  del  taglio  c conservando  inalte- 
rato il  sistema  dei  valori  deposti  in  ogni  punto,  si  avrà  in  esso 
sistema  una  funzione  discontinua  lunga  la  linea  t,  perchè,  tra- 
versando z questa  linea,  il  valore  della  funzione  cambia  brusca- 
mente del  modulo  di  periodicità  jt. 

La  funzione  inversa  dell'  integrale  (1),  preso  in  tutta  la 
sua  generalità , è periodica  secondo  r.  Designando  con  9 l’ in- 
tegrale , si  avranno  le 


x = tang9  , <p  = arctang*  ; 
ma  non  entreremo  in  particolari  superflui  pel  nostro  scopo. 

T5.  Nel  §.  73  abbiamo  trovato  (formola  (3))  che  l’in- 
dz 

tegrale  di  — prende  il  valore  2 rÀ  per  un  giro  positivo  di  z in-s 

torno  al  punto  0.  0 a,  di  passaggio,  notiamo  che,  per  lo  stesso 
dz 

giro  , 1 integrale  di  -^-j,  ove  n sia  numero  intero  non  nullo, 

prende  invece  il  valor  0 (*). 

Consideriamo,  più  in  generale,  l’integrale 

/dz 
(z— y)"+1 

f 

scaturente  dal  far  compiere  a 2 un  giro  positivo  intorno  a y. 
Invaginando  che  il  cammino  di  z sia  una  circonferenza  di  cen- 
tro y e di  raggio  fi,  e ponendo 

lì.-  II. 

z — y — fìe  , d’onde  dz  = Re  idli  , 

si  avrà 


f 


dz 


(.2— y)*+1 


nt2  — i sen  ni2]d!2 . 


(*)  Questo  integrale  e quelli  lungo  a e 6 nel  vj  precedente,  divisi  per  2««  , potrebbero 
qualificarsi  come  residui  (Notizie,  pag.  105).  Nel  Calcolo  dei  residui  la  proprietà,  oggetto 

I 


di  questo  §.  , enuncierebbe*!  dicendo,  clic,  il  residuo  della  funzione 
P unità  o io  zero  sccondoch£  P intero  w sia  nullo  o no. 


t 


relativo  a s=*0  é 
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Ora , mentre  il  percorre  tutti  i valori  da  0 a ossia  per- 
corre i 4 n (o  — 4» , se  n negativo)  intervalli 


0. 


— 2 — 
' 2n  * " 2n 


cosnH  percorre  i valori  compresi  tra 

\ ...  0 ...  —1  .. . 0 ...  1 1 , 

sì  che  prende  in  ogni  due  intervalli  consecutivi  gli  stessi  va- 
lori con  segni  (e  ordine)  contrari;  dunque  l’integrale  di  cosnil.dil 
riesce  nullo.  E cosi  pure  l’integrale  di  senni!  .dii.  E però 

r dz. . =o  . 

J (*-/)"+* 

9 

Sarebbesi  tosto  riconosciuta  questa  proprietà  anche  riflettendo 
che  la  funzione^ — ^ — ;è  la  derivata  della — - — — , e che, 

(Z— /)"  + ! «(3—/)» 

essendo  entrambe  monodrome,  continue  e finite  in  una  corona 
circolare  di  centro  / imaginata  a contenere  g,  l'integrale  preso 

lungo  g è (§.  G9)  la  differenza  dei  valori  estremi  di — . 

n(z— /)» 
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ANALISI  DEI  MODI  SECONDO  I QUALI  LE  FUNZIONI  POSSANO  COMPORTARSI, 
NEL  SUPPOSTO  DELLA  MONODROMIA . 

INTORNO  AI  SINGOLI  VALORI  DELLA  VARIABILE. 


Qui  finalmente  principia  lo  studio  generale  delle  funzioni. 
Ciò  che  si  prende  a considerare  ò una  funzione  w qualsiasi 
supposta  data;  per  il  che  non  devesi  già  imaginare  una  quan- 
tità definita  per  mezzo  di  equazioni  od  espressioni  analitiche 
contenenti  z,  ma  puramente,  come  dicemmo,  un  sistema  io  di 
valori  deposti  su  una  porziono  del  piano  z e varianti  da  punto 
, , , .9 w dw ...  , 

a punto  in  guisa  da  soddisfare  la  i — = — ( ).  In  siffatto  stu- 
rar 9 ij 

dio  si  prendono  le  mosse  dalle  proprietà  dimostrate  nei  §§  pre- 
cedenti circa  gli  integrali  presi  lungo  linee  chiuse. 

Siccome  si  considera  la  funzione  non  già  in  tutta  la  esten- 
sione del  piano  z , ma  soltanto  nell’  intorno  di  un  punto  pre- 
scelto ad  arbitrio , cosi , pure  nel  supposto  della  monodromia , 
si  preparano  in  questa  Sezione  clementi  per  lo  studio  ulteriore 
non  solo  delle  funzioni  a un  valore  . ma  anche  di  quelle  a 


(•)  Il  dato  ili  una  espressione  analitica  può  sempre  imaginorsi  tradotto  nel  dato  prece- 
dente, supponendo,  por  ciascun  valore  di  z , in  tutta  la  estensione  ove  la  espressione  tiene 
significalo , calcolato  il  valor  dcll:i  medesima  e deposto  nel  rispettivo  punto  del  piano  z . 
Una  frazione  razionale  in  s,  siccome  significativa  in  tutta  la  estensione  del  piano,  potrebbe 
supporsi  tradotta  in  un  sistema  di  valori  coprenti  tutto  intero  il  piano  ; una  serie  conver- 
gente soltanto  in  un  determinalo  cerchio  supporrebbesi  tradotta  in  un  sistema  coprente  sol- 
tonto  questo  cerchio. 

2G 


Digitized  by  Google 


403 


SEZIONE  QUARTA 


più  valori;  essendoché,  nell’intorno  di  ciascun  punto-valore  di  z 
appartatamente  considerato,  eccettuati  tuttavia  punti  particolari 
per  ogni  singola  funzione,  le  funzioni  a più  valori  potranno  ri- 
guardarsi , al  pari  di  quelle  a un  valore  , come  monodrome. 
Questa  Sezione  porge  , per  cosi  dire , 1’  anatomia  di  parti  ele- 
mentari che  entrano  sempre  necessariamente  a costituire  il  dato 
complessivo  di  qualunque  funzione  ; mentre  la  considerazione 
delle  funzioni  in  tutta  quanta,  indivisa,  la  estensione  della  loro 
esistenza,  lo  studio  di  classi  speciali  di  funzioni,  non  che,  in 
particolare  , la  determinazione  delle  espressioni  analitiche  più 
proprie  per  le  medesime  saranno  materia  delle  Sezioni  suc- 
cessive. 

Primamente  esamineremo  come  possano  comportarsi  le  fun- 
zioni intorno  a un  valore  finito  della  variabile  , e scinderemo 
questo  esame  in  tre  Capitoli  ; supponendo  nel  primo  che , pel 
valore  preso  di  mira , la  funzione  sia  continua  e finita  , nel  se- 
condo che  sia  soltanto  continua,  nel  terzo  nè  anche  continua  (’). 
Lo  stesso  esame  pel  valore  o e della  variabile  darà  poi  luogo  ad 
un  quarto  Capitolo.  E ad  un  quinto  infine  darà  luogo  l’esame  del 
come  si  comportino,  in  confronto  di  una  funzione,  la  derivata  e 
gli  integrali  di  essa. 


CAPITOLO  PRIMO 


Carne  una  funilone  al  ramparti  Intorno  a un  valore  della  variabile 
pel  quale  sla  monodroma  , continua  e finita. 


76.  Diciamo  monodroma  una  funzione  per  un  determi- 
nato punto-valore  di  1 allorché  tale  possa  dirsi,  giusta  il  §.  44, 


(•)  0 , in  altri  termini , continua  e finita  , continua  e infinita  , discontinuo. 
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in  un  cerchio  (porzione  del  piano  2)  avente  il  centro  in  quel 
punto  e piccolo  quanto  si  sia  ma  ancora  assegnabile  ('). 

Sia  pertanto  S un  cerchio , 0 piuttosto  una  porzione  co- 
munque conformata  di  piano  z,  in  cui  imaginiamo  che  la  fun- 
zione w da  prendersi  in  considerazione  sia  monodroma  , con- 
tinua e finita.. 

Significando  x un  punto  qualsivoglia  entro  S , la  funzione 
w 

2—  x 

è pure  monodroma,  continua  e finita  dappertutto  in  S,  tranne 
nel  punto  x.  Circondiamo  questo  punto  con  una  linea  k,  e con- 
sideriamo I’  integrale 


Il  suo  valore  non  cambia  deformandosi  comunque  la  linea  k 
entro  S,  purché  sempre  costituente  un  solo  giro  positivo  in- 
torno a x.  Perciò , invaginando  che  la  linea  sia  una  circonfe- 
renza col  centro  in  x e con  raggio  R decrescente  indefinita- 
mente , e ponendo 

_ ili  ,,  , (lz 

z — x—  Re  , d onde  = t dii  , 

Z — X 


e riflettendo  , come  già  nel  §.  74 , che  w tenderà  ad  avere 
costantemente  il  valore  w(x)  durante  la  integrazione,  si  ottiene 

jì’±^dz  = t wdil-iw(x)  J 1 tilì  = 2?ri w(x)  , 


(*)  Se  non  avessimo  premessa  la  definizione  della  monodromia  relativamente  ad  uoa 
estensione  superficiale  , potremmo  qui  dire  : chiamarsi  monodroma  in  un  punto  una  fun- 
zione  allorché  , partendo  z da  questo  punto  c la  funzione  da  prestabilitovi  valor  corrispon* 
«lente  , ad  una  variazione  infinitesima  di  z non  possa  corrispondere  che  una  variazione  in- 
finitesima della  funzione.  Osserviamo  però  , che  non  potrebbe  dichiararsi  monodroma  in 
una  superficie  S (non  semplicemente  connessa)  una  funzione  perchè  tale  limitatamente  nei 

singoli  punti  della  medesima.  Ritornando  all’  esempio  del  $.  44  , è chiaro  che  , per 

ogui  singolo  punto  di  una  corona  circolare  col  centro  in  0 , la  *c  può  dirsi  monodroma  , 
mentre  non  è tale  relativamente  alla  intiera  corona. 


Digitized  by  Google 


404 


SEZIONE  QUARTA 


da  cui 


Come  si  è detto  , la  linea  k può  essere  una  qualunque  fra 
le  infinite  linee  rientranti  che  in  S compiono  un  giro  positivo 
intorno  a *.  Ora  , senza  dimenticare  cotesta  arbitrarietà  della 
linea  d’  integrazione  , potremo  indicare  come  tale  il  contorno 
di  S , supponendolo  formato  di  una  sola  linea  continua.  D'  al- 
tronde, non  avendo  fatta  alcuna  particolare  supposizione  circa  la 
grandezza  e forma  di  S,  potremo  anche  imaginare  che  la  stessa 
S vari  si  che  il  suo  contorno  possa  prendere  una  piultostochè 
altra  conformazione.  Scrivendo  pertanto  s invece  di  k,  ed  inoltre 
scambiando  tra  loro  le  lettere  z e * , affinchè  z torni  a signi- 
ficare un  punto  qualunque  di  S,  mentre  x passerà  a significare 
un  punto  destinato  a percorrere  il  contorno  d’ integrazione  , 
enuncieremo  il  seguente 

Teorema.  Il  valore  di  una  funzione  w in  un  punto  qualunque 
z di  una  porzione  S del  piano  z , nella  quale  sia  monodroma  , 
continua  e finita  , può  esprimersi  colf  integrale 


(0 


U) 


1 />io(x)dx 
2 ìzij  x — z 


Questa  formola,  la  cui  dimostrazione  può  qualificarsi  come  de- 
terminazione del  residuo  di  pel  valore  z della  variabile  x 

x — z 

(pag.  105),  è dovuta  a Cauchy  (Notizie,  nota  ultima  della  pag.  83). 
Essa  è lo  strumento  principale  per  effettuare  I’  analisi  eh’  è 
oggetto  di  questa  Sezione. 

Nel  giungere  a questo  teorema  si  è supposto  il  contorno  s 
formato  di  una  sola  linea  continua,  che  potesse  riguardarsi 
come  una  deformata  della  linea  k.  Ma  si  riconosce  subito,  come 
pel  teorema  del  §.  69  , che  esso  sussiste  comunque  il  con- 
torno di  S sia  formalo , di  una  sola  cioè  o di  più  linee  sepa- 
rate. Ed  invero , abbia  , per  esempio  , la  S , come  la  A della 
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iìg.  22,  il  contorno  composto  di  tre  parti  separate.  Imaginando 
operati  in  essa  due  tagli  in  guisa  da  convertirla  in  una  superficie 
S,  come  la  A',  il  cui  contorno  s'  consti  di  una  sola  linea  con- 
tinua , avremo 

1 O w(x)d* 
v>  =— . I . 

ini  fj  x — 2 

r 

Ma  , essendo  s'  composto  del  contorno  s e degli  orli  positivo 
e negativo  di  ciascun  taglio  , l’ integrale  preso  lungo  s'  equi- 
varrà alla  somma  degli  integrali  presi  separatamente  lungo  s e 
lungo  i detti  orli.  Ora  lungo  i due  orli  di  uno  stesso  taglio 
I'  integrazione  dà  risultamenti  contrari.  Nella  somma  dunque 
gli  integrali  presi  lungo  gli  orli  si  distruggeranno  a due  a due 
e non  resterà  che  l’ integrale  preso  lungo  s , cioè  si  avrà 
1’  eguaglianza 


che  insieme  colla  precedente  dà  ancora  appunto  la  (i). 

La  (4)  comincia  a mettere  in  piena  evidenza  parte  della 

determinazione  involta  nella  equazione  alle  derivate  parziali 

. dw  9io  .... 

j — = — : cioè  che,  se  una  quantità  w ha  da  essere  (unzione 
ox  oy 

di  x-\-yi  continua  e finita  dappertutto  in  S,  non  si  possono  sta- 
bilire arbitrariamente  i suoi  valori  dappertutto  in  S , bastando 
che  sieno  stabiliti  sul  contorno.  Ma  nè  anche  poi  sul  contorno, 
come  in  seguito  vedremo,  si  possono  stabilire  arbitrariamente 
cotesti  valori,  cioè  tutti  i valori  della  parte  reale  e tutti  quelli 
della  parte  imaginaria  della  funzione.  Ben  altramente  sappiamo 
dal  §.  22  avvenire  di  una  quantità  che  debba  essere  soltanto 
funzione  di  a:  e y in  S ; non  dovendo  soddisfare  a veruna 
equazione  alle  derivate,  essa  rimane  quivi  ancora  immensamente 
arbitraria  , quand’  anche  si  assoggetti  ad  essere  in  ogni  punto 
continua  e finita  e ad  avere  nel  contorno  valori  dati  ; e non 
sarebbe  mai  insomma  a pieno  determinata  finché  restasse  una 
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qualsia  porzione  finila  di  S dove  nuli’  altro  fosse  imposto  alla 
medesima  che  di  essere  continua  e finita. 

Se  w avesse  nel  contorno  il  valor  costante  C,  avrebbe  questo 
stesso  valore  dappertutto  in  S.  Infatti  ritenendo  w=C  rimangono 
soddisfatte  tutte  le  condizioni  che  determinano  tv.  Del  resto  , 
la  (1)  darebbe  subito 


77.  Il  secondo  membro  delia 


« 


che  può  considerarsi  come  una  prima  espressione  analitica  della 
w,  somministra  una  espressione  della  stessa  natura,  cioè  un  in- 
tegrale , per  ognuna  delle  derivate  della  tv.  Infatti  , riflettendo 
che  , finché  z esprime  un  punto  veramente  nell'  interno  di  S , 
cioè  dire  sensibilmente  distante  dal  contorno,  la  quantità  sotto 
il  segno  integrale  e le  sue  derivate  rispetto  a z sono  finite  , 
si  scorge,  giusta  il  notato  alla  fine  del  §.  68,  potersi  effettuare 
la  derivazione  (rispetto  a z)  dell’integrale  sotto  il  segno  d’in- 
tegrazione. Si  avrà  dunque 


I 


(2) 


dw  1 Pw(*)dx. 

dz  2 r.i  J (x— z)1  * 

« 

d*w  l .2  P w(y.)  dx. 
dz 1 2 ni  J (x — z)s 

t 

d*tc  1.2..n  Pw(x)dx 

dz * 2 ni  1 1 (* — z)B+1 


\ 

Ciascuno  di  questi  integrali  è funzione  monodroma,  continua  e 
finita  per  ogni  valore  di  z entro  S.  Possiamo  quindi  enunciare 
il  seguente 


Dìgitized  by  Google 


COME  SI  COMPORTmO  LE  FUNZIONI,  OVE  SUNO  MONODROME 


*07 


Teorema.  Dove  una  funzione  di  z sia  monodroma,  continua  e 
finita , devono  pttre  esserlo  tutte  le  sue  derivate. 

Nel  §.  23  abbiamo  invece  osservalo  che  le  derivale  di  una 
funzione  soltanto  di  a;  e y possono  benissimo  avere  infiniti  e 
discontinuità  in  punti  e lungo  linee  dove  la  funzione  sia  mo- 
nodroma, continua  e finita. 

Tornando  a supporre  che  nell’integrale  (1)  la  linea  d’inte- 
grazione sia  una  circonferenza  di  centro  z e di  raggio  fl,  ponendo 


flf  ,,  11»  . 

x — z = Re  , d onde  u*=/?e  «dii  , 


e partendo  dal  valor  0 di  H , avremo 


(3) 


w ■■ 


•h  JVm». 


Questa  espressione  di  w , scritta  come  segue 


“+®>'=  2^  S » 

o 

si  decompone  nelle  due  analoghe  per  u e v 

(4)  u=s^fu(K)diì  ' vmmhf^K)da' 

0 0 

Possiamo  dire  che  le  (3)  e (4)  significano  che  i valori  di  w , 

u , v nel  punto  z sono  ordinatamente  le  medie  aritmetiche  dei 

valori  che  le  stesse  quantità  hanno  all’  ingiro  di  z.  Per  mettere 

questo  significato  in  maggior  evidenza  imagineremmo  divisa  la 

. 2 7T 

circonferenza  in  n parti  eguali,  e porremmo  dll==  — ; per  il  che 

n 

le  (3)  e (4)  diverrebbero 


lira  «*<  + “»+•••+«■. 

l=’“  n 

lìm  Vf®*  + . • . + °» 
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dove  tol,wì, ...  ,wH  esprimono  i valori  di  w nei  punti  di  di- 
visione. Da  qui  emerge  che  per  una  parte  dei  punti  circostanti 
al  punto  z i valori  di  m saranno  più  grandi  e per  la  restante 
parte  più  piccoli  di  quello  che  nel  punto  z ; altrettanto  dicasi 
della  v.  Sussiste  dunque  il 

Teorema.  Le  parli  reale  e imar/i noria  di  una  funzione  di  z 
non  possono  avere  nè  massimo  nè  minimo  valore  in  verun  punto 
dove  la  funzione  sia  monodroma,  continua  e finita. 

Introducendo  lì  e il  invece  di  x nelle  (2),  la  espressione 
che  ivi  sta  scritta  per  una  qualunque  derivala  di  tu  può  pre- 
sentarsi nel  seguente  aspetto 


(5) 


d"w  1.2...  n 


2* 


— J w(z+Iìe  )e  dii  , 


dzn 


come  la  (3)  ossia  la 


tv 


a* 

1 n ili 


dii 


per  la  tv. 

$.  r».  Dalla 


(0 


w ■ 


1 p w(x)  dx 
2 zij  x—z  ’ 


che,  secondo  fu  detto,  può  riguardarsi  come  una  prima  espres- 
sione analitica  di  ut , si  otterranno  , svolgendo  in  serie  l’ inte- 
grale, altre  espressioni  analitiche  per  w;  le  quali  saranno  più 
o meno  semplici  ed  importanti  e valide  in  spazio  di  una  o 
d’altra  conformazione  (in  spazio  circolare,  ellittico,  ecc.)  a 
norma  delle  funzioni  secondo  le  quali  si  sarà  fatto  lo  sviluppo 
in  serie.  Per  I’  analisi  che  abbiamo  di  mira  in  questa  Sezione 
importa  e basta  considerare  i più  semplici  sviluppi  in  serie  , 
cioè  quelli  che  procedono  secondo  le  potenze  intere  di  z o di 
una  differenza  z — ■/. 

lmaginiamo  a tal  fine  , primieramente  , un  cerchio  G che 
contenga  il  punto  z e sia  tutto  compreso  entro  S.  Come  cam- 
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mino  d’integrazione  nella  (1)  si  potrà  prendere  la  circonferenza 
g di  G , cioè  si  potrà  porre 


t 


Dovendo  * percorrere  la  circonferenza,  se  •/  ne  esprima  il 
centro  , sarà  sempre 

mod  (x— •/)  > mod  (z — y)  , 
e 'quindi  la  frazione 


J \ 

* — 2 (*— 7)  — (s—  7) 


potrà  svolgersi  nella  serio  convergente 


_L  = J z-y  (z— /)*  . 

m-z  * 

Moltiplicando  per  tc(x)dx,  integrando  lungo  g,  e portando  fuori 
dai  segni  d’integrazione  lo  potenze  di  z—y,  invece  della  (!)’ 
si  potrà  dunque  scrivere  lo  sviluppo  in  serie 


0 9 9 

ovvero 


(2)’  «e  = C0  + Ct  (. z-y ) + C,  (z-y)*  + . . . , 

dove , per  brevità  , s’ intende 


(3) 


i O w(y.)d x 

2ffi*J  (x — y)"+1 


t 

Questo  risultato  può  enunciarsi  nel 

Teorema.  / t'o/ori  di  una  funzione  di  z,  monodroma  , con- 
tinua e finita  entro  un  cerchio  di  centro  y,  possono  esprimersi  me- 
diante una  medesima  serie  di  potenze  intere  e positive  di  z — y per 
tutti  i punti  di  esso  cerchio. 

Considerando  una  quantità  f(x,y)  dipendente  dalle  variabili 
reali  x e »/ , per  poter  asserire , giusta  questo  teorema  , che 
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essa  sia  sviluppabile  in  serie  secondo  le  potenze  di  .r-}-#» — 7 , 
bisognerebbe  sapere  che  in  un  cerchio  di  centro  y soddisfate 

df  df 

eia  le  condizioni  di  variare  conformemente  alla  t—  =— e di 

dx  3 y 

essere  in  ogni  punto  monodroma,  continua  e finita.  Ora  riflet- 
tiamo che  queste  condizioni  sono  non  solo  sufficienti  ma  anche 
necessarie.  Infatti  una  serie  qual’  è il  secondo  membro  della 
(2)',  soddisfacendo  entro  il  proprio  cerchio  di  convergenza  que- 
ste condizioni,  non  potrebbe  esprimere  una  funzione  che  non  le 
soddisfacesse.  Ciò  premesso,  è chiaro,  potersi  il  precedente  teo- 
rema tradurre  nei  termini  seguenti 

Teorema.  Affinchè  una  funzione  delle  variabili  X e y sia  svi- 
luppabile in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere  e positive  di 
x + yi — y—z — •/ , convergente  in  un  cerchio  di  centro  y , è ne- 
cessario e sufficiente  che  la  funzione  sia  monogena , monodroma , 
continua  e finita  in  tale  cerchio. 

Questa  serie  non  è altro  che  la  solita  di  Taylor , ma  di 
cui  adesso  veggonsi  in  piena  luce  le  condizioni  necessarie  e 
sufficienti  per  la  sua  sussistenza.  Devesi  a Cauchy  I’  onore  di 
avere  pel  primo  stabilita  finalmente  sopra  i suoi  veri  principi 
questa  importante  questione  della  sviluppabìlità  secondo  la  for- 
inola di  Taylor.  La  possibilità  o l’impossibilità  di  svolgere  una 
funzione  colla  formola  di  Taylor  può  essere  riconosciuta  senza 
che  si  debbano  calcolare  i termini  stessi  della  serie  , purché 
la  funzione  da  svolgere  sia  definita  per  valori  si  reali  che  com- 
plessi della  variabile.  La  introduzione  della  variabilità  complessa 
in  siffatta  questione  è uno  dei  più  grandi  progressi  che  l’analisi 
debba  a Cauchy  e che  la  medesima  abbia  fatto  in  questo  secolo  (*). 

Le  formole  (I)  e (2)  permettono  di  dichiarare  che,  non 
diversamente  dal  caso  delle  funzioni  di  una  variabile  reale  , le 
funzioni  di  una  variabile  complessa,  dovunque  siano  monodro- 
me,  continue  e finite,  sono  analitiche.  I risultamenti  ottenuti 


(*)  Sodo  a un  dipresso  le  parole  osate  a questo  proposito  dal  sig.  Bertrand  nella  pre- 
fazione  del  aoo  Traili  de  Caie.  Differ.  (Pag.  XXXII).  Vedi  anche  le  Notizie , pag.  83. 
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porgono  già  conferma  più  che  luminosa  della  opportunità  del- 
I’  assunta  definizione  di  funzione  d’  una  variabile  complessa. 

Per  tradurre  la  (2)'  nel  solito  aspetto , nel  quale  cioè  i 
coefficienti  sono  espressi  colle  derivate  della  funzione  , basta 
confrontare  le  formolo  (2)  del  |.  77  col  precedente  valore  di 
Cn,  in  cui  è indifferente  di  scrivere  z invece  di  * e di  supporre 
s invece  di  g la  linea  d’integrazione.  Questo  confronto  mostra  che 


(3)' 


\ 


/<r 


dnw\ 


1.2 ...n\dzn  A=t 
e che  quindi  la  (2)'  non  è altro  che 


Nessun’ altro  sviluppo  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere, 
positive  di  z — 7 potrebbe  darsi  per  la  funzione  w. 

Infatti , una  serie  della  forma 


Bo-\-B,  (z~ v)  + 7)*  + ...  , 


che  sia  convergente , non  può  che  esserlo  entro  tutto  un  cer- 
chio di  centro  7;  e,  se  quivi  w coincide  colla  serie  per  qualche 
estensione  lineare  0 superficiale,  deve  coincidere,  come  nel  § 
successivo  si  vede  distesamente  spiegato , almeno  per  tutta 
l’estensione  di  esso  cerchio  che  è compresa  nell’intorno  di  7. 
Ciò  premesso , supponiamo  dunque  la  eguaglianza 

w — Bq  4"  Bi  (3  —'/)  + (*— ; /)*  + • • • • 


Moltiplicando  per 


d z 


e integrando  lungo  una  circonferenza 


(2— yj-d-1 

(0  altra  linea  ad  essa  riducibile)  di  centro  7 contenuta  nella 
estensione  suddetta , si  avrà , avuto  riguardo  al  §.  75 , 


p _wd_ z__  f dz 

J (Z-7Y+'  V z-7 


= Bn.'ì ni  . 


Questo  risul lamento , potendovisi  scrivere  indifferentemente  la 
lettera  * invece  della  z , confrontalo  colla  formola  (3)  , dice 
appunto  che  dev’  essere  Bn  = Cu  . 
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$.  ro  La  serie 


9 9 9 

w ~ C04"C,(2— •/)-)- Cj(z— y)* -f- . . . 


ovvero 

co* 


si  è ottenuta  senz’altro  presupporre  del  cerchio  G se  non  che 
fosse  tutto  compreso  entro  S.  Se  ora  si  imagina  che  la  funzione 
sia  data,  ed  ancora  monodroma,  continua  e finita,  anche  oltre 
i confini  di  S,  o,  ciò  eh’ è lo  stesso,  se  si  imagina  che  S in- 
grandisca , anche  il  cerchio  G potrà  invaginarsi  più  grande  , 
rimanendo  tuttavia  invariati  i valori  dei  singoli  integrali  nella 
eguaglianza  (1),  non  che  il  ragionamento  fatto  per  conseguirla. 
E però  si  riconosce  che  essa  eguaglianza  continuerà  a sussistere 
per  tutti  i punti  di  G finché  , nell’  ingrandire , questo  cerchio 
non  raggiunga  alcun  punto  dove  w sia  infinita  o discontinua. 
Per  brevità , porremo  la  seguente 

Definizione,  il  massimo  fra  i cerchi  di  centro  y che  non 
comprendono  nè  infiniti,  nè  discontinuità  di  w si  dirà  l'intorno 
del  punto  y in  riguardo  della  funzione  io. 

Una  volta  calcolati  i valori  degli  integrali  ossia  dei  coeffi- 
cienti Cn,  la  serie  (1)  rappresenta  dunque  la  funzione  per  tutto 
P intorno  del  punto  y.  E,  siccome  questa  calcolazione  può  sup- 
porsi falla  con  una  circonferenza  g ristretta  quanto  piaccia 
purché  finita  (cioè  non  infinitesima') , cosi  è manifesto  che  la 
funzione  resterà  determinata  in  tutto  l’intorno  del  punto  y,  data 
che  sia  anche  soltanto  in  una  porzione  di  quest’  intorno  piccola 
quanto  si  voglia,  purché  finita,  racchiudente  y,  ovvero  data 
che  sia  semplicemente  in  una  linea  chiusa  attorno  a y piccola 
quanto  si  voglia  purché  finita. 

Di  più,  osservando  che  i coefficienti  Cn  non  sono  che  i quo- 
zienti delle  derivate  pei  prodotti  1, 1.2,  ecc.,  è subito  visto  che  la 
funzione  rimarrà  ancora  determinata  per  tutto  i’  intorno  di  y 
anche  se,  invece  di  essere  data  in  una  linea  chiusa,  fosse  data 
in  una  linea  qualunque  / tirata  da  y.  Infatti  dai  valori  della 
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funzione  in  l discendono  necessariamente  quelli  delle  derivate 
nella  linea  stessa.  Essendo  z e z'  due  punti  tra  loro  inGnita- 
mente  vicini  in  l , si  ha  primamente 

dw «1(2’) — w(z) 

dz  z — z 


Dai  valori  della  derivata  prima  discendono  poi  similmente  quelli 
della  derivata  seconda,  e cosi  via  quelli  d’ogni  altra  successiva 
derivata.  Determinati  1 valori  delle  derivate , e basta  pel  solo 
punto  7 , i coefficienti  nella  serie 


C’”  —W-T + 

restano  determinali , e quindi  anche  te  per  tutto  il  cerchio  di 
convergenza  della  serie  , ossia  per  tutto  l’ intorno  di  7. 

Di  più  ancora , possiamo  asserire  che 
Una  funzione  w,  che  sia  data  in  una  linea  (* (**))  qualsiasi  l,  non 
può  essere  da  l pruseguita  che  in  un  solo  modo  sino  a qualsivoglia 
parte  del  piano , dove  si  possa  giungere  passando  per  liste  di  lar- 
ghezza finita  per  entro  le  quali  w sia  dappertutto  continua  e finita. 

Infatti , coi  valori  in  l si  potrà  de- 
terminare te  per  tutto  l’ intorno  di  un 
punto  7 scelto  a piacimento  in  l ; ciò 
fatto , prendendo  in  quest’  intorno  un 
punto  7,,  (Fig.  29),  coi  valori  di  te  testò 
determinati  si  potranno  determinare  i 
coefficienti  dello  sviluppo  di  w in  serie 
secondo  le  potenze  intere  positive  di 
2 — 7j , la  qual  serie  rappresenterà  la 
funzione  per  tutto  l’intorno  di  7,;  Gssan- 
do  in  quest'intorno  un  punto  7,,  si 


Fig.  29  (”) 


(fP- k 

v*  ' N 

; 


\«-.r 


(•)  Il  caso,  che  ic  sia  data  in  una  estensione  superficiale,  va  compreso,  come  partico- 
lare, nel  qui  supposto  ; qualunque  linea  che  corru  per  entro  tale  estensione  potrà  prendersi 
come  linea  /. 

(**)  Nella  figura  veggonsi  rappresentali  i quattro  inforni  dei  punti  T»  ti  »T|»  T*»  e 
cali  col  segno  X i punti  che  ne  limitano  la  grandezza,  siccome  punti  dove  la  funzione  è 
discontinua  o infinita. 
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potranno  similmente  determinare  i coefficienti  della  serie  ordi- 
nala secondo  le  potenze  di  z — y, , e quindi  i valori  di  w per 
tutto  l’intorno  di  y, . E così  continuando  si  fa  evidente  la  ve- 
rità di  ciò  che  abbiamo  asserito. 

Dall’  esposta  proposizione  discende  che 
Se  w sia  costante  in  una  linea  l , dovrà  rimanere  costante  in 
qualunque  parte  del  piano  dove  si  possa  giungere  da  l per  liste  di 
larghezza  finita  esenti  da  discontinuità  di  w. 

Imperocché , soddisfacendo  la  costante  dovunque  alle  con- 
dizioni che  devono  regolare  la  funzione  e che  ne  permettono 
un  solo  proseguimento,  non  può  che  proseguirsi  la  identità  che 
tra  la  costante  e la  funzione  si  ammette  sussistere  originaria- 
mente in  l. 

Nell’  enunciazione  di  questo  teorema  (che  completa  l’ ultimo 
del  §.  76)  non  abbiamo  escluso  anticipatamente  il  caso  che  w 
potesse  essere  infinita  in  qualche  punto  o linea  entro  le  liste 
per  le  quali  supponesi  aver  luogo  il  proseguimento  continuo.  Egli 
è perchè  questo  caso  non  può  verificarsi. 

Ed  invero  ammettiamo,  in  prima,  che  w possa  essere  in- 
finita in  un  punto  ®.  In  questo  punto  la  - sarebbe  nulla.  Cir- 
condando il  punto  con  una  linea  (che  da  esso  disti , ben’  in- 
teso, sensibilmente  luti’ all’ ingiro),  sino  a questa  linea  inclusi- 
vamente  il  ragionamento  sopra  esposto  darebbe  subito  che  la  w 
dovrebbe  conservare  lo  stesso  valore  A suppostole  in  l,  e quindi 
1 1 1 

la  funzione  - il  valore  -.  Ma,  poiché  la  — è continua  ed  anche 
tu  A w 

finita  dappertutto  entro  la  linea,  essa  dovrebbe  quivi  avere  dap- 
pertutto il  valore  il  che  contraddice  alla  supposizione  che  in 

A 

o sia  - — — = 0 (*). 
tu  oc 

(*i  Se  fosse  i4«=0,  per  evitare  la  considerazione  di  una  funzione  --avente  il  valore  - =*  * , 

u»  A 

si  potrebbe  considerare  invece  della  tc  la  w>-f B,  essendo  B una  costante  diversa  da  0.  La 
sarebbe  infinita  dove  lo  fosse  io,  e quindi»  trovando  che  non  può  esserlo»  resta  di- 
mostrato che  non  può  esserlo  nò  anche  r, 
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Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  w possa  essere  infinita 
lungo  linee  ; di  queste  linee  sia  j la  prima  che  s’ incontri  muo- 
vendo da  l per  quelle  liste  che  si  vorranno  percorrere.  Da  ciò 
che  precede  discende  che , avvicinandosi  a j sino  a distanze 
piccole  quanto  si  vogliano  purché  finite , la  funzione  w deve 
conservare  il  valore  A suppostole  in  l ; e però  il  passaggio  dal 
valore  A al  valore  oc  di  w in  j dovrebbe  compiersi  in  un  tratto 
infinitesimo  sul  piano  z ; il  che  contraddice  alla  supposta  con- 
tinuità di  w.  Si  potrebbe  mettere  in  evidenza  la  contraddizione 

anche  considerando  la  Se  questa  fosse  nulla  in  j , essendo 
w 

continua,  dovrebbe  conservarsi  nulla  anche  venendo  da  j verso 

/,  mentre  muovendo  da  l verso  j deve  conservare  il  valore  i. 

A 

Ora  possiamo  ommeltere  la  presupposizione  del  valore  finito 
anche  nella  penultima  proposizione , cioè  enunciarla  semplice- 
mente  come  segue. 

Una  (unzione,  data  in  una  linea  qualsiasi,  non  può  essere  da 
questa  linea  proseguila  che  in  un  solo  modo  per  liste  di  larghezza 
finita  dove  la  medesima  debba  essere  continua. 

Infatti,  se  per  una  stessa  strada  fossero  possibili  due  pro- 
seguimenti, indicandoli  con  w e wv  la  differenza  w — wt  avrebbe 
costantemente  il  valor  0 nella  linea  di  partenza  e non  nelle 
successive  regioni  dei  piano,  nelle  quali  dovrebbe  tuttavia  con- 
servarsi continua. 

Se  il  passaggio  da  una  parte  H di  piano  ad  altra  parte 
K non  potesse  effettuarsi  che  per  una  lista  la  cui  larghezza  de 
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Fig.  50. 


(Fig.  30)  io  qualche  dove  divenisse  infinitesima,  o,  in  altri  termini, 

se  il  passaggio  non  potesse 
in  qualche  dove  effettuarsi 
che  sopra  una  linea,  l’esposto 
processo  di  proseguimento 
cesserebbe  di  essere  attua- 
bile; una  equazione  alle  de- 
rivate parziali  (qual’  è ap- 
, . dm  dtv 

punto  la  —=— ) non  po- 

oX  oy 

trebbe  servire  a determinare  i valori  della  funzione  in  K per 
mezzo  di  quelli  in  H. 

Sebbene  non  si  possa  proseguire , come  ora  vedemmo  , 
che  in  una  sola  maniera  continua  una  funzione  data  su  qualche 
parte  del  piano  z,  tuttavia,  potendosi  giungere  a una  parte  L 
percorrendo  liste  differenti  (per  esempio , nella  fig.  30 , da  y 
percorrendo  la  lista  lì  prolungata  finché  occorra,  e da  y per- 
correndo invece  la  lista  K),  potrà  accadere  che  in  L la  fun- 
zione giunga  a conseguire  valori  diversi  a seconda  delle  liste 
che  si  saranno  percorse.  Ma  a questo  proposito  non  dobbiamo 
entrare  per  adesso  in  ulteriori  considerazioni,  e solamente  fac- 
ciamo notare  che  colla  fatta  riflessione  si  apprezzeranno  in  tutto 
il  loro  significato  i termini  impiegati  dal  sig.  Riemann  (*)  nel 
porre  la  distinzione  delle  funzioni  in  funzioni  a un  valore  e a 
più  valori,  da  noi  posta  nel  §. 

Mettiamo  da  ultimo  in  rilievo  anche  queste  altre  proposizioni. 

Una  funzione  monodroma  e continua  in  una  porzione  finita 
S del  piano  non  pud  avere  il  valor  0 , o , più  in  generale  , uno 
stesso  valore  A in  una  infinità  di  punti  entro  S senza  avere  lo 
stesso  valore  dappertutto  in  S. 

Questa  proposizione  rientra  in  quella  nella  quale  si  suppose 


(*)  Allgemeine  Voraunetzungrn  »nd  llùlftmittcl  ter. , giorn.  di  Orlle-Borcliardl,  tomo  54, 
pog.  102.  ti  Sfrondo  la  natura  della  funzione  da  proseguire  , risa  0 riprenderà  per  uno 
«tesso  valore  di  * sempre  lo  stesso  valore  per  qualunque  via  il  proseguimento  vogliasi  at- 
tuare, o no.  Nel  primo  caso  citiamo  la  funzione  a un  valore 
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w costante  in  una  linea  /;  poiché  i punti  dolati  per  w del  valore 
A non  potrebbero  essere  in  numero  infinito  entro  S senza  suc- 
cedersi in  qualche  dove  a intervalli  infinitesimi,  cioè  senza  co- 
stituire un  luogo  superficiale  o lineare  entro  S.  E chiaro  che 
S vien  sottintesa  tale  che  qualunque  sua  parte  sia  connessa 
alla  restante  per  liste  di  larghezza  finita. 

Una  funzione  non  può  avere  tulle  le  derivate  nulle  in  un 
punto . dove  sia  monodroma  , continua  e finita  , senza  essere  co- 
stante per  lutto  l’ intorno  di  esso  punto. 

Infatti,  se  le  derivate  fossero  tutte  nulle  nel  punto  •/ , la 
serie  (1)"  ridurrebbesi  al  solo  primo  termine,  cioè  darebbe 
tv=w(j ) per  tutto  l’intorno  di  /. 

Nella  investigazione  delle  proprietà  e per  la  trattazione  di 
tutte,  in  generale,  le  questioni  concernenti  una  funzione,  è della 
massima  importanza  di  saper  anzitutto  stabilire  per  la  sua  com- 
pleta determinazione  un  sistema  di  dati  o condizioni  non  solo 
sufficienti  ma  anche  strettamente  necessarie  ossia  indipendenti 
tra  loro.  I teoremi  precedenti  riducono  bensì  i dati,  da  supporsi 
per  la  determinazione  di  una  funzione,  ad  una  estensione  molto 
minore  di  quella  che  potrebbe  dirsi  tacitamente  abbracciata  al- 
lorquando , per  dimostrare  , per  esempio , la  equivalenza  ili 
due  espressioni  in  i , si  trasformassero  I’  una  nell’  altra , cioè 
si  dimostrasse  la  loro  coincidenza  per  tutta  quanta  la  estensione 
nella  (piale  entrambe  le  espressioni  tengono  significati;  ma  essi 
non  soddisfanno  tuttavia  alla  richiesta  di  ridurre  i dati  ai  soli 
necessari.  Supponendo  dati  i valori  di  w per  lutti  i punti  di 
una  linea,  siccome  a determinare  w basterebbeio  già  (insieme 
coll’  altre  condizioni)  i suoi  valori  in  una  porzione  di  questa 
linea,  cosi  lutti  i valori  nella  restante  porzione  sarebbero  dati 
affatto  superflui  e che  potrebbero  ripugnare  coi  valori  concepiti 
nella  prima  porzione.  Vedremo  più  tardi  come  venga  soddisfat- 
ta sì  fondamentale  richiesta  per  le  classi  di  funzioni  che  più 
c’  importano. 

80.  Imaginiamo  che  nel  punto  « la  funzione  tv,  essendo 
monodroma  c continua,  sia  nulla.  La  serie  (t)'  del  | prece- 
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dente,  applicata  al  caso  / — x,  dà 

w = C,  (*— x)  + C,  (*—«)»  + C,  (*— <*)*+  . . . 

ovvero 

«>=(:—<*)  II’  , 
ove  s’  intenda 

Hr=C,  + C,(;— a)+C3(ì~a)*+.  . . . 

La  funzione  H',  siccome  espressa  al  pari  della  io  da  una  serie 
ordinata  secondo  le  potenze  intere  positive  di  z— x e conver- 
gente per  tutto  I’  intorno  di  a , si  comporta  in  quest’  intorno 
come  la  w,  cioè  si  comporta  da  funzione  monodroma,  continua 
e finita.  Invece  del  valor  0 essa  ha  in  x il  valore  C, . In  ri- 
guardo di  qualsiasi  punto  diverso  da  x,  basta  riflettere  che  II’ 
è il  quoziente  di  w per  la  funzione  z — x monodroma  e continua 
dappertutto  e nulla  soltanto  in  x,  per  poter  conchiudere  che 
II'  è monodroma,  continua  e finita  dovunque  lo  sia  w c nulla 
negli  stessi  punti  clic  w. 

Se,  insieme  rolla  tv,  fossero  nulle  in  x le  sue  derivate 
prima  , seconda,  . . . , (/a — I) esima  , si  avrebbe 

w>=Cf  (z— *)e  + Cp+t{e— .. 

ovvero 

(I)  w — (z — *)e  II’, 
ove  intendasi 

ll'=  C,,  + tV-fi  (s — *)  + <V+2  (s— a)1  + ...  . 

Laonde  in  ogni  caso  vediamo  che 

Una  funzioni!  che  sia  nulla  in  un  punto  x , intorno  al  quale 
sia  monodroma  e continua,  equivale  al  prodotto  di. una  potenza 
intera  positiva  di  z — x per  una  funzione  monodroma  e continua 
insieme  con  essa,  infinita  negli  stessi  punti,  nulla  negli  stessi  punti 
tranne  in  x. 

Considerando  i punti  attorno  ad  «,  pel  fattore  (*— x)r-  con- 
tenuto in  w,  si  fa  chiaro  clic  in  essi  i valori  di  tv  saranno  tanto 
meno  diversi  da  0 quanto  più  grande  sarà  il  numero  p.  Que- 
sto numero  si  prende  come  elemento  per  distinguere  gli  zeri 
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■Ielle  funzioni  in  ordini;  chiamandosi  dell’ ordine  a esimo  io  zero 
di  una  funzione  monodroma  e conlinu*  nel  punici  a allorché  il 
quoziente  di  essa  per  (z — a)e  riesca  in  « nè  nullo,  nò  infinito. 

Ciò  che  specialmente  fa  importante,  questa  distinzione  in 
ordini  si  è che  uno  zero  uuplo  (cioè  dell’ordine  u esimo)  potrà 
riguardarsi  come  un  sistema  di  p zeri  semplici  (cioè  dell'ordine 
primo)  venuti  a coincidere  ih  uno  stesso  punto  del  piano,  ossia 
come  u zeri  semplici  infinitamente  vicini. 

Per  rendere  tal  cosa  manifesta  (”)  imaginiamo  che  w sia 
in  S monodroma,  continua  c finita  e dotala  di  u zeri  semplici 
distribuiti  nei  punti  a, , a,,  . . . , . Ponendo 

w=(z—al)  II",  , 

la  II',  sarà  monodroma,  continua  e finita  come  w,  e nulla  nei 
punti  a, , a , in  SL  Ponendo 
Il  , (2  3tj)  Il  g , 

la  \r3  sarà  monodroma,  continua  e finita  come  w e 11',,  c nulla 
nei  punti  x, , a, , , . . , a,, , in  S.  E,  cosi  di  seguilo  , ponendo 
finalmente 

Il  |, — 1 — Il  |,  , 

la  II',,  sarà  monodroma,  continua  e finita  e priva  dì  zeri,  in 
S.  Moltiplicando  le  precedenti  eguaglianze  si  avrà 

w=  (2 — a,)  (2 — *j) . . . (2— Zp)  II',,  ; 
e imaginando  che  i punti  a, , a, , . . . ,a,, , avvicinandosi  viepiù 
tra  loro  , finiscano  per  confondersi  in  un'  unico  punto  « , la 
precedente  eguaglianza  finirà  per  convertirsi  nella 

• *>  HV  . 

affatto  simile  alla  (I). 


(* J Veramente  potremmo  anche  dispensarci  da  questa  spiegazione,  considerandosi  giù 
a tTulio  analogamente,  nella  teorica  delle  equazioni  algebriche,  una  radice  pupla  come  equi- 
valente a p,  radici  semplici.  Senza  di  ciò  non  potrebbero  enunciarsi  i teoremi:  ogni  equa- 
zione ha  tante  radici  qtuni’é  il  grado  ; il  coefficiente  del  secondo  termine  eguaglia  la  somma 
delle  radici  con  segno  contrario  ; cce.  Tome  in  questa  teorica , cosi  ili  quella  delle  funzioni 
in  generale,  con  stfTnlii  modi  di  considerare  si  consegue  maggiore  generalità  c semplicità. 
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Per  la  stabilita  definizione  dell’ ordine,  una  funzione,  dove 
sia  monodroma  e continua,  non  può  dunque  avere  che  zeri  di 
ordine  intero;  e cioè  dell’ordine  se  con  essa  non  sia  nulla 
la  derivata  prima;  dell’ordine  2,  se  sia  nulla  la  derivata  prima 
ma  non  la  seconda  ; ecc. 

Ma  ciò  che  giova  segnatamente  notare  si  è che  quest’ordine 
non  potrebb’essere  infinito  a meno  che  la  funzione  fosse  nulla 
per  tutto  l’intorno  di  «.  Imperocché  l’ordine  non  potrebb’es- 
sere infinito  se  qualcuna  delle  derivate  di  w avesse  in  a valor 
diverso  da  zero  ; e,  se  tutte  le  derivale  avessero  in  a il  valor 
zero,  tutti  i coefficienti  della  serie,  come  già  avvertimmo,  sa- 
rebbero nulli , e quindi , dovunque  la  serie  è valida , cioè  per 
lutto  l’  intorno  di  a,  dovrebb' essere  ti==0. 

Volendo  in  seguilo  significare  abbreviatamente  zero  dell'or- 
dine  p esimo  useremo  del  segno  O11 . Però  0 continuerà  a signi- 
ficare zero  senza  distinzione  di  ordine , .mentre  uno  zero  del 
primo  ordine  sarà  designato  con  0'  (*). 


CAPITOLO  SECONDO 


Come  non  funzione  «I  romponi  Intorno  a un  valore  della  variabile 
pel  quale  Mia  monodroma  , continua  e Infinita. 


MI.  Avendo  già  visto  che  , dove  una  funzione  sia  mo- 
nodroma e continua,  ivi  non  può  essere  infinita  per  una  esten- 

(*)  Come  i valori  0,  cosi  multe  i valori  A (essendo  A numero  complesso  qualsiasi!  di 
una  funzione  io  possono  distinguersi  in  ordini.  Il  valor  0 di  ir  in  * si  dice  debordine  p esimo 

se,  tendendo  z ad  a , la  w tenda  al  valor  0 in  ragione  finita  con  (s — Similmente,  il 
valor  A di  ir  in  y si  potrà  dire  debordine  pestino  se,  tendendo  z a y,  la  tr  tenda  al  valur  A 

in  ragione  finita  con  (5 — yp.  In  questo  caso,  analogamente  «Ila  tc — 0=(a: — si  po- 
trà porre  io — A = (z — y^H7,  significando  W una  funzione  nè  nulla , nè  influita  in  y.  l*c 

p — I prime  derivate  di  w sarebbero  nulle  in  y.  La  furinola  »c— A*=(z — yi^VT  potrebbe  pure 
riguardarsi  come  provenuta  «lai la  tc — A*b\z — TiXs"”Vj)  • • • (* — T^)  cioè  dire  un  valore  A 

puplo  r onte  un  sistema  di  p valori  .1  semplici  infinitamente  vicini. 
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sione  comunque  piccola  superficiale  o lineare  senza  essere  in- 
finita dappertutto , considereremo  puramente  il  caso  in  cui  gli 
infiniti  trovinsi  in  punti  separati. 

Sia  8 uno  di  questi  punti.  Per  scoprire  come  si  comporti 

w intorno  al  punto  8,  osserviamo  in  prima  la-.  Essendo que- 

w 

sta,  non  solo  continua  come  te,  ma  anche  finita  e precisamente 
nulla  in  8 , si  potrà  porre , giusta  il  § precedente  , 


1 / n*' 

w ^ ^ W ’ 

essendo  v numero  intero  positivo,  e una  funzione  monodro-  ' 

\ f 

ma  e continua  insieme  con  la—,  infinita  dove  lo  è — ,e  nulla 

w w 

i 

dove  lo  è —,  tranne  in  8-  Quindi  si  avrà 
w 

(i)  ttt=.(*-/srv  ir  , 

cioè 


Una  funzione  infinita  in  un  punto  8,  ««torno  al  quale  sia  ino- 
nodroma  e continua , può  riguardarsi  come  una  frazione  , il  cui 
denominatore  è una  potenza  intera  positiva  di  z — 8 . e il  nume- 
ratore è una  funzione  monodroma  e continua  insieme  con  essa,  nulla 
negli  stessi  punti , infinita  negli  stessi  punti  tranne  in  8 (*)• 

Questa  funzione  numeratore  può  esprimersi  mediante  una 
serie  della  forma 


w = cf°>+  a1)  (2-/5) + m (z—8Y+ . . . 

convergente  per  tutto  l’ intorno  del  punto  8 (”)•  Con  questa 


(*)  Si  vorrà  lime  avvertire  la  perfetta  analogia  tra  le  proposizioni  clic  qui  si  vanno 
esponendo  circa  gli  zeri  e gli  infiniti  delie  funzioni  monodromc  e quelle  notissime  relative 
alle  funzioni  algebriche  razionali. 

{•*)  Quest'  intorno  potrà  dirsi  relativo  tanto  a W che  a k\  Poiché,  quando  w abbia  in 
un  punto  un’  infinito,  come  nel  presente  caso,  o una  discontinuità,  chiamiamo  uneora  intorno 
di  esso  punto  il  massimo  fra  i cerchi  che  avendo  ivi  il  centro  non  racchiudono  altri  infiniti 
od  altre  discontinuità  di  tc. 
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serie  la  (1)  somministra  la 
0°'  0" 


C<v— I) 


»)  « . .4--- — ; o-F-f- r,v+M(:  - - 5)4-, .. 

(i— SV  ' :_6  ’ ' 


Da  i|iii  possiamo  riguardare  la  tr  come  composta  u_!!e  due  parti 


(3) 


QO,  f>~» 

)* + (T^F5-*"’  * '+  F 


'(*-«  + ■ 


Il  valore  della  prima  parte,  non  die  separatamente  il  valore 
di  ogni  suo  termine,  diventa  infinito  in  fi,  mentre  la  seconda 
parte  rimane  finita.  È dunque  la  prima  parte  quella  a cui  è 
dovuta  la  comparsa  dell’oc  come  valore  della  funzione  w in  fi; 
di  essa  parte  si  può  dire  che  esprime  il  come  la  w divenga  in- 
finita nell’accostarsi  di  z a fi  ; od  eziandio  che  diviene  in  fi  in- 
finita come  la  w.  Ed  in  questo  senso  si  può  asserire  che 

l’na  funzione  non  può  diventare  infinita  in  un  punto,  intorno 
a cui  sia  monodroma  e continua,  altrimenti  che  come  una  frazione 
razionale. 

ò-  8®.  Di  questa  frazione  razionale,  cioè  della  su  esposta  parte 
(il)  di  w,  importa  ed  è subito  ottenuta  una  espressione  composta 
immediatamente  coi  valori  di  w lungo  una  linea  che  racchiude  il 
punto  fi,  ma  nessun’allro  punto  dove  w sia  discontinua  o infinita; 
linea  che,  per  fissar  le  idee,  riterremo  a dirittura  essere  una 
circonferenza  col  centro  in  fi.  Sia  B il  cerchio  determinato  da 
questa  circonferenza-  e B l’intorno  di  fi.  La  B — B sarà  una 
corona  circolare  entro  cui  la  w non  avrà  nè  infiniti,  nè  discon- 
tinuità. Entro  B— B la  w si  potrà  dunque  esprimere,  giusta  il 
teorema  fondamentale  del  §.  76,  mediante  l’ integrale 


w 


\ P w(y.)  d/. 
2 r.ij  Y.—Z 


da  prendersi  lungo  il  contorno  della  corona  in  direzione  posi- 
tiva : cioè  lungo  la  circonferenza  I>  nel  senso  positivo  e lungo 
la  li  nel  senso  negativo  degli  angoli.  Indicando  queste  due  in- 
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legrazioni  separatamente  , avremo 


i p tt\x)  ih 

•i-lj  v.—l 

k 

Onesta  eguaglianza  presenta  la  u%  decomposta  in  due  parli,  tome 
già  la  (2)  del  | precedente.  l'er  riconoscere  la  diversa  natura  di 
queste  parti  basta  far  tendere  z a fi.  Perciò  bisogna  imaginare 
che  vada  sempre  più  stringendosi  intorno  a fi  la  linea  b,  che  limita 
l’avvicinamento  possibile  di  z (come  punto  di  H - li)  a fi.  Lo 
stringersi  di  b non  altera  l’eguaglianza  precedente;  poiché  b non 
sorpassa  veruna  singolarità  di  w.  Stringendosi  dunque  b,  e z 


1 pw{*)d* 

'^-7'  * 


tendendo  a fi,  la  funzione  ii’(x)  ed  ancora  piti  il  rapporto 


x — z 


tendono  ad  avere  costantemente  il  valore  x lungo  b.  Lungo  b 
invece  questo  rapporto  resta  sempre  Unito.  L’ integrale  lungo  h 
rappresenta  dunque  una  parte  di  w che  diviene  infinita,  men- 
tre l’ integrale  lungo  b rappresenta  una  parte  che  resta  finita 
in  fi.  Che  poi  l’integrale  lungo  b sia  precisamente  la  parte  di 
w espressa  dalla  (3)  del  § precedente,  e non  questa  parte  colla 
giunta  di  una  quantità  che  resti  finita  in  fi,  lo  si  riconosce  ri- 
flettendo che  in  esso  integrale  è rnod  (/.— /5)<mod  (; — fi)  e che 
quindi  , in  luogo  di 

1 \ 

* s (* — P) — (* — &)  ’ 

si  può  mettere  lo  sviluppo 

__L  i *~A  , (*-£)»  , 

z—fi'~{z — fiy'it—fi)3^'"' 
il  quale  non  contiene  alcun  termine  che  resti  finito  in  fi.  Si 
ha  dunque 


* 
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Ciascuno  ilei  coefficienti  C può  esprimersi  isolalameute  per 
mezzo  di  un’integrale.  Basta  introdurre  nella  eguaglianza  qui 

i 

ottenuta  il  precedente  sviluppo  invece  di  sotto  il  segno  in- 

tegrale , per  dedurne  subito 

(2)  (•)• 

b 

83  Ritornando  alla 

i o = (z-j 3)~”  W 

e considerando  i punti  attorno  a fi,  è chiaro  che  in  essi  i va- 
lori di  w saranno  tanto  piò  grandi  quanto  piò  grande  sarà  v. 
Come  gli  zeri,  cosi  anche  gli  infiniti  delle  funzioni  si  sono  di- 
stinti in  ordini,  dicendosi  dell’ordine  vesimo  l’infinito  di  una 
funzione  monodroma  e continua  nel  punto  fi  allorché  il  prodotto 
di  essa  per  (z — fi)*  riesca  in  fi  nè  infinito , nè  nullo.  Un  in- 
finito »uplo  (cioè  dell’ordine  vesimo)  può  riguardarsi  come  un 
sistema  di  » infiniti  semplici  venuti  a coincidere  in  uno  stesso 
punto  ("). 


(*)  È chiaro  che  per  tulli  i valori  (interi)  di  n maggiori  di  v — 1 quest'integrale  è nullo; 

poiché  la  funzione  tc(*)(*— 0)*  * riesce  finita,  oltreché  inonotlrotna  c continua  , entro  6. 

(”)  Analogamente  ni  già  osservalo  per  gli  zeri , la  forinola 

i 


per  P,  =P9*= 


P-P 


(- — Pi)  (* — Pi)  . . . (z — Py) 

traducisi  nell» 

I 


H' 


W 


(*_e)v 


Anche  la  espressione 


C,  C«  v 

— — + — — +.  . -H , 

opportunamente  preparala  , si  tradurrà  nella 

é'>  <*— «> 

-H ^7  + - • - 4 

(*-«  (-— P)’  1 *-P 

Tuttavia  non  sembrerà  né  anche  qui  fuor  di  luogo  la  seguente  riflessione  generale. 
Essere  uno  dei  pregi  rugguardcvoli  della  integrazione  curvilineo  dì  somministrare  spesso  for* 
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Dove  la  w ha  un’  infinito  dell’ordine  v esimo  la  - ha  uno 

w 

zero  dell’ ordino  > esimo.  Avendo  notato  nel  f.  80  che  l’ordino 
dello  zero  di  una  funzione  in  un  punto  non  potrebb’essere  in- 
finitamente grande  a meno  che  la  funzione  avesse  il  valor  zero 
per  tutto  l’ intorno  di  esso  punto;  se  si  applica  questa  verità  alla 

funzione  - , si  fa  manifesto  che  l’ordine  dell’ infinito  di  w in  un 
tu 

punto  non  potrebb’essere  infinitamente  grande  a meno  che  w 
avesse  valor  infinito  per  tutto  l’ intorno  di  esso  punto. 

Per  significare  abbreviatamente  infinito  dell'ordine  «esimo 
useremo  del  segno  oo» . 

0-  &4.  Qualunque  sia  il  valore  che  w possa  avere  in  un 
punto  y,  se  quivi  sia  monodroma  e continua,  si  può  sempre 
porre 

(1)  »-(*— /)•&', 

essendo  q un  numero  intero,  e W una  funzione  monodroma  e 
continua  insieme  con  tu  e nulla  ed  infinita  negli  stessi  punti 
tranne  in  y.  L’  esponente  q sarà  positivo , nullo , o negativo  , 
secondochè  il  valore  di  te  in  y sarà  zero,  diverso  dà  zero  ma 
finito , o infinito. 

Per  quest’  esponente  daremo  ora  una  foratola  assai  impor- 
tante che  ne  determina  il  valore  mediante  i valori  di  w lungo 
una  linea  racchiudente  y ma  nessun  altro  punto  dove  w possa 
essere  nulla  o infinita  (o  discontinua). 


mole  valevoli  senza  mutamento  per  tutti  i casi  possibili  ; mentre  dovrebbero  mutarsi  più  o 
meno  le  formole  d*  alira  sorta  che  allo  stesso  scopo  si  potrebbero  comporre.  Nello  scopo 
prescule  , di  esprimere  cioè  la  parte  di  «•  che  diviene  influita  , se  la  espressione  si  cerchi 
in  forma  di  frazione  razionale  compare  o la  prima  , o la  seconda  delle  due  precedenti , od 
altre  ancuru  , secondochè  le  quantità  fi,  , 0j , . . . , siano  u tutte  diverse,  o tutte  eguali 

tra  loro,  od  ulcune  diverse  ed  altre  eguali.  Lg  integrazione  curvilinea  dà  invece  seni’ arti- 
fizio la  stessa  forma  iu  ogni  caso  , cioè  l’ integrale 

I rtc<x)dx 
inij  TT 

preso  lungo  linea  che  abbracci  lutti  i punti  rp,  , , . . . , 0y  . 
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Sia  g una  linea  si  fatta,  che  sarà  o potrà  supporsi  ridotta 
ad  una  circonferenza.  Facciamola  percorrere  dalla  z , cioè  faccia- 
mo fare  alla  z un  giro  positivo  attorni*  a y,  ed  osserviamo  come 
si  moJitirhino  per  effetto  di  questo  movimento  gli  argomenti 
di  z — y , H'  e w.  Scegliendo  inizialmente  ad  arbitrio  uno  fra 
tutti  i possibili  argomenti  tanto  per  i — y che  per  fV,  e deter- 
minando quello  di  tv  mediante  la  relazione 

arg  w = q arg  (z—y)  + arg  1F  , 
discendente  dalla  (1),  i valori  che  in  ogni  successivo  istante 
questi  tre  argomenti  prenderanno  per  effetto  di  loro  variazione 
simultanea  e continua  soddisferanno  pur  sempre  a questa  re- 
lazione. Ora,  allorché  infine  z giungerà  al  termine  del  giro  at- 
torno a y , l’argomento  di  z—y,  (poiché  z — y è rappresentala 
dal  raggio  mobile  della  circonferenza  g)  si  troverà  cresciuto  di  2*; 
mentre  l’argomento  di  W (non  avendo  IV  nè  zeri,  nè  infiniti  en- 
tro g)  potrà  aver  ottenuto  valori  ora  più  grandi  ed  ora  più  piccoli, 
ma  si  troverà  infine  ridotto  allo  stesso  valore  iniziale.  Dunque  l'ar- 
gomento di  w si  troverà,  giusta  la  precedente  relazione,  cresciuto 
di  "ìr.q.  Se  adesso  riflettiamo  che  V argomento  di  w è il  coef- 
ficiente dì  i in  Ite,  e che  la  parte  reale  di  Iw  potrà  variare 
durante  il  giro  di  z,  ma  riprenderà  infine  il  valore  avuto  ini- 
zialmente, poiché  w,  e quindi  anche  il  suo  modulo,  lia  un  solo 
valore  per  ciascun  punto;  riconosceremo  che  la  somma  delle 
variazioni  ili  argw  moltiplicata  per  i,  cioè  la  quantità  2»rq»,  non 
è alleo  che  la  somma  delle  variazioni  di  Ite  ossia  1’  integrale 


preso  lungo  la  linea  g.  Avremo  pertanto 


a y 
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0.  85.  Consideriamo  adesso  una  porzione  S di  piano  con- 
tenente , non  un  solo , ma  un  numero  qualunque  k di  infiniti 
della  funzione  tr.  Siene  fis . . . , 3t  i posti  di  questi  infiniti 
(cioè  dire  i puliti  del  piano  ?ui  quali  s imaginano  giacere  i,  e 
gli  ordini  rispettivi.  Circondando  questi  posti  sepa- 
ratamente con  altrettante  linee  bt, . . ,bk  e considerando  le  li- 
nee come  tagli  operali  in  S,  pei  quali  ne  risultino  staccali  i 
pezzi  si  avrà  la  porzione  S — /?, — .. — ii*  di  piano 

entro  cui  tv  sarà  dappertutto  monodroina,  continua  e finita;  e 
però  , giusta  il  nolo  teorema  fondamentale,  si  potrà  porre 


t P w(x)dx 

2r»'Jr  x—z 

ossia 

1 f f*w(*)dr-  f P w{x)ih 

■/. — ^ 1~iu  — z 2rifJ  x — 2 

* *<  _ kk 

Il  secondo  membro  di  questa  eguaglianza  può  considerarsi  come 
una  prima  espressione  analitica  di  w valevole  per  tutta  S. 
L’ integrale  preso  lungo  s esprime  una  parte  di  w che  rimane 
finita  dappertutto  entro  S;  l’  integrale  lungo  b (intendendo  con 
b una  qualunque  delle  b, , . . , bk)  esprime,  come  s’è  visto  nel 
§.  82  , una  parte  che  diviene  infinita  in  fi. 

Supposto  che  S sia  un  cerchio,  questa  prima  espressione 
può  subito  tradursi  in  una  seconda,  pure  valevole  per  tutta  S, 
composta  di  una  serie  e di  k frazioni  razionali.  Infatti  l’ inte- 
grale lungo  b (o  questo  qualunque  sia  S ) traducesi  , giusta  la 
(1)  del  f.  82,  in  una  frazione  della  forma 


(2-/3)*  + {z-fi)'-'  + --+  z-fi  : 

e I’  integrale  lungo  s , se  sia  ■/  il  centro  del  cerchio  S,  potrà 
svolgersi  in  una  serie  della  forma 

('n  + + ct  (-—  v'f  + • • • » 
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introducendo , come  nel  §.  78  , la  serie 

1 , 2— •/  , (*— y)1 


+ . 


in  luogo  di 


1 


'■—y  (*—  •/)*  (*— yf 

nell’  integrale  stesso.  Cotesla  seconda  espres- 

/.  — — $ 

sione  di  tu  può  qualificarsi  come  l’analoga  di  quella  colla  quale 
una  funzione  algebrica  razionale  presentasi  decomposta  nella 
propria  parte  intera  e nelle  più  semplici  parli  frazionarie. 

Si  può  subito  ottenere  anche  l’espressione  analoga  di  quella 
colla  quale  una  funzione  razionale  presentasi  come  quoziente  di 
due  prodotti  di  fattori  lineari.  Basta  applicare  la  decomposizione 
tu=(z — a^H' per  ciascun  zero  e la  m?=(z — /3)— V)F  per  ciascun 
infinito  di  tv  in  S.  Per  l’ infinito  che  è in  /34  potremo  porre 

Wt 

W (a— ft)»*  * 

essendo  IF{  nè  infinita,  nè  nulla  in  /3, , ma  altrove  infinita  o 
nulla  dello  stesso  ordine  che  tu.  Per  l’infinito  che  è in  /3, , 
porremo 


e , cosi  via , 


(*-«* 

wk 


(*-&)’» 

essendo  Wk  priva  affatto  di  infiniti  entro  S.  Quindi 

n\ 

tv= . 

Siano  ora  , aA  i posti  degli  zeri  di  tu,  e però  anche  di 
JFt , in  S,  e , (a*  gli  ordini  rispettivi.  Avuto  riguardo  ad 

a, , potremo  porre 

Wk  — (*-«!>•  W*M  , 

avuto  riguardo  ad  *s 

»V»M— 
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ecc.  ; laonde 

W*  = (z— a,>i (2— a,V«  . . . (z—*k)'ll‘  ir», „ 

e 


W= IV», » , 

(Z-I 3,)’* 

11*. a esprimendo  una  funzione  priva  di  zeri  e di  infiniti  in  S. 

Da  lutto  l’esposto  emerge  che,  in  una  porzione  di  piano 
dove  sia  monodroma  e continua,  qualunque  funzione  si  comporta 
analogamente  ad  una  funzione  razionate- 
li. SO.  La  somma  dei  numeri  q (§.  84)  relativi  a tutti  i 
punti  di  S può  esprimersi  , come  nel  §.  84,  mediante  l’inte- 
grale di  din i preso  lungo  il  contorno  di  S.  Ed  invero,  il  diffe- 
renziale 


dlw— 


dw  \ dw 


tv 


tv  dz 


dz 


può  dichiararsi  finito  dappertutto  in  S tranne  noi  posti  degli  0 
e degli  oo  di  tv.  Indicando  tuttora  con 

> ’ • * ah  i 3 • * > fJ* 

questi  posti,  e circondandoli  separatamente  con  altrettante  linee 


, O»  j Ò|  , • • , ò»  , 

e,  ricordando  dal  §.  72  che  l’integrale  preso  lungo  il  contorno 
di  S equivale  alla  somma  degli  integrali  presi  lungo  le  linee 
che  circondano  le  singolarità  del  differenziale  (che  adesso  ò 
dlw) , avremo 


J'  dlw  = J'  dlw-\- . . -f-  J*  dlw- 1-  J*  dlw-\- . . + J'  dlw , 


da  cui , per  la  (2)  del  §.  84 , la  foratola  annunziata 

0)  ^ J dlw  = Pi  + - - + H~v\  —.•—»»• 

» 

Ricordando  che  uno  zero  od  un  infinito  uuplo  può  riguar 
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darsi  come  un  sistema  di  a zeri  od  infiniti  semplici,  la  somma 
Zja  può  dirsi  il  numero  degli  zeri  (semplici)  e la  il  numero 
degli  infiniti  di  w in  S ; perciò  il  teorema  contenuto  nella 
eguaglianza  precedente  può  enunciarsi  come  segue  : 

11  numero  degli  zeri  diminuito  del  numero  degli  infiniti  di  una 
funzione  tv , in  una  porzione  S di  piano  dove  sia  monodroma  e 
continua  , eguaglia  la  quantità  di  cui  varia  Iw , divisa  per  2rt , 
nel  mentre  z percorre  positivamente  il  contorno  di  S. 

La  quantità  di  cui  varia  Iw  lungo  s equivale,  come  abbia- 
mo già  detto , al  prodotto  di  i per  quella  di  cui  varia  I’  argo- 
mento di  tv.  Dunque , indicando  rispettivamente  con  (arg»t')0 
e (argttj),  il  valore  scelto  per  argto  al  principio  del  cammino 
di  z e il  valore  che  per  variazione  continua  ne  risulta  alla  fine, 
potremo  anche  scrivere 

(*V  jZ  [Vg  «’)oJ  = 

ed  enunciare  il  teorema  come  segue  : 

Il  numero  degli  0*  diminuito  del  numero  degli  »'  di  w in 
S eguaglia  la  quantità  di  cui  varia  l'argomento  di  tv,  divisa  per 
2-,  facendo  percorrere  a ; positivamente  il  contorno  di  S (*). 


CAPITOLO  TERZO 


C'ouip  una  funzione  ni  comporli  Intorno  a un  valor  della  variabile  pel  <|unl«s 
Isolatamente  . sia  discontinua. 


$ S 7.  Per  esaminare  il  caso  di  una  funzione  che  soffra 
discontinuità  in  un  punto  à , mentre  attorno  al  medesimo  sia 


(*)  fucato  intigni*  leorcma  dovuto  n f.aurhy  presta  gremir  servigio  Mi-Ila  ^epurazione 
delle  radici  delle  equazioni.  Come  si  è mostralo  nelle  Malizie  (pagg.  107-1  II)  specialmente 
se  lratti>i  dì  equazione  (»r=«-J-i’i=0)  algebrica  , il  teorema  è anche  inesco  sotto  forma  un 

r 

po'  diversa  f involgente  la  nozione  di  iuth'cr  relativa  tu  etti  e al  rapporto 
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monodroma  e conlinua,  imagineremo  una  corona  circolare,  come 
già  nel  §.  82,  col  centro  in  <j,  entro  cui  la  funzione  sia  dap- 
pertutto monodroma,  conlinua  e finita,  e quindi  esprimibile  me- 
diante il  solito  integrale 


w — 


\ f*iv(z)dx 
2 ~ij  x—z 


preso  lungo  I’  intero  contorno  della  corona  , ossia  esprimibile 
mediante  la  differenza 


(*) 


d 


I Pw(x)dx 
2-i J x—z 

d 


dove  d e d significano  le  circonferenze  maggiore  e minore  co- 
stituenti il  contorno  della  corona  , e da  percorrersi  entrambe 
nel  senso  positivo  degli  angoli. 

Ma  adesso  si  presenta  una  distinzione  importante  fra  due 
modi  entrambi  possibili  di  essere  della  discontinuità.  Affinché  la 
espressione  trovata  per  tv  nella  corona  possa  servire  a riconoscere 
come  io  si  comporti  quando  a s’approssimi  al  centro  della  co- 
rona, bisogna,  come  nel  già  citalo  §.  82  ne  avemmo  esempio, 
che  la  espressione  continui  senza  mutamento  a valere  anche  se, 
restando  fissa  la  maggiore  delle  due  circonferenze  , la  minore 
si  vada  stringendo  sempre  più;  affinchè  z possa  sempre  più  ac- 
costarsi al  centro  senza  dover  uscire  dalla  corona-  Or  bene  , 
non  possiamo  ammettere  questa  immutabile  validità  se  non 
quando  la  circonferenza  d nello  stringersi  non  debba  mai  sor-, 
passare  infiniti  o discontinuità  di  tv-  In  quanto  alle  discontinuità, 
avendo  supposto  quella  in  d separata  (cioè  a distanza  finita) 
dalle  altre  , potremo  sempre  imaginare  la  corona  già  bastante- 
mente piccola  perchè  non  solo  in  essa,  ma  nè  anche  nel  cer- 
chio I)  (di  circonferenza  d),  non  sianvi  altre  discontinuità,  ed 
allora  la  d potrà  restringersi  indefinitamente  senza  mai  sorpas- 
sarne. Ma , quanto  agli  infiniti , non  volendo  escludere  a loro 
riguardo  vcrun  caso,  dobbiamo  contemplare  e il  caso  in  cui  la 
discontinuità  ne  sia  separata  c il  caso  contrario.  Nel  primo  , 
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prendendo  Li  corona  bastantemente  piccola,  si  che  nè  anche  il 
cerchio  D contenga  infiniti  di  tv,  la  espressione  trovata  per  tv 
nella  corona  si  manterrà  valida  comunque  restringasi  la  d.  Ma 
altrettanto  non  si  può  fare  nell’  altro  caso , che  perciò  vuoisi 
distinguere  dal  primo  , ed  esige  speciale  considerazione. 

Per  intanto  cominciamo  a riflettere  come  possano  trovarsi 
distribuiti  in  questo  secondo  caso  gli  infiniti.  Lasciamo  in  dis- 
parte, come  superflua  per  questo  scopo,  una  delle  due  circon- 
ferenze , considerando  semplicemente  un  cerchio  /).  È chiaro 
che , comunque  piccolo  si  voglia  supporre  questo  cerchio  pur- 
ché finito,  gli  oo  di  tv  fuori  di  D si  troveranno  a distanze  fini- 
te tra  loro  ; altrimenti  tv  avrebbe  valore  oo  in  qualche  esten- 
sione lineare  o superficiale  dove  ò continua,  e però  avrebbe  va- 
lor oo  dovunque,  partendo  da  quivi,  si  potesse  andare  per  liste 
di  larghezza  finita  esenti  da  discontinuità.  Per  lo  contrario,  entro 
I)  le  distanze  tra  gli  oc  non  dovranno  essere  sempre  finite;  al- 
trimenti si  potrebbe  far  impiccolire  1)  di  tanto  che,  pure  essendo 
ancora  finito  , lasciasse  fuori  di  sé  tutti  gli  oc , eccetto  quello 
che  fosse  per  trovarsi  nel  centro  <?  ; ed  allora  la  singolarità  in 
d si  troverebbe,  contro  il  supposto,  separata  da  ogni  altra.  Si 
fa  quindi  manifesto  che,  se  non  siano  separabili  dalla  disconti- 
nuità , gli  infiniti  si  succederanno  a intervalli  che  diverranno 
infinitamente  piccoli  col  diventare  infinitamente  piccola  la  loro 
distanza  della  discontinuità. 

Entro  I)  o , più  in  generale , entro  una  porzione  S del 
qdano  , la  quale  comprenda  uno  o più  punti  di  discontinuità  , 
esisterà  un  numero  finito  o no  di  oc , secondo  che  questi  sa- 
ranno o no  separati  dalle  discontinuità. 

Concependo  intorno  ad  una  discontinuità  non  separata  da- 
gli oc  una  corona  circolare  finita  II — D non  contenente  verun 
oc  , allorché  si  vorrà  imaginare  che  la  circonferenza  d si  ri- 
stringa , siccome  di  quando  in  quando  dovrà  sorpassare  degli 
oc , se  questi  si  vorranno  escludere  dalla  corona , bisognerà 
imaginare  che  allora  si  ristringa  anche  la  circonferenza  d,  e si 
dovranno  quindi  mutare  ad  un  tempo  e l’  integrale  lungo  d e 
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quello  lungo  d nella  espressione  (I)  della  funzione.  La  corona 
non  potrebbe  più  avere  che  una  larghezza  infinitesima  , se  si 
volesse  con  essa  stringere  infinitamente  da  vicino  il  punto  <J. 

Esenti ii.  Presentano  in  à una  discontinuità  separata  dagli 
infiniti  le  funzioni 


< 


le  quali,  di  infiniti,  non  ne  hanno  nemmeno  uno,  essendo  conti- 
nue e finite  per  ogni  valor  di  z diverso  da  £.  Esse  però,  eccettua- 
tane la  prima , posseggono  una  infinità  di  zeri  succedenlisi  ad 
intervalli  che  divengono  infinitesimi  insieme  colla  distanza  loro 


da  d.  Cosi,  per  esempio,  la  funzione  cos — -,  è nulla  (del  primo 

z — o 

ordine)  per  tutti  i valori  di — - che  sono  multipli  dispari  di  ^ ; 

z — o z 


cioè  dire  è nulla  in  tutti  i punti  del  piano  z dati  dalla  foratola 


\ 

z — <? 


(*«+•)£  . 


ossia 


(2h»+1)jt 


la  qual  formola  somministra  evidentemente  punti  tanto  più  pros- 
simi l'uno  all’altro  e a d quanto  più  grandi  sono  i valori  che 
vi  si  pongono  per  m.  Prendendo  una  di  siffatte  funzioni  come 
denominatore  (sì  che  i suoi  zeri  diano  luogo  ad  altrettanti  in- 
finiti), si  formeranno  quozienti  che  offriranno  in  d una  disconti- 
nuità non  separata  dagli  infiniti.  Tale  è il  quoziente  tang  — — ; ('). 


(*)  Le  addotte  trascendenti  porgono  gli  esempi  i più  ovvi  possibili  di  discontinuità.  Le 
funzioni  algebriche,  sia  irrazionali  che  razionali,  non  possono  offrire,  come  notammo  uri 

I 

§.  43,  esempi  di  discontinuità.  Se  considerassimo,  non  le  c:  * , sen -,  ccc.  , ma  le  e’, 

sen  ecc.,  queste  presenterebbero  la  discontinuità,  non  nel  punto  6',  ma  nel  punto  oc  (Ca- 
pitoio  quarto).  Una  discontinuità,  come  un’  infinito,  di  una  funzione  può  sempre  trasportarti 

nel  punto  *,  con  costituzione  x — $=  — di  nuova  variabile  Indipendente. 
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$.  88.  Teorema.  In  un  punto  di  discontinuità,  una  funzione 
ammette  come  calori  lutti  quanti  i numeri  ; ove  però  la  discontinuità 
non  sia  di  quelle  che  si  possono  togliere  mutando  il  valor  della 
funzione  puramente  in  esso  punto. 

Cominciamo  a dimostrare  che  nel  detto  punto  (sia  sempre 
d)  la  funzione  ammette  il  valore  oo . Ciò  è di  per  sè  evidente 
se  la  discontinuità  non  sia  separata  dagli  cc . Quando,  pel  con- 
trario, ne  sia  separata,  si  consideri  la  espressione 


d i 


della  quale  si  supponga  che  D non  ecceda  l’intorno  di  d,  cioè 
non  contenga  altra  singularità  di  w fuorché  quella  che  esiste 
in  i.  Ponendo,  nell’integrale  preso  lungo  d , 
ili 

x — ’j=lie  , dx=( x — à)  i dii  , 

esso  può  scriversi  come  segue  : 

S* 


Il  valore  di  questo  integrale  non  cambia  allo  stringersi  della 
circonferenza  d;  ma,  stringendosi  d e perciò  avvicinandosi  x a S, 
il  denominatore 


cresce  all’  infinito.  E pertanto,  se  w(x)  mai  non  cessasse  di  es- 
sere finita  in  ogni  punto  di  d comunque  questa  circonferenza 
impiccolisse  , la  frazione 


«>(*) 


e quindi  l’ integrale , dovrebbe  essere  minore  di  qualsia  gran- 
dezza assegnata  , cioè  dire  zero.  Ma  in  tal  caso  resterebbe  , 
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come  espressione  di  w , 


i 


cioè  il  solo  integrale  lungo  d,  il  quale  rimane  continuo  e finito 
anche  giungendo  z nel  punto  3.  Quindi  w dovrebbe  rimanere 
pur' essa  continua  e finita  per  z—3 , a meno  che,  al  giungere 
di  z in  3,  tv  cessasse  di  coincidere  in  valore  coll’  integrale;  il 
che  avvenendo , tv  avrebbe  in  3 una  discontinuità  che  si  po- 
trebbe togliere  mutandone  il  valore  in  questo  solo  punto,  cioè 
dandole  come  valore  quello  somministrato  dall’  integrale.  Esclu- 
dendo le  discontinuità  di  questa  sorta,  resta  dunque  dimostrato 
che  tv  deve  ammettere  in  3 come  valore  l’oo  . 

Per  riconoscere,  infine,  che  w deve  ammettere  in  anche 
qualsiasi  altro  numero  A come  valore,  si  consideri  la  funzione 


Questa  è pure  necessariamente  discontinua  in  3,  e però  vi  am- 
mette come  valore  I’»  ; ma  ciò  non  può  darsi  senza  che  ivi 
possa  riuscire  w — 71=0,  cioè  w=A  ("). 

0-  80.  Pigliamo  ancora  la  formola 

m «)=—  fwWd*  1 f »(*)** 

IxiJ  X — z "ìr.ij  X — z 

d i 

Come  la  (1)  del  §.  78  per  la  estensione  S,  cosi  questa  per  la 
estensione  D— D può  riguardarsi  come  una  prima  espressione 
analitica  della  funzione  w,  e,  svolgendo  in  serie  gli  integrali, 
si  otterranno  altre  espressioni  analitiche  di  essa  funzione. 

Consideriamo  lo  sviluppo  in  serie  progrediente  secondo  le 
potenze  intere  di  z— 3,  Nel  primo  integrale,  essendo  mod(x— 3) 


(*)  .Nel  §.  15  «I  è già  riscontrala  la  verità  ili  questo  teorema  a riguardo  della  funzione 

c*  nel  punto  féO. 
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> mod  (i— o) , possiamo  porre 


e nel  secondo,  essendo  mod(x — d)<mod  (z— £),  possiamo  porre 


j _ 1 x-J  (x-J)« 

*-z  j-o'A*— 

Ritenuto  , per  brevità  , 


B-s 


w(x)d * 
x — d)"+* 


avremo 


(3)  ^•/!^zr=“Ho+H1(2-c?H-H1(J-a)*+.. 


(4)  “sj  — 


»,  , II, 


z-ì  1 (2_J)* 


+ 


e quindi 
(») 


«•-Hu+Ht(z-d)+H1(z-<J)*+  . . . 

, A 4-  _A_  4- 
+ z_0'  + (2_«J)*  + • • * * 


La  espressione  (1)  e quindi  questo  sviluppo  in  serie  non 
presuppongono  altro  se  non  che  tv  sia  raonodroma,  continua  e 
finita  entro  la  corona.  In  o'  ed  in  ogni  altro  punto  entro  D o 
fuori  di  I)  la  tv  potrebbe  comportarsi  comunque  ; e non  è 
nè  anche  necessario  di  supporre  che  essa  esista  o sia  data  fuori 
della  corona.  Enuncieremo  l’ottenuto  risultato  nel  seguente 
Teorema.  Una  funzione  monodroma , continua  e finita  entro 
una  corona  circolare,  di  cui  sia  o il  centro,  può  quivi  rappresen- 
tarsi mediante  una  serie  che  procede  secondo  le  potenze  intere,  po- 
sitive e negative  di  z — o. 

Questo  teorema  è dovuto  a P.  A.  Laurent,  che  lo  pre- 
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sentava  nel  1843  (*)  all’ Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  come 
estensione  di  quello  di  Cauchy  (§.  78). 

Riflettendo  che  tanto  I’  uno  come  I’  altro  integrale  nelle 
formolo  (2)  può  prendersi  indifferentemente  lungo  d o lungo 
d,  poiché  fra  d e d non  cade  alcuna  singularilà  dei  loro  dif- 
ferenziali , si  scorge  che  le  due  forinole  si  possono  compendiare 
in  una  sola,  bastando  di  ritenere  l’una  o l’altra  come  adope- 
rabile anche  per  n negativo,  e di  porrà  nella  (5)  H— . in  luogo 
di  Hn , ovvero  H—n  in  luogo  di  H„.  Si  avrà  dunque 

»— f - 

(5)'  te=  2 ■»(*—' *)"» 


dove  i coefficienti  sono  dati  dall’  unica  formula 


(2)' 


1 w(*)dr. 

2 wj  («—*)»+*  ’ 


nella  quale  l’ integrale  può  prendersi  lungo  d,  o lungo  d,  o lungo 
qualsiasi  altra  linea  chiusa  entro  la  corona  che  formi  un  giro 
positivo  intorno  a o\ 

Volendo  mettere  in  evidenza  una  variabile  d’integrazione 
reale,  si  potrebbe  porre 

iti 

/. — d—Re  , 


essendo  R il  raggio  della  d,  o della  d,  od  altro  intermedio.  Si 
avrebbe 


(2)" 


H-skf 


fn  Q»  __ 

tM+Re  ) R n 

\ to=—lw{ì  + Re  )e  dii  , 

o 


niìi 


ed  anche 


(5)' 


(*)  Vedi  il  Ionio  17  dei  0>mple> t Renditi,  pugg.  34#  e D38. 
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Come  nel  caso  del  cerchio  (ossia  del  teorema  di  Cauchy), 
faremo  qui  osservare  che 

La  w ammette  un  solo  sviluppo  secondo  le  poterne  intere  di 
z — o entro  la  corona. 

Infatti  , supponiamo  che  per  tutta  o per  una  parte  della 
corona  possa  sussistere  I’  eguaglianza 

■— +■ 

w=  2 *»(*—*)*  • 


Questa  parte  di  corona  non  polrebb’ essere  che  essa  pure  una 
corona  di  centro  <?;  poiché  una  serie  della  forma  qui  supposta 
converge  di  necessità  entro  tutta  una  corona  di  centro  à e quivi 
soltanto  (§.  53),  e,  se  w entro  la  corona  D — D coincide  colla 
serie  per  qualche  estensione  lineare  o superficiale , deve  coin- 
cidere per  tutto  in  D— D dove  la  serie  rimanga  convergente 

dz 

(§.  79).  Moltiplicando  la  supposta  eguaglianza  per  - ■ , j , e 

(z— o)*+ 

integrando  lungo  una  circonferenza  di  centro  <?  e compresa 
nella  corona  in  cui  l’ eguaglianza  deve  sussistere , si  avrà 


ma  , giusta  il  75 , I’  integrale 


dz 


è nullo  per  tutti  i valori  dell’intero  v diversi  da  n,  ed  eguale 
a 2jtì  per  *=«  ; dunque  resterà 

f » tcdz  , „ . 

I jTj  — hn  2~i , 

tj  (2-ò)  + 


la  qual  formoia,  sostituendo  la  lettera  x alla  z,  non  diversifica 
dalla  (2)',  cioè  dice  che 

00.  Se  si  tratta  di  una  discontinuità  separata  dagli  in- 
finiti , mercè  le  formolo  trovate  possiamo  considerare  come 
risoluta  (per  quanto  può  richiedersi  in  generale  , cioè  senza 
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scendere  a funzioni  particolari)  la  questione  ili  riconoscere  come 
la  funzione  si  comporti  intorno  a essa  discontinuità.  Questo  modo 
di  comportarsi  viene  espresso  dal  secondo  dei  due  integrali 
componenti  il  secondo  membro  della 


é d 


in  cui,  mentre  rimane  fissa  la  circonferenza  d,  la  d può  restrin- 
gersi quanto  si  vuole;  laonde  si  può  imaginare  che  il  punto  z 
si  avvicini  quanto  si  vuole  al  punto  3.  Ovvero  viene  espresso 
dalla  serie 


(2) 


nwW,.  _U-t  t Hrv_  , li-,  , 

2 nij  X— s z—3  ' (z  ^ J)®  ' (c  — * " * * 


nella  quale  l’integrale  suddetto  può  svolgersi,  e della  quale  i coef- 
ficienti rimangono  invariati  avvicinandosi  comunque  z ad. 

Di  questa  serie  o funzione  si  potrà  dire  che  in  3 diviene 
discontinua  come  la  w.  E della  espressione  (1)  si  può  dire 
che  offre  la  w decomposta  in  quella  sua  parte  (l'integrale  lungo 
rf)  a cui  è dovuta  la  singolarità  in  3 , ed  in  quell’  altra  (I’  in- 
tegrale lungo  d)  che  rimane  continua  e finita  in  3 come  in 
ogni  altro  punto  di  D,  e che  ammette  quindi  in  U uno  sviluppo 
secondo  le  potenze  intere  e positive  di  z—3.  Le  singolarità  di 
cui  w potesse  essere  alletta  nelle  altre  regioni  del  piano,  cioè 
fuori  del  cerchio  D.lrovansi  tutte  necessariamente  compendiate 
in  questa  parte  (l’integrale  lungo  d),  la  quale  sarebbe  continua 
e finita  per  tutto  il  piano,  se  w non  avesse  altra  singolarità 
che  quella  in  3;  giacché  la  parte  (2)  è funzione  monodroma , 
continua  e finita  in  qualunque  punto  del  piano  diverso  da  3. 
Ciò  è manifesto,  tanto  considerando  la  espressione  di  questa 
parte  sotto  forma  di  integrale , quanto  la  serie , la  quale,  con- 
vergendo nella  corona  O — D esteriore  al  cerchio  D,  a maggior 
ragione  converge  per  moduli  di  z—3  ancora  più  grandi  (§.51). 

Se  nel  punto  3 la  funzione  sarà  veramente  discontinua,  la  (2) 


SEZIONE  QUARTA 


HO 


sarà  veramente  una  serie,  cioè  consterà  di  un  numero  infinito  di  termi- 


ni; imperocché,  se  si  chiudesse  col  termine 


-,  la  funzione,  in 


{z-)y 

forza  della  stessa  (I),  non  sarebbe  discontinua  in  tJ,  ma  infinita 
dell’ordine  v esimo. 

E,  reciprocamente,  possiamo  asserire  che  qualunque  serie,  or- 
dinata secondo  le  potenze  intere  e negative  di  z—à,  e convergente 
per  qualsia  valor  di  z diverso  da  ò , esprime  una  funzione  discon- 
tinua in  o\  e quindi  ammette  in  o come  valore  qualunque  numero. 

Per  una  discontinuità  non  separata  dagli  infiniti  la  espres- 
sione (1)  , come  avvertimmo  nel  §.  87  , non  soddisfa  alla  ri- 
chiesta di  individuare  il  modo  secondo  cui  la  funzione  si  com- 
porti , avvicinandosi  z a Essa  , ovvero  lo  sviluppo 


2 O.(z-d)* 


non  è una  permanente  espressione  della  funzione;  per  l’oppo- 
sto , i coefficienti  H dovrebbero  mutare  e tanto  più  spesso 
quanto  più  z si  andasse  accostando  a o,  poiché  lo  sviluppo  non 
riuscirebbe  valido  se  non  che  in  una  corona  viepiù  sottile.  Per 
sifTalte  discontinuità  divengono  necessarie  altre  forinole.  Nei  casi, 
che  nella  Sezione  successiva  considereremo,  troveremo  non  già 
una  serie  quale  la  (2),  od  un  prodotto  infinito  di  fattori  interi  e 

lineari  rispetto  a z'=-^—  , ma,  come  anche  già  qualche  esem- 

Z 0 

pio  n'adducemmo,  quozienti  di  simili  serie  o di  simili  prodotti. 

91.  Considerando  una  funzione  w nell’  intorno  di  una 
sua  discontinuità,  abbiamo  poc’  anzi  osservato  , che  , delle  due 
parti  ossia  dei  due  integrali  componenti  la  espressione 


ic(/.)dz 

x — z 

é 

la  prima  compendia  in  se  tutte 


i O w(x)d x 

2 nij  x—z 

d 

le  singolarità  che  w può 


pre- 


Digitìzed  by  Googlc 


COME  SI  COMPORTINO  LE  FUNZIONI,  OVE  SIANO  MONODROME  V4I 

Sun  lare  fuori  del  cerchio  O.  Ora,  questa  parte  potrà  alla  sua 
volta  decomporsi  ; o , in  altri  termini , come  si  è estratta  da 
tv  la  parte  corrispondente  alla  singularità  in  S,  cosi  si  potranno 
estrarre  le  diverse  parti  corrispondenti  a quante  altre  piacerà 
fra  le  singularità  della  stessa  funzione. 

Ed  invero  , consideriamo  una  porzione  qualunque  S del 
piano  che  contenga  quanti  si  siano  punti  tra  loro  separati  dove 
tv  sia  infinita  o discontinua.  Indicando  con  i punti  dove 

w é infinita  , con  iìt  . . quelli  dov’  è discontinua  , e cir- 
condando tulli  questi  punti  con  altrettante  linee  bt , . . ,bk , 
d, , . . , dj , nella  porzione 

S—Bi  - Bk  — Dt  — . . — D, 

di  S,  esteriore  a tutte  le  anzidette  linee,  tv  sarà  continua  e 
finita  senza  eccezioni;  quindi,  pel  solito  teorema,  potremo  porre 


l'integrale  essendo  da  prendersi  lungo  il  contorno 
s — bt  — . . — bk~  df  — . . — dj 

della  porzione  medesima,  indicando  le  integrazioni  lungo  le  sin- 
gole parti  del  contorno  separatamente  , avremo 


Ed  ecco  che  questa  formola  porge  appunto  tv  decomposta  in 
diverse  parli  o funzioni  corrispondenti  alle  diverse  singularità  en- 
tro S,  ed  in  un’ultima  parte  o funzione  la  quale  è continua  e finita 
in  ogni  punto  di  S , ma  compendia  in  se  tutte  le  singularità 
che  tv  potesse  ancora  presentare  fuori  di  S,  ossia,  fuori  di  S, 
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riesce  dovunque  continua  e finita  con  w , o nella  stessa  guisa 
infinita  o discontinua  (*). 

In  questa  forraola  di  decomposizione  potremo  sostituire  a 
ciascun  integrale  preso  lungo  una  linea  d uno  sviluppo  in  serie 
della  forma  f|.  89) 


H- 


■-3 


valevole  comunque  z si  approssimi  a $,  del  pari  che  a ciascun 
integrale  preso  lungo  una  linea  6 possiamo  sostituire  una  fra- 
zione razionale  della  forma  (§.  82) 


ó0)  . dlì  , , <r-'> 

r H zzi-r  • • • • H • 

(*HJ)  (*-/9)  2-/3 

Se  per  ciascun  punto  /5  fosse  data  la  rispettiva  frazione  e 
per  ciascun  punto  H la  rispettiva  serie  , ovvero , se  per  ogni 
punto  della  S , dove  tv  dovesse  essere  infinita  o discontinua  , 
fosse  data  una  funzione  che  ivi  dovesse  essere  infinita  o di- 
scontinua come  w (”*),  e se  inoltre  fossero  dati  i valori  di  w 


(*)  Questa  drcomposiziooc  può  beii'anche  farsi  se  qualcuna  delle  discontinuità,  per  esempio 
quella  in  $,  , iiuii  fosse  separata  dupli  infiniti.  Allora  però  bisognerebbe  ritenere  Dt  di  una 
grandezza  determinata  (od  almeno  compresa  fra  limiti  determinati),  onde  non  venisse  a mu- 
tarsi il  numero  degli  infiniti  compresi  nella  superficie 

e quindi  il  numero  degli  integrali  da  assumersi  nella  espressione  (1).  Pure  sotto  questa  con- 
dizione , è ben  lecito  di  dire  che  l'integrale  preso  lungo  d,  somministra  quella  parte  di  h- 
clie  è affetta  dalla  discontinuità  non  separata  dagli  infiniti  esistente  in  La  determina- 
zione di  una  diversa  espressione  per  quest'  integrale  ne  darebbe  pur  sempre  una  corrispon- 

dente per  ir. 

Sianvi  o non  sianvi  discontinuità  non  separate  dagli  infiniti  , dalla  esposta  decomposi- 
zione s*  incomincia  a comprendere  che  lo  studio  delle  funzioni  afTette  da  qualsiasi  numero 
di  discontinuità  in  punti  si  potrà  ridurre  allo  studio  di  funzioni  affette  ciascuni!  da  una  sola 
discontinuità  ; la  quulc  d'  altronde  potrà,  come  notammo , essere  sempre  supposta  net  punto 

* . 

(**)  Con  questo  secondo  modo  d*  esprimerci  vogliamo  fur  intendere  che  nei  punti  3 e $t 

per  esempio  in  3j  , potrebbe  anche  essere  data  , non  precisamente  la  su  indicala  frazione 

razionale,  ma  una  qualsiusi  altra  funzione  9 che  in  divenisse  infinita  come  la  medesima; 

I 

imperocché  questa  potrebbe  poi  sempre  estrorsi  ila  9 prendendo  l'integrale 

irti, 


«-Pi 
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nel  contorno  della  S,  la  formola  precedente  attesta  che  w reste- 
rebbe allatto  determinata  per  tutti  i punti  entro  S.  Però,  come 
già  altrove  avvertimmo,  questo  sistema  di  dati  è soprabbondante, 
cioè,  i dati  stessi  non  sono  tutti  indipendenti  tra  loro. 

Anche  all’integrale  preso  lungo  s potrà  sostituirsi  una  serie 
ordinata  secondo  potenze  intere,  ma  positive,  di  una  differenza 
z — •/  ogniqualvolta  la  S si  ritenga  un  cerchio.  Cosi  ritenendola, 
e designando  con  y il  centro  del  cerchio,  se  nella  formola  (1) 
si  sostituisce  a ciascun  integrale  il  rispettivo  sviluppo,  essa  for- 
mola diviene 


(*) 


C,(.—  7)*+  • • ■ • 

. „r  d”  à'<  , 

+2fe+(7^rr+-+ 

+*[£?  +p=fr+- 


dove  il  V accenna  ad  una  somma  di  espressioni  della  stessa 
forma  di  quelle  alle  quali  è preposto  ; cioè  di  espressioni  dal- 
I’  una  all’  altra  delle  quali  possono  cambiare  soltanto , insieme 

con  /3,  il  numero  intero  v e i coefficienti  à0) , e , 

insieme  con  d , i coefficienti  H— Le  formole  che 
determinano  i coefficienti  mediante  i valori  di  w sono  (§§.  78, 
82  , 89)  : 


(3) 


1 

I 


\ 


L’n  = 


H„= 


1 p w(x)dx 
I p w(*)dx 

w (T^p- 

l p W(x)dx 

2kìJ  (x—Ì)n+l 


(h=0,  1, 1,  ere. 


(■— — — (»— i), . . . — * 


(n=s=  — f, — 2,  ere. 
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Esame  del  medi  seconde  I quali  ma  funzione  possa  comportarsi 
pel  valore  * della  variabile  , 

supposto  ebe  Intorno  al  medesimo  debba  essere  monodroma  e concinna. 


t*  9*.  Da  qui  innanzi  giova  avvezzarsi  a concepire  il  luogo 
dei  punti  rappresentativi  dei  valori  di  s in  forma  sferica  piulto- 
stochè  piana,  o meglio,  giova  tenere  simultaneamente  entrambe 
le  forme  presenti  nel  pensiero  (*). 

Imaginando,  come  fu  detto  nel  §.  14,  al  disotto  del  piano  oriz- 
zontale una  sfera  di  raggio  finito  che  lo  tocchi  nel  punto  0,  riguar- 
deremo come  rappresentativo  del  numero  z sulla  sfera  il  punto  p 
in  cui  la  medesima  (Fig.  31)  è traversata  dalla  retta  che  va  dal 

Fig.  ». 


punto  antipode  di  0 (")  al  punto  P rappresentativo  dello  stesso 
numero  z sul  piano  orizzontale.  Le  effettive  dimensioni , tulle 

(•)  Il  nostro  modo  il'  esprimerci  deve  ricontare  che  nessuno  degli  enti  geometrici  di 
cui  sì  fa  uso  Ita  curai tere  di  necessità  nell'analisi  delle  funxioni.  É poi  chiaro,  e già  I*  av- 
vertimmo a pag  126,  che  si  preferisce  la  afera  ad  altre  superficie  non  meno  acconcio  allo 
stesso  ufficio  per  la  sola  ragione  che  <v  la  più  famigliare. 

(**)  Per  fissar  meglio  le  idee  c per  brevità  di  linguaggio  conviene  considerare  la  sfera 
come  fosse  il  globo  terrestre.  Riferendoci  al  punto  0 , continuiamo  a qualificare  come  oriz- 
zontale il  piano  c qualifichiamo  come  antipode  il  punto  diametralmente  opposto  a 0. 
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le  proprietà  della  sfera  che  non  hanno  a fare  colla  sua  connes- 
sione , restano  allatto  indifferenti  per  quest’  ufficio  di  rappresen- 
tazione ; e , ogni  qualvolta  sarà  d'  uopo  concepire  con  più  di 
precisione  la  effettiva  grandezza  delle  parti  reale  e imaginaria 
del  numero  z rappresentalo  da  un  punto  p , s’ imaginerà  dal- 
I’  antipode  di  0 la  retta  che  per  p va  a determinarne  nel  piano 
orizzontale  il  corrispondente  P,  e la  posizione  di  P rispetto  agli 
assi  soddisferà , come  al  solito , alla  richiesta. 

Ogni  qualvolta  i valori  di  una  funzione  x,y ) fossero  presup- 
posti distribuiti  su  una  porzione  S del  piano  orizzontale,  si  potreb- 
bero anche  imaginare  trasportati  ciascuno  nel  punto  corrispon- 
dente della  sfera  (il  valore  esistente  in  P trasportato  lungo  Pp 
e deposto  in  p) , e così  avere  invece  una  porzione  della  sfera 
coperta  dai  valori  di  ?;  il  che  poi  si  potrebbe  esprimere  di- 
cendo che  f è data  in  questa  porzione  della  sfera.  Viceversa,  se 
<f  fosse  data  da  prima  su  una  porzione  della  sfera  , si  potreb- 
be imaginarne  trasportati  sul  piano  i valori,  e riguardare  quindi 
la  ? come  data  nella  corrispondente  porzione  del  piano. 

Ma  propriamente  giova  avvezzarsi  a riguardare  il  piano,  con 
sopra  depostivi  i valori  della  funzione,  puramente  come  una  delle 
diverse  forme  che  può  prendere  la  superficie  sferica  (o,  più  in 
generale,  tanto  il  piano  che  la  sfera  come  due  delle  diverse 
forme  che  può  prendere  la  superficie  2) , considerata  come  una 
rete  0 tessuto  di  fili  flessibili  ed  estendibili,  di  cui  i nodi  0 
crocicchi  esprimano  i punti , coi  quali  punti-valori  di  2 debbonsi 
imaginare  congiunti  indissolubilmente  i valori  della  funzione.  Di 
conformità  a ciò,  ciascuna  lettera,  che  verrà  assunta  per  signi- 
ficare una  porzione  di  superficie  z,  od  una  linea  in  essa,  od 
un  valore  di  z,  0 di  w,  od  ecc. , si  riterrà,  in  generale  ('),  si- 
gnificativa della  stessa  cosa  e nella  forma  piana  e nella  forma 
sferica  della  superficie  2.  Potremo  imaginare  che  questa  super- 
ficie dalla  forma  sferica  si  tramuti  alla  forma  piana,  0 viceversa, (*) 


(*)  Falla,  cioè,  eccezione  per  quando  la  chiarezza  esiga  lettere  in  qualche  modo  dislinle 
Ira  loro,  come  le  P 0 P della  figura  31. 
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per  moto  simultaneo  di  lutti  i suoi  punti  che  percorrino  le  ri- 
spettive rette  p P,  o Pp. 

Sino  dal  §.  8 stabilimmo  che  il  piano  orizzontale  s’ inten- 
desse sempre  osservato  dall’alto  al  basso,  o,  in  altri  termini, 
che  se  ne  osservasse  sempre  la  faccia  superiore.  Ora,  comunque 
si  deformi  la  superfìcie  o tessuto , si  ha  sempre  da  ritenere 
osservala  la  faccia  che  è la  deformata  di  cotesta  superiore.  Nella 
forma  sferica  questa  faccia  riesce  la  esterna , che  può  ancora , 
con  ogni  convenienza  , qualificarsi  come  superiore. 

Imaginando  in  forma  sferica  anziché  piana  la  superficie  z 
si  ha  incontrastabilmente  un  solo  punto  coinè  rappresentativo  di 
i=cc,  e tutti  i valori  di  qualsiasi  funzione  distribuiti  sulla  su- 
perficie z vengono  a trovarsi  nel  finito,  e,  precisamente,  tutti 
quelli  che  sarebbero  stali  all'  infinito  vengono  a riunirsi  nel  solo 
punto  antipode.  Quindi  si  potrà  abbracciare,  come  vedremo, 
affatto  chiaramente  con  eguali  considerazioni,  e,  per  lo  più,  con 
eguali  forinole,  tanto  ciò  che  si  riferisce  ai  valori  finiti  quanto 
ciò  che  al  valor  oc  della  variabile  ; la  qual  cosa  si  può  ben  pre- 
sentire che  permetterà  di  introdurre  viepiù  di  armonia  e sem- 
plicità nella  teorica  delle  funzioni. 

93*  Eccettuati  nel  piano  i punti  all’  infinito  e nella  sfera 
il  punto  antipode,  ad  ogni  punto  nell’uria  superficie  corrisponde 
un  esclusivo  punto  nell’  altra , e , secondochò  due  punti  siano 
o non  siano  infinitamente  vicini  tra  loro  nell’  una,  anche  i cor- 
rispondenti nell’  altra  sono  o non  sono  infinitamente  vicini.  E 
però,  falla  eccezione  per  z = oo,  una  funzione  che  abbia  un 
solo  valore  (finito  o infinito)  in  un  punto  nell' una  forma  (pia- 
na o sferica  ) di  distribuzione , conserverà  distintamente  quel 
solo  valore  nel  corrispondente  punto  dell’altra,  e la  continuità 
nei  valori  delia  funzione  non  potrà  subire  alterazione  alcuna  nel 
passaggio  dall’  una  all’  altra  forma.  Le  singularilà  (infiniti  e di- 
scontinuità) della  funzione  compariranno  dunque  non  solo  nei 
luoghi  corrispondenti  ma  anche  colle  stesse  circostanze  nella  di- 
stribuzione sferica  come  nella  distribuzione  piana.  Perciò,  pia- 
cendoci anche  ili  considerare  la  distribuzione  sferica  senza  ri- 
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ferimento  alla  piana,  in  quanto  ai  modi  possibili  di  comportarsi 
di  una  funzione  in  un  punto  potremo  ritenere  a dirittura  sta- 
bilite precisamente  le  stesse  distinzioni  che  si  farebbero  con- 
siderando la  funzione  sul  piano.  Ora,  nella  distribuzione  sferica, 
il  luogo  di  z =■  oc  è nettamente,  come  il  luogo  di  un  valor 
finito  di  c,  un  solo  punto,  al  quale  si  possono  immediatamente 
applicare  senza  oscurità  le  stesse  distinzioni  di  circostanze  che 
per  ogni  altro  punto  abbiamo  riconosciute  possibili  e potute 
trasportare  dal  piano  alla  sfera. 

E pertanto  , noi  adottiamo  da  questo  momento  per  esso 
punto  le  dette  distinzioni  ; e , dalle  medesime  prendendo  le 
mosse,  vogliamo  avviarci  a conseguire  relativamente  ai  vari  modi 
di  quivi  comportarsi  delle  funzioni , le  espressioni  analoghe  di 
quelle  che  abbiamo  ottenuto  per  valori  finiti  di  z. 

Ma  non  sembrerà  inopportuno  di  osservare  prima  con  quali 
modificazioni  passino  a presentarsi  nella  distribuzione  piana  le 
varie  sorta  di  circostanze  delle  quali  resta  cosi  fissato  di  fare 
distinzione  circa  il  punto  oc  nella  distribuzione  sferica. 

Giusta  il  fissato  , sarà  da  chiamarsi  continua  e finita  per 
2=00  una  funzione  w allorché,  entro  una  calotta  Cw(od  altra 
comunque  foggiata  porzioncella  della  sfera  ) piccola  quanto  si 
sia  ma  finita  e contenente  il  punto  antipode , si  trovi  deposto 
per  tv  in  ogni  punto  un  valor  finito  che  non  differisca  sensibil- 
mente dai  valori  deposti  nei  punti  contigui.  Ora , designando 
con  C la  calotta  che  insieme  colla  Ti,,  costituisce  tutta  quanta 
la  sfera,  tutte  le  singularità  da  cui  w fosse  affetta  si  troveran- 
no entro  C,  e,  se  si  imagina  che  C ingrandisca  ossia  tenda 
a divenire  la  intiera  sfera,  i valori  di  w sulla  circonferenza  c 
(contorno  di  C)  tenderanno  tutti  per  gradi  insensibili  a dive- 
nire quell’  unico  numero  A che  è il  valore  di’  tv  nel  punto  an- 
tipode. E però , considerando  la  distribuzione  nel  piano , affin- 
chè tv  possa  dirsi  continua  e finita  per  s = oo,  bisogna  che 
si  possa  descrivere  sul  piano  una  circonferenza  finita  c (la  cor- 
rispondente della  « sulla  sfera  ) abbracciarne  tutte  quante  le 
singolarità  di  w,  e che,  facendo  ingrandire  questa  circonferenza 
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indefinitamente,  i valori  di  w su  di  essa  tendano  tulli  per  gradi 
insensibili  ad  un  medesimo  limite  A. 

Esempi.  Supponendo  distribuiti  sul  piano  i valori  della  fun- 

i 

zione  e* , come  circonferenza  e può  prendersi  una  qualunque 
contenente  il  punto  0,  essendo  questo  il  solo  punto  in  cui  la 
funzione  presenta  una  singularità  ( discontinuità  ) ; facendo  poi 
ingrandire  la  c indefinitamente,  i valori  della  funzione  su  di  essa 
tendono  tutti  per  gradi  insensibili  al  limite  i , che  è il  valore 
della  funzione  per  z=oo.  Supponendo  distribuiti  i valori  della 
frazione  razionale 


(z— »|)(z—  *i)  ■ • .(z— 
(*— 


in  cui  h non  superi  k,  come  circonferenza  e si  potrà  prendere 
una  qualunque  di  quelle  che  abbracciano  i punti  fi{,  /3,,. . , (3k; 
e,  facendo  ingrandire  c infinitamente,  i valori  su  di  e tenderanno 
tutti  al  limile  0,  se  sia  h<k  , od  al  limite  A,  se  h—k. 

Sarà  da  chiamarsi  continua  ma  infinita  per  t—x  una 
funzione  w allorché  per  z— oc  sia  continua  e nulla  la  sua  re- 
ciproca. E però , nella  distribuzione  piana  dovranno  verificarsi 
pei  valori  reciproci  di  w le  circostanze  dianzi  avvertite  per  tv 
continua  e finita  ( e col  valor  0 per  A ).  Del  resto  giova  rico- 
noscere potersi  ancora  dire  che  le  stesse  circostanze  si  verifi- 
cano direttamente  nei  valori  della  funzione  ; ingrandendo  la  c , 
non  si  può  negare  che  la  funzione  su  di  essa  tende  ancora 
per  gradi  insensibili  a prendere  ancora  un  valor  eguale  in  tutti 
i punti;  in  questo  senso,  che  la  medesima  non  salta  mai  bru- 
scamente da  un  valore  finito  ad  altro  valore  , e che  i suoi 
valori  su  e devono  infine  esser  tutti  oc . 

Sarà  finalmente  da  chiamarsi  discontinua  per  z*=x  una 
funzione  allorché  non  cada  nei  due  casi  precedenti,  cioè  dire, 
allorché  nè  essa,  nè  la  sua  reciproca,  sia  continua  e finita 
per  ;=x . In  questo  caso  resterà  fra  breve  dimostralo,  analo- 
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gannente  a ciò  che  dimostrammo  delle  discontinuità  per  valori  finiti 
di  z , che  , se  la  discontinuità  non  sia  tale  da  potersi  togliere 
mutando  sulla  sfera  il  valor  della  funzione  nel  solo  punto  an- 
tipode , in  questo  punto  la  funzione  ammette  come  valori  tutti 
quanti  i numeri.  Se  la  discontinuità  si  supponga  separata  dagli 
infiniti , si  potrà  ancora  imaginare  sul  piano  una  circonferenza 
finita  e che  abbracci  tutte  le  altre  singularità  di  tv;  ma,  facendo 
ingrandire  la  e , tanto  in  questa  supposizione  come  in  quella 
di  discontinuità  non  separata  dagli  infiniti,  i valori  della  funzione 
su  di  e più  non  tenderanno  a divenire  tutti  eguali  tra  loro. 

Esempio  ne  può  essere  la  e’.  Questa  funzione , come  s’  è 
più  volte  ripetuto,  è discontinua  in  oo,  ma  dappertutto  altrove 
continua  e finita.  Andando  nel  piano  all’  infinito  per  una  retta 
non  parallela  all’asse  imaginario,  la  e‘  nell’ una  direzione  delia 
retta  riesce  infinita,  nell’  altra  nulla.  Andandovi  per  una  paral- 
lela al  detto  asse  , la  e‘  riesce  indeterminala  per  la  indetermi- 
nazione dell’  argomento , che  in  tal  caso  si  combina  con  mo- 
dulo e1  che  più  non  riesce  infinito  o nullo  , ma  che  rimane 
costante.  Offrono  pure  discontinuità  in  oc  separata  dagli  infiniti 
le  funzioni  sen  z , cos  z , 5(z)  ; come  anche  i quozienti  di  simili 
funzioni  per  una  funzione  razionale,  nel  qual  caso  si  avrebbe 
la  discontinuità  in  oc  ed  un’  infinito  in  ciascuno  dei  punti  di- 
versi da  oo  dove  la  funzione  razionale  fosse  nulla.  Esempi  di 
discontinuità  in  oo  non  separate  dagli  infiniti  si  possono  rico- 


1 1 

noscere  nelle , tangz,  - — : , sn  z , cn  z , dn  z.  Mentre  per  que- 

cosz  6 S(z)  F 4 

ste  funzioni  sulla  sfera  gli  infiniti  si  succedono  a intervalli  tanto 
più  piccoli  quanto  più  sono  prossimi  all’antipode,  sui  piano  in- 
vece si  succedono  a intervalli  costanti,  cioè,  per  le  prime  due 
si  succedono , coca’  è notissimo  , in  linea  retta  coll’  intervallo 
costante  n,  e per  le  altre  quattro  si  succedono  nelle  interse- 
zioni di  due  sistemi  di  rette  parallele  ed  equidistanti. 

$.  04.  Passiamo  a determinare  le  espressioni  analitiche 
dei  modi  di  comportarsi  delle  funzioni  intorno  al  valore  oc  di 
s.  Perciò  consideriamo  sulla  sfera  una  zona  che  circondi  il 

29 
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punto  oc  e non  contenga  nè  infiniti , nè  discontinuità  di  te,  zona 
che  sia  la  differenza  C„ — C^di  due  calotte  aventi  il  centro  in 
ao,  o,  ciò  eh’  è lo  stesso,  la  differenza  C — C delle  altre  due 
calotte,  che  hanno  il  contorno  in  comune  rispettivamente  con 
Cxe  C*e  il  centro  in  0 (*).  Non  essendovi,  per  supposto,  entro 
la  zona  (o  corona  circolare  nel  piano)  C — C alcuna  singularità 
di  w,  sussisterà  la  solita  foratola 


te 


< pw(x)dx 
ZttìJ  X — 2 * 


in  cui  l’integrale,  essendo  da  prendersi  lungo  l’intero  contorno 
in  direzione  positiva , dovrà  prendersi  lungo  la  circonferenza  c 
nel  senso  positivo  degli  angoli  e lungo  la  e nel  senso  negativo. 
Indicando  le  integrazioni  separatamente , avremo  la 


/1X  ...  i (*«A*)d*  i pw{r.yu 

(')  tsj  -7=7+ìhJ  1=7  • 


che,  secondo  fu  già  detto  nei  §§.  82  e 87,  potrà  ritenersi  come 
una  prima  espressione  analitica  del  modo  di  comportarsi  di  w per 
2 = oo,  quando  essa  continui  a valere  senza  mutamento  anche 
se,  restando  fissa  la  circonferenza  c , la  c si  vada  stringendo 
sulla  sfera  sempre  più  intorno  a oc  (ossia  sul  piano  sempre  più 
ingrandendo),  si  che  z possa  accostarsi  sempre  più  a oc  senza 
uscire  dalla  zona. 

Ora,  consideriamo  separatamente  i tre  casi  di  w continua 
e finita,  continua  e infinita,  discontinua  in  oo,  notando  per 
ciascuno  lo  sviluppo  in  serie  secondo  le  potenze  intere  di  z che 
scaturisce  dalla  (1). 

è.  OS.  Nel  caso  di  w continua  e finita  in  °o , prendendo 
la  calotta  Ca  in  modo  che  entro  di  essa,  giusta  la  definizione 
data  nel  f.  93  , la  funzione  sia  dappertutto  continua  e finita , 


(*)  Come  si  vede,  rappresentiamo  sistematicamente  per  memo  di  una  medesima  lettera, 
cou  e senza  il  segno  * al  piede,  due  calotte  che  insieme  costituiscano  la  totaliU  della  sfera. 
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la  calotta  minore  non  conterrà  alcuna  singolarità  di  w e 
quindi  potrà  impiccolirsi  indefinitamente  senza  che  il  secondo 
integrale  nella 

(i)  .—-L  fi «±+ ' 

‘ìr.lj  x — i 'IntJ  x — z 

• t 

cambi  di  valore.  Ponendo  in  questo  integrale 
li1’  dx 

x — Re  , — — i dii  , 

x 

dove  R significa  il  raggio  della  c sul  piano  , si  avrà 

Su 

1 Pw(y)dy.  1 n m(x) 


1 P w(y')dy.  1 P 

ÌW  J X— 2 2tt  J 


X 


Imaginando  che  R divenga  infinitamente  grande,  il  rapporto  - 
diverrà  infinitamente  piccolo  ossia  nullo  , quindi 


\ Pw(*)d x i 


— J*  u>(ao)  dii = w(  oo)  ; 


vale  a dire,  il  secondo  integrale  nella  (-1)  non  varia  con  z ed 
è il  valor  di  w per  z =oc . 

Nel  primo  integrale  è sempre  modx<modz,  quindi,  mercè 
lo  sviluppo 

1 1 X X® 

x — 2 2 Z*  Z® 


ponendo  per  brevità 


i = w{y-) x*-‘dx  , 


si  avrà  per  esso  integrale  io  sviluppo  seguente 
1 fw(y.)dy.  K,  K,  li, 

(3)  T=r““2“+ir+^r+---  • 

c 

E però  lo  sviluppo  secondo  le  potenze  intere  di  z scaturente 
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dalla  (1),  per  tv  continua  e finita  in  oc  , è : 

(4)  «?=!£()-) — -?  + -r4--  • • • 

2 > Z 

Abbiamo  qui  rappresentato  con  I&o  il  valore  di  tw  in  oc,  che 
è anche  efTettivamente  dato  dal  secondo  membro  della  (2) 
per  n=0. 

Se  questo  valore  sarà  lo  0 e se  insieme  con  Kg  saranno 
nulli  altri  (a— i coefficienti  tutti  di  seguito,  si  avrà 

ossia 

(5)  »-(ì)V, 

essendo  W funzione  continua , finita  e diversa  da  zero  per 
z== oo , siccome  esprimibile  colla  precedente  serie  fra  le  paren- 
tesi. Analogamente  al  già  convenuto  nel  |.  80 , sussistendo  la 
(5),  diremo  che  tv  ha  nel  punto  2 = oc  uno  zero  dell’  ordine 
p esimo.  Nel  §.  80  figurava  come  infinitamente  piccolo  di  pri- 

m’ ordine  la  differenza  2— «,  in  questo  § figura-.  Anche  in-oo 

2 

l’ordine  dello  zero  di  una  funzione  continua  non  potrebbe  es- 
sere infinito  ; poiché  dovrebbero  essere  nulli  tutti  i coefficienti 
H. , cioè  la  funzione  essere  nulla  per  tutta  la  calotta  C»  e do- 
vunque altrove  si  potesse  giungere  da  CM  per  liste  di  larghezza 
finita  esenti  da  discontinuità. 

96.  Nel  caso  di  w continua  e infinita  in  oo , sarà  quivi 

continua  e finita  la  funzione  reciproca—.  E però,  per  questa 

sussisterà  , giusta  il  § precedente  , la  foratola 


essendo 


{ 

W’ 


w 


ì_ 

W 


e quindi  anche  W,  funzione  continua,  finita  e di- 
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versa  da  zero  per  ;=>« , e v numero  intero  positivo.  Dunque 
si  avrà 

(1)  ie=(-^V=.zvH' . 

Analogamente  ai  dichiarato  nel  §.  83,  qui  diremo  che  v;  ha  nel 
punto  z=oc  un’infinito  dell’ordine  v esimo.  Anche  in  oo  l’ordine 
dell’infinito  non  potrebbe  essere  infinitamente  grande  senza  che 
w fosse  costantemente  infinita. 

Ponendo  nella  (1)  lo  sviluppo  in  serie  secondo  le  potenze 
intere  negative  di  z,  di  cui  W è suscettibile,  otterremo  lo  svi- 
luppo che  corrisponde  a w , del  quale  i primi  * termini  con- 
terranno potenze  positive  di  z e daranno  la  parte  di  w che 
diviene  infinita  in  oo,  la  quale  è dunque  una  funzione  razio- 
nale intera. 

Questa  parte,  colla  giunta  d’  una  costante,  trovasi  espressa 
dal  secondo  integrale  della  formola 


(2) 

Infatti 


i P tt>(x)dx  . i P w(x)dx 

2rrt  J x — z ' 2ir ij  x — z 

e e 

essendo  pel  detto  integrale  mod  x > mod  z , si  ha 


1 

x — Z 


1 


- 4*  ~ 1 — j,  4*  • • • » 


(3) 

dove 

(*) 


e 


Ora  , siccome  il  primo  integrale  della  formola  (2)  si  converte 
in  serie  contenente  soltanto  potenze  negative  di  z (f  prece- 
dente), e lo  sviluppo  secondo  potenze  intero  di  z entro  la  zona 
o corona  in  considerazione  è possibile  in  una  sola  maniera 
(§.  89) , cosi  la  funzione  razionale  intera  esprimente  la  parte 
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di  w che  diviene  infinita  in  oc  non  può  essere  che 
(5)  A,  2 -J-  Kt  z*  -)-  . . . -f-A*  s*  . 

1 coefficienti  K>. f, , A',+, , ecc.  non  possono  essere  diversi  da 
zero.  , 


97.  Consideriamo  finalmente  il  caso  di  w discontinua 
in  oo . Lo  sviluppo  dei  due  integrali  della  formola 


e e 


secondo  le  potenze  intere  di  z ha  sempre  luogo  , cioè  si  ha , 
giusta  le  foratole  (3)  dei  due  paragrafi  precedenti  , 


•+•  A0  — z — ^Taz*  ...  . 

Considerandosi  in  questo  Capitolo,  come  nel  precedente,  soltanto 
discontinuità  in  punti  tra  loro  separati,  so  inoltre  si  lascia  per 
adesso,  ancora  come  ivi,  in  disparte  il  caso  di  discontinuità  non 
separata  dagli  infiniti,  si  potrà  imaginare  la  zona  C*,  — C^pur  sem- 
pre sensibile  ma  bastantemente  piccola  affinchè  la  calotta  interna  Cm 
non  contenga  altra  singularità  di  w fuorché  la  discontinuità  in 
oo , ed  allora  si  avrà  nella  formola  (2),  come  nella  (1),  una  e- 
spressione  valida  per  qualunque  avvicinamento  di  z a oo , cioè 
dire  una  vera  espressione  del  modo  di  comportarsi  di  tu  in- 
torno a z = oo . 

La  parte  di  w a cui  è dovuta  la  discontinuità  in  oo  è data 
dal  secondo  integrale,  ossia,  tralasciando  K0,  è data  dalla  serie 
*,2+  if,2*-f  A,  2»  + . . . , 

la  quale,  sostituendo  — ^ a z,  assumerebbe  la  forma  della  serie 
z — o 

H — i | H — j _i H— s | 

2— <?'t‘(2-cl)*'t'(2-d)3'r  ‘ ’ * 

del  §.  90,  ed  ammette  qual  valore  per  2=00,  come  già  sap- 
piamo di  questa  per  z= à , qualunque  numero. 
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Le  due  formale  esprimenti  i valori  dei  coefficienti  H e A' 
possono  ridursi  a una  sola,  poiché  i rispettivi  integrali  possono 
prendersi  entrambi  lungo  c o lungo  c o lungo  qualunque  altra 
linea  chiusa  entro  la  corona  C—  C che  compia  un  giro  intorno 
a 0.  E però,  gli  sviluppi  dati  per  w in  questo  e nei  due  para- 
grafi precedenti  si  possono  compendiare  nelle  due  forinole 


w 


oppure  nelle 


w*~'2iKnz-  , 


cioè  nel  teorema  di  Laurent,  applicabile,  come  è ben  evidente, 
a questa  affatto  egualmente  che  ad  ogni  altra  corona  sul  piano. 
La  corona  D — D considerata  nel  §.  89  coincide  con  questa 
supponendo  , d=c,  <i=c  , nelle  quali  supposizioni  le  for- 
inole (5)'  e (2)'  di  quel  paragrafo  sono  le  qui  esposte. 

$.  98-  I risultati  ottenuti  nei  paragrafi  precedenti  , ed  in 
generale  tutto  quanto  può  importare  di  stabilire  riguardo  al  va- 
lor oo  di  z , si  possono  anche  e semplicissimamente  conse- 
guire col  sussidio  di  nuova  variabile  indipendente  che  rimanga 

finita  mentre  z diviene  infinita,  come  in  particolare  la  z’=~. 

2 

Applicando  il  teorema  di  Laurent  ad  una  corona  circondante 
il  punto  0 nel  piano  della  z’,  e nella  espressione  da  esso  for- 
nita per  w restituendo  - in  luogo  di  z,  si  avrebbe  la  espressione 

2 

di  to  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere  di  z da  con- 
siderarsi intorno  a z — cc.  Ma  l’aver  stabilito  i risultati  pre- 
cedenti tanto  per  valori  finiti  che  pel  valore  * di  z direttamente 
coll’  esclusiva  considerazione  di  questa  variabile  indipendente 
rende  forse  ancora  più  facile  il  tener  abbracciate  simultanea- 
mente nel  pensiero  tutte  quante  le  proprietà  generali,  che  pos- 
sono importare,  delle  funzioni  in  riguardo  ai  valori,  sieno  finiti 
o no  , della  variabile. 


isti 
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Però,  quantunque  non  sia  necessaria  la  introduzione  della 
z‘,  e meno  ancora  la  considerazione  di  un  luogo  geometrico 
per  la  medesima  , tuttavia  non  tralascieremo  di  indicare  una 
particolare  corrispondenza  attuabile  tra  i luoghi  geometrici  (piano 
e sfera)  imaginati  per  z ed  un  piano  assumibile  come  luogo 
rappresentativo  per  z ; corrispondenza  semplicissima  e che  tal- 
volta potrà  tornare  opportuna  (*). 

La  sfera  z abbia  per  diametro  1'  unità , e si  imagini  nel- 
1’  antipode  di  0,  designato  con  0 , il  piano  tangente  la  sfera, 
del  quale  s’  intenda  osservata  la  faccia  non  rivolta  alla  sfera , 
faccia  che  sarebbe  pure  detta  superiore  da  un  osservatore  ritto 
in  0'  (").  Seguitando  a qualificare  come  orizzontale  il  piano 
z , qualificheremo  come  antipode  il  piano  tangente  in  0“.  Si 
projeltino  su  questo  piano  i punti  della  sfera  mediante  rette 
partenti  tutte  da  0.  Il  punto  p,  già  projezione  sulla  sfera  del 
punto  P dei  piano  orizzontale  , si  projetterà  in  P (Fig.  32) 

. Fig.  32. 


sul  piano  antipode.  Al  punto  P spettano  le  coordinate  x,y  re- 
lative agli  assi  reale  e imaginario  già  supposti  nel  piano  oriz- 
zontale. Ora  , riferiscane  ì punti  del  piano  antipode  mediante 
le  coordinate  x',y‘  alle  due  rette  passanti  per  0'  parallelamente 
agli  assi  del  piano  orizzontale.  E propriamente,  si  prenda  come 

(*)  É data  cd  impiegata  dal  sig.  Neumaun  nell'opera  di  cui  riferimmo  a pagg.  142-143. 

(*•)  Vedi  la  seconda  nota  alla  pag.  444. 
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direzione  positiva  delle  x la  positiva  delle  x,  e come  direzione 
positiva  delle  tj  la  negativa  delle  y ; si  che  l’osservatore  in  0’ 
guardando  sul  piano  (antipode)  secondo  la  direzione  positiva 
delle  x'  abbia  la  direzione  positiva  delle  tf , come  di  regola  , 
alla  sinistra.  Ciò  fissato  , fra  le  coordinate  dei  punti  P e P 
avranno  luogo  le  due  relazioni  reali  compendiate  nella  complessa 


x + y’i= 


\ 

x+yi 


Infatti  , esprimendo,  come  al  solito  , r,  r'  le  lunghezze  e 
w,4>'  gli  angoli  delle  rette  OP.O'P1  cogli  assi  delle  a-,*',  si  avrà 


*+*i— r*w  , s’+y’—fV''  . 

Ora , si  rifletta  che , per  essere  la  direzione  positiva  delle  y' 
contraria  alla  positiva  delle  y,  il  senso  positivo  degli  angoli  <u' 
è il  negativo  degli  <•>  ; laonde 
(1  ) «'  = — 0)  . 

Inoltre,  per  la  somiglianza  dei  triangoli  P'O'O.O’OP,  si  ha  la 
proporzione 

PO__WO 
VÒ~OP  ’ 
ciòè 


(2) 

Dunque 


(3) 


xf+y'i—~e 


1 

x+yi 


Questo  risultato  dimostra  che,  prendendo  come  piano  della 


nuova  variabile  z'»=*  - il  piano  antipode  e fissandovi  gli  assi  come 
z 

si  è fatto  , il  punto  che  nel  piano  z corrisponde  ad  un  dato 
punto  P nel  piano  i si  avrà  tirando  la  PO'  e pel  punto  d’ in- 
contro di  questa  colla  sfera  tirando  la  0 P. 

Se,  considerando  la  tv  come  funzione  della  variabile  z',  si 
vorrà  imaginarne  i valori  distribuiti  sul  piano  z,  sarà  da  ima- 
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ginare  trasportato  net  puolo  F il  valore  che  sul  piano  z era 
deposto  in  P e sulla  sfera  in  P. 

I valori  di  w distribuiti  sulla  sfera  in  una  calotta  col  centro 
in  (T  (cioè  in  z=ao)  verranno  sul  piano  antipode  a trovarsi 
distribuiti  in  un  cerchio  col  centro  in  0*  (cioè  in  z'= 0).  Le  cir- 
costanze che  si  possono  dare  pei  valori  di  w intorno  al  punto 
z==»  sulla  sfera  non  sono  dunque  altro  che  le  circostanze  che 
possono  darsi  intorno  al  punto  z'=> 0 sul  piano  z'  , e quindi 
non  altro  che  le  circostanze  stesse  riscontrabili  per  altri  valori 
finiti  di  z'  ossia  per  valori  finiti  di  z.  Questo  semplice  confronto 
delle  due  distribuzioni  sulla  sfera  e sul  piano  antipode  assicura 
quindi  , per  esempio  , non  poter  avvenire  che , camminando 
sulla  sfera  verso  il  punto  z=oo , si  incontri  uno  stesso  valore  A 
per  w a intervalli  che  divengano  infinitesimi  insieme  colla  di- 
stanza da  esso  punto,  a meno  che  tv  sia  discontinua  in  z= oo 
oppure  abbia  costantemente  il  valore  A in  z = oo  e dovunque 
si  possa  giungere  a partire  da  questo  punto  per  liste  di  larghezza 
finita  esenti  da  discontinuità. 

Anche  il  piano  antipode  con  sopra  distribuitivi  i valori  di  w 
si  può  considerare  come  uno  degli  stati  pei  quali  può  passare 
la  superfìcie  o tessuto  z , di  cui  già  qualificammo  due  stali 
particolari  il  piano  z e la  sfera  z.  Si  potrà  imaginare  che  il 
tessuto  dallo  stato  sferico  venga  ridotto  allo  stalo  di  piano  an- 
tipode col  far  percorrere  simultaneamente  a tutti  i suoi  punti 
le  rispettive  rette  p F. 

99.  Tenendo  la  superficie  z in  stato  o forma  sferica,  riesee 
intuitivamente  più  chiaro,  che  non  tenendola  in  forma  piana,  che 
una  linea , la  quale  possa  considerarsi  come  l’ intero  contorno 
di  una  parte  di  essa  superficie , può  anche  considerarsi  come 
finterò  contorno  di  tutta  la  restante  parte.  Abbiasi  sulla  sfera 
la  linea  chiusa  c , che  , per  esempio , corrisponda  sul  piano  z 
a circonferenza  c di  centro  0;  chi  si  sia  riconosce  senz’altro 
nettamente  ch’essa  linea  divide  la  sfera  in  due  calotte  C e Cm, 
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di  entrambe  le  quali  forma  essa  il  contorno  (*).  È però  da 
osservarsi  se  una  persona  percorre  la  linea  c , l’ una  calotta 
rimane  a sinistra , I’  altra  a destra  della  persona.  Quindi , vo- 
lendo tener  ferma  anche  per  porzioni  di  sfera  contenenti  il 
punto  oc  la  data  definizione  di  direzione  positiva  del  contorno,  è 
chiaro  che,  mentre,  come  contorno  della  calotta  C di  centro  0 
(ossia  del  cerchio  C nel  piano),  la  linea  c s’intende  diretta  po- 
sitivamente nel  senso  positivo  degli  angoli,  come  contorno  della 
calotta  Cm  di  centro  oc  (ossia  della  regione  infinita  di  piano  este- 
riore al  cerchio  C),  essa  dovrà  intendersi  positivamente  diretta 
nel  senso  negativo  degli  angoli  (“). 

Come  si  sono  conservati  i concetti  di  ordine  d’ uno  zero 
e d'  un  infinito  pel  punto  oc , così  vogliasi  conservare  anche 
questo  di  direzione  positiva  del  contorno , non  che  gli  altri  che 
parimenti  s’  ò trovato  opportuno  di  stabilire  per  punti-valori 
finiti  di  z.  Un  giro  positivo  attorno  a ac  equivarrà  (nel  senso)  ad 
un  giro  negativo  attorno  a 0,  od  attorno  a qualsiasi  altro  punto- 
valore  finito  di  z.  L’ intorno  del  punto  oc  per  una  funzione  w 
s’ intenderà  essere  la  massima  fra  le  calotte  che,  avendo  il  cen- 
tro in  oc,  non  racchiudono  alcuna  singularità  di  w,  tranne  quella 
che  fosse  per  esistere  nel  punto  stesso  co.  Esistendo  una  singula- 
rità in  co  non  separata  da  ogni  altra,  l’intorno,  come  nel  caso  di 
qualunque  altro  punto  della  superficie  z,  non  esisterebbe,  ossia 
non  sarebbe  altro  che  il  punto  oc  stesso.  L’ intorno  di  oc  sul 


(")  Si  può  comprendere  sin  d*  ora  come  possa  riuscire  anche  molto  utile  per  talune 
dimostrazioni  questo  doppio  modo  di  concepire  un  contorno  r.  L’  integrale  da  prendersi 
lungo  c di  un  diffm-niiale  che  per  tutto  c sia  juouodromu  rimarrò  lo  stesso  (oppure  non 
farò  che  cambiare  di  seguo  se  si  cambierò  la  direzione  dell*  integrazione),  sia  che  si  conce* 
pisca  come  preso  lungo  il  contorno  dell*  uno  parte  C , che  come  preso  lungo  il  contorno 
dell’altra  parte  C^di  superficie  x.  Ora,  se  nell’an  concepimento  esso  si  riconoscerà  eguale 
ad  uua  quantità,  e nell’  altro  eguale  ad  altra  quantità,  si  conchiuderà  che  queste  due  quau* 
lità  sono  eguali  (oppure  contrarie). 

(**)  Alla  regione  infinita  di  piano  ; esteriore  al  rerrhio  di  centro  0 e raggio  r corri- 
sponde nel  plano  antipode  il  cerchio  di  centro  0'  e raggio  r'=  - , E , mentre  il  punto  P 

(Fig.  32)  girerà  nel  senso  negativo  degli  angoli  u , il  punto  P'  (che  si  muove  insieme  col 
piano  POO'P')  girerà  nel  senso  positivo  degli  angoli  w'. 
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piano  z è la  regione  esteriore  al  minimo  fra  i cerchi  che,  avendo 
il  centro  in  0,  abbracciano  tutte  quante  le  singularità  di  w,  ec- 
cetto quella  che  avesse  luogo  per  z= oo. 

Non  s’  incontra  alcuna  difficoltà  nell’  estendere , colle  de- 
bite modificazioni,  al  valore  oo  di  z le  varie  sorte  di  foratole 
stabilite  nei  passati  Capitoli  della  corrente  Sezione  e nel  Capi- 
tolo quarto  della  precedente  e non  ancora  considerate  in  que- 
sto. A conferma  di  ciò  possono  bastare  i seguenti  brevi  cenni. 

Comunque  sia  la  funzione  te  in  oc , purché  continua , si 
può  porre,  giusta  i §§.  95  e 96, 

(!)  — (i)V  • 


essendo  W funzione  continua,  non  infinita,  nè  nulla  in  oo,  e q 
numero  intero;  il  quale  propriamente  sarà  positivo,  nullo,  op- 
pure negativo,  secondochè  il  valore  di  te  in  oo  sarà  zero,  non 
zero  e non  infinito  , oppure  infinito.  Ora , da  questa  formola , 
come  dalla  (1)  del  §.  84 , deducesi  colle  stesse  considerazioni 

ivi  esposte  (nelle  quali  devesi  prendere  - ossia  z'  invece  di  z — y) 

z 

la  formola 


(2) 


? 


4 P dtv 
w 


in  cui  en  significa  una  linea  sulla  sfera  racchiudente  il  punto  oo, 
ma  nessun’  altro  punto  dove  w possa  essere  nulla  o infinita  o 
discontinua;  linea  da  percorrersi  girando  positivamente  intorno 
a od,  cioè  dire  girando  nel  senso  negativo  degli  angoli  sul  piano. 

La  formola  del  §.  86,  stabilita  nel  supposto  che  la  porzione 
S di  superficie  z fosse  tutta  nel  finito  sul  piano,  sussiste  anche 
abbracciando  con  S il  punto  oo,  ammesso,  ben’ inteso,  che  w 
sia  ancora  dappertutto  continua  in  S.  A persuadersene , basta 
imaginare  circondato  il  punto  oo  (sia  o non  sia  in  esso  infinita 
o nulla  la  w)  mediante  una  linea  cx,  e riflettere  che  il  teorema 
ivi  invocalo  dal  §.  72  si  applica  tuttora  alla  S. 
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Foiò  il  teorema  fondamentale,  che,  integrando,  wdz  lungo 
l’intiero  contorno  di  una  porzione  S di  superficie  z,  entro  cui  w 
sia  funzione  monodroma,  continua  e finita,  si  abbia  per  risultato 
lo  zero  , non  può  estendersi  ad  una  S comprendente  il  punto 
oc , se  non  presupponendo  che  in  oo  sia  non  soltanto  continua 
e finita  la  w,  ma  finita  anche  la  t vz%  (*).  Possiamo  tosto  rico- 
noscere questa  verità  riferendo  l’ integrale  alla  variabile  2'. 
Essendo 


Se  S significa  porzione  di  piano  z abbracciante  il  punto  00,  ossia 
porzione  di  sfera  z abbracciante  l’antipode,  ma  non  il  punto 
0 ("),  la  porzione  S'  di  piano  antipode  corrispondente  ad  S 
sarà  finita  e conterrà  il  punto  (f.  Facendo  percorrere  alla  z il 
contorno  di  S,  la  2'  percorrerà  il  contorno  di  S1  e si  avrà 

• e 

Per  qualunque  valore  di  z la  tv  suppongasi  continua  e finita, 

, w 

lo  dovrà  essere  anche  la  — , eccetto  però  per  z=oo,  essen- 
doché per  questo  valore  riesca  z’= 0.  Per  poter  dunque  asse- 
rire che  l’integrale  di  ^dz  preso  lungo  il  contorno  di  S*  sarà 
nullo  (e  quindi  nullo  quello  di  wdz  preso  lungo  il  contorno  di  S) 


{*)  Laonde  w,  intorno  a z=»,  dovrebbe  potersi  esprimere  con  una  serie  della  forma 

K l£ 

— ree.,  ossia  dovrebbe  essere  nulla  almeno  del  second’  ordine  in  <*. 


(**)  Dal  qual  caso  può  farsi  dipendere  qualsiàsi  altro,  invaginando , all’ uopo,  la  esten- 
sione da  considerarsi  divisa  in  due  parli,  uno  contenente  0,  l'altra  ». 
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bisogna  presupporre  non  soltanto  la  w continua  e finita  dap- 
pertutto in  S,  ma  in  ac  finita  anche  la  tvz *. 

Dal  qui  esposto  si  può  inferire  , ciò  che  del  resto  si  ri- 
scontrerà effettivamente  in  seguito,  che,  non  soltanto  per  questa, 
ma  anche  per  molte  altre  proposizioni  riferentisi  a f wdz  , il 
passaggio  dal  caso  di  z finita  a quello  di  z infinita  si  otterrà 
col  semplice  surrogare  la  tvz*  alla  tv. 

La  decomposizione  di  tv  io  parti  fatta  nel  §.  91  per  mezzo 
degli  integrali  presi  intorno  alle  singularità , non  che  la  sosti- 
tuzione delle  serie  agli  integrali,  si  opera  affatto  similmente  se 
anche  S contenga  il  punto  oo.  Siavi  o non  siavi  in  questo  punto 
una  singularità  per  tv  , circondandolo  con  una  linea  cx.  e cir- 
condando con  linee  bt , . . ,bk  ,dl , . . ,dj  le  singularità  che  si 
trovassero  ancora  in  S dopo  averne  levata  la  calotta  Cx,  si  po- 
trà porre 


essendo  z un  punto  qualunque  della  superficie  S—  Cx—  B{— .. 
— Bk—Dt — ..—Dj,  di  estensione  finita  anche  nello  stato  piano, 
e l’ integrale  essendo  da  prendersi  lungo  il  contorno  di  questa 
superficie,  e quindi  decomponibile  nella  somma  degli  integrali 
da  prendersi  lungo  le  singole  parti  s, — cm,~b{,  ecc.  del  con- 
torno. Se  S fosse  tutta  la  sfera  , la  parte  s di  questo  contor- 
no sarebbe  nulla,  ed  avremmo  ancora  precisamente  la  forinola 
(1)  del  §.  91,  postovi  — cx  in  luogo  di  s.  Se  nel  piano  la  cx 
sarà,  come  è più  semplice  di  supporre,  circonferenza  di  centro 
0,  la  quantità  ■/  della  formola  (2)  del  citato  paragrafo  sarà  0, 
cioè  l’integrale  lungo  cx  sarà  tradotto  in  serie  ordinata  secondo 
le  potenze  intere  e positive  di  z ; la  qual  serie,  del  resto,  dovrà 
ridursi  al  solo  termine  costante,  o ad  un  numero  finito  di  ter- 
mini, se  w sarà  continua  e finita , o continua  e infinita  in  oc . 
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Come  si  comportino  , Intorno  si  singoli  valori  della  variabile, 
la  derivata  e l’ Integrale  di  una  funzione 
In  confronto  della  funzione  stessa. 


100.  Per  avere  una  prima  espressione  della  derivata  di 
w nell’  intorno  di  un  punto , potremmo  derivare  rispetto  a z i 
due  integrali  la  cui  differenza  esprime , come  al  solito  , w in 
una  corona  circondante  il  punto  ; derivazione  ebe  può  farsi , 
come  già  nel  §.  77,  sotto  il  segno  integrale.  Ma  , per  il  con- 
fronto che  vogliamo  qui  fare  tra  la  derivata  e la  funzione,  de- 
riveremo a dirittura  i soliti  sviluppi  in  serie  di  essi  integrali , 
cioè  deriveremo  la  formola  ((5)'  del  §.  89,  la  di  cui  lettera  3 ci 
piace  di  qui  scambiare  con  -/). 

»==-+■  « 

(1)  w=  2 Hn  (z-yY 


ovvero  la 

(«y 


Mi 

"-■2  « 


secondochè  il  punto  rappresenti  un  valor  finito  y ovvero  il  va- 


lore  oc  di  z. 

Avremo 

(2) 

dw 

dz 

n*=  | om 

» 2 «H„  (*—/)-* 

ovvero 

n-i-  oc 

(2)' 

dw 

r+m  «H, 

dz 

Zi  2n+l 

Della  corona  o zona  circondante  il  punto  y ovvero  oc , pur  te- 
nendo invariabile  la  maggior  circonferenza , si  potrà  imaginare 
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che  la  minore  vada  stringendosi  quanto  si  vorrà  intorno  al  detto 
punto  ; a meno  che  w avesse  quivi  una  discontinuità  non  iso- 
lata da  ogni  altra  singularilà. 

Distinguiamo  ora  i vari  casi.  Supponiamo  w continua  e 
finita  (in  y ovvero  in  oo).  Allora  i coefficienti  H ovvero  K.  d'in- 
dice negativo  saranno  nulli , e per  la  derivata  avremo  la  e- 
spressione 

y)*+  • • • 

ovvero 

dw 2K,  3K3 

dz  2*  2®  2* 

Quest’  ultima  espressione  mostra  che,  siccome  già  sapevamo  per  un 
valor  finito,  così  anche  pel  valore  oo  di  z,  la  derivata  è monodroma, 
continua  e finita , se  tale  sia  la  funzione.  Ma  pel  valor  oo  di  z 
evvi  anche  da  notare  che  la  derivala  riesce  non  soltanto  finita,  ma 
nulla  almeno  del  secondo  ordine. 

Se  w sarà  nulla  dell’ordine  p,  cioè  se  saranno  110=11,=.. 
=H|l-1=0  ovvero  K0=K.1= . . =K^_,=0,  si  avrà 

d£=pn»  (z-7ri+(p+i)  h +1(2-x/+ . . . 

ovvero 

dw  fR  (y+iJR4t 

dz  /+«  /+* 

Dunque , passando  dalla  funzione  alla  derivata , l’ ordine  di  uno 
zero  diminuisce  ovvero  cresce  di  un  unità  , secondochè  lo  zero  ha 
luogo  per  valor  finito  ovvero  infinito  della  variabile. 

Supponiamo  adesso  tv  continua  ma  infinita  dell’ordine  v. 
Allora  i coefficienti  H ovvero  K che  dovranno  essere  nulli 
saranno  quelli  degli  indici  — {*+1), — (*-|-2), — (*+3).  ecc.  ; 
e si  avrà 

dw  )'II_  (*'“1 

* (.-/r  (X-// 
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ovvero 


dw 

dz 


Dunque,  passando  dalla  funzione  alla  derivata,  l’ordine  di  un'in- 
finito cresce  ovvero  diminuisce  di  un’unità,  secondochè  l’infinito  ha 
luogo  jter  valor  finito  ovvero  infinito  della  variabile. 

Supponendo  finalmente  che  w»  sia  discontinua,  il  numero 
dei  coefficienti  d’ indice  negativo  che  non  saranno  nulli  dovrà 
essere  infinito  nella  (1)  ovvero  (1)',  e quindi  anche  nella  (2) 
ovvero  (2)'.  Dunque  la  derivata  sarà  pure  discontinua  in  y ovvero 
in  oc , essendo  del  resto  nell’  intorno  monodroma  al  pari  di  w. 

ÌOI.  Come  nel  § precedente , osserveremo  che , per 
avere  una  prima  espressione  dell’  integrale  di  todz  nell’intorno 
di  un  punto,  potremmo  integrare  i due  integrali,  la  cui  diffe- 
renza esprime  , come  al  solilo , w in  una  corona  circondante 
il  punto;  integrazione  che  potrebbe  farsi  sotto  i segni  integrali, 
trattandosi  , già  s’ intende , di  cammino  tutto  contenuto  nella 
corona.  Ma  anche  qui , per  il  confronto  che  vogliamo  fare  tra 
l’integrale  di  wdz  e w,  integreremo  a dirittura  gii  sviluppi  in 
serie,  cioè  la  formola  (1)  ovvero  (1)'  del  § precedente. 

Sia  z0  il  punto  (fìsso)  di  partenza  e i il  punto  (variabile)  finale 
a cui  supponiamo  che  si  giunga  coll’integrazione.  Questa  potrà  dare 
risultamenti  diversi  a seconda  del  cammino  che  si  seguirà  da  20 
a z.  Però,  essendo  tv,  non  che  ogni  termine  11, (z— -/)"  ov- 

vero  — -,  funzione  monodroma,  continua  e finita  entro  la  co- 

Zn 

rona , tutti  i cammini  che  si  possono  ridurre  I’  uno  all’  altro , 
mediante  le  solite  deformazioni  infinitesime  senza  uscire  dalla 
corona,  daranno  uno  stesso  risultamento.  Quindi  possiamo  limi- 
tarci a considerare  un  cammino  affatto  particolare  l,  conducente 
da  z0  a z,  e tutti  quelli  che  si  hanno  aggiungendo  ad  l un  nu- 
mero intero  di  giri  intorno  al  centro  y ovvero  oo  della  corona, 
come  fu  distesamente  spiegalo  nel  f.  72.  Indicando  rispelliva- 


30 
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mente  con 


*0 

J ' wdz  , J' icdz 


i risultali  della  integrazione  di  wdz  da  20  a z lungo  l,  e da  r0 
a Zq  facendo  un  giro  intorno  a 7 ovvero  oo,  e indicando  con 
m un  intero  arbitrario  (suscettibile  di  valori  tanto  positivi  che 
negativi),  potremo  rappresentare  lutti  i possibili  risultati  dell’  in- 
tegrazione di  wdz  da  20  a z entro  la  corona  mediante  la  forinola 
Z Z0 

(4  ) wdz— in  J'  wdz-\-  wdz  . 

*#  -0  1 

Troviamo  ora  separatamente  le  espressioni  dei  due  integrali 
componenti  questo  secondo  membro. 

Per  la  espressione  in  serie  dell’  integrale 

f wdz  , 


integrando  lungo  / ciascun  termine  del  secondo  membro  della 
(1)  ovvero  (4)'  del  § precedente,  si  ha 
. «=+«  /» 


J' wdz—  ^ H»  J*  (« — 


/— T-./J 


Ora,  per  « diverso  da  — i,  è manifestamente 


f (z—/)"dz: 


( Z— ■/)"+•  _ (-•»-•/)" + i 

»+1  n-j-1 


e , per  n diverso  da  I , 


+ . 

J zn  (»—  ! ) a»-*  (n — 1 
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Quanto  all’  integrale 


i 


ponendovi 

il. 

z — y = Re 
lo  si  muta  in 


ovvero 


ovvero 


il. 

i — i — 0 — Re  , 


/w- 

I I 


e si  riconosce , come  nel  f.  73  (considerando  il  movimento 
della  retta  R,  cioè  della  yz  ovvero  Oz),  che  esso  ha  per  valore 
la  differenza 

IR- ilo)  , 

in  cui  IR0  e i20,  IR  e i2  significano  i valori  del  logaritmo  prin- 
cipale di  R e quelli  di  il  al  principio  e al  termine  del  cam- 
mino L Questa  differenza  potremo  anche  esprimerla  con 
l(z~y)  — l(z 0—y)  ovvero  lz  — h0  , 


intendendo  presi  i coefficienti  di  » in  modo  che  ne  risulti,  come 
prima,  l'angolo  descritto  durante  la  integrazione.  Sostituendo 
tutti  gli  indicati  valori  nel  secondo  membro  della  (2)  ovvero 
(2)',  avremo 


(=-/)'- C-’o-y)*] 

1 1 

Oi 

Hi- 

+ 

(z— •/)  — (r0  — -/)J 

i[i(s-y) 

i \ 1 

1 -i  L 
H-Sr 

z—y  z0—y  J 

’ * 1 

+ -2  L 
+ • • • 
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Per  ottenere  il  valore  dell'  integrale 


basta  supporre  die  la  / nella  (2)  ovvero  (2)'  divenga  il  cammino 
chiuso  che  principia  e termina  in  z0  e ricordare  il  §.  75 , o , 
ciò  eh’  è lo  stesso , basta  introdurre  cotesla  supposizione  a di- 
rittura nella  (3)  ovvero  (3)'.  Riuscendo  in  tal  caso  z=z0,  lutti 
i termini  algebrici  si  distruggeranno  e si  avrà 


*0 

J*  wdz  = H— i [/(*0 — y)  — l (z0— ?)] 

ovvero 


*0 


Stabilendo  ora,  per  togliere  ogni  indeterminatezza,  che  il  giro 
da  z0  a debba  farsi  positivamente  intorno  a y ovvero  negali- 


Digitized  by 


Goo; 


ile 


COME  91  COMPORTINO  LE  FINZIONI,  OVE  SIANO  MONODKOME 


469 


vamenle  intorno  a oc,  la  retta  R dovrà  in  entrambi  i casi  rotare 
nel  senso  positivo  degli  angoli  , e,  siccome  deve  compiere  una 
intiera  rotazione  , si  avrà 


(*) 

ovvero 

(*)’ 


-O 

J ^ wdz  = H ~t . 2 ni 


f 


WdZ  : 


. 2 rri 


Sostituendo  i valori  (3)  e (4)  ovvero  (3)'  e (4)'  nella  (1) 
si  avrà  la  voluta  espressione  generale  dell’  integrale 


wdz , 


nella  corona  piana  o zona  sferica.  Per  siffatta  espressione,  del  re- 
sto, può  ritenersi  già  senz’  altro  la  (3)  ovvero  (3)' , qualora  si 
riguardi  il  cammino  l come  qualunque,  o,  ciò  eh’  ò dire  lo  stesso, 
qualora  il  termine  logaritmico  lo  s’intenda  in  tutta  la  generalità, 
cioè  involgente  un  multiplo  arbitrario  di  2»ri.  Ritenendo,  come  al 
solito,  che , se  hawi  singolarità  per  w in  y ovvero  in  »,  essa 
però  sia  separata  da  ogni  altra , si  può  stringere  quanto  piace 
la  minor  circonferenza  della  zona  attorno  a y ovvero  oc , on- 
d’è  che  la  forinola  ottenuta  può  dirsi  una  vera  espressione  del 
modo  di  comportarsi  dell’integrale  nell’intorno  di  y ovvero  oc. 

Questo  modo  di  comportarsi  sarà  monodrorao  se  sarà  nullo 
il  coefficiente  H— t ovvero  K,.  Possiamo  quindi  enunciare  il 

Teorema.  Affinchè  l’integrale  J wdz  sia  monodromo,  al  pari 
di  w,  nell'  intorno  di  un  punto  y ovvero  <x> , è necessario  e suffi- 
ciente che  nello  sviluppo  di  to  ovvero  wz* , in  serie  ordinata  se- 
condo le  potenze  intere  di  z — y ovvero  - , manchi  il  termine  che  in 

z 

quel  punto  diverrebbe  infinitamente  grande  del  pritn’  ordine  ('). 


{*)  Se  «?  ovvero  tee*  dovesse  supporsi  continuo  c finii h in  y ovvero  * , la  proprietà 
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In  un  coll’essere  monodromo,  l'integrale  sarà  continuo  e 
finito,  oppure  continuo  e infinito,  oppure  discontinuo,  secondo 
che  nella  (3)  ovvero  (3Y  non  esisteranno  termini  contenenti 
,.  4 

potenze  negative  di  z — •/  ovvero  -,  oppure  ne  esisterà  un  nu- 

z 

mero  finito,  oppure  un  numero  infinito.  Ciò  è quanto  dire  che, 
in  un  coll’  essere  monodromo , i integrale  sarà  continuo  e finito  , 
o continuo  e infinito , o discontinuo  insieme  con  w ovvero  wz 4 nel 
putito  •/  ovvero  oc  . 

In  generale,  quando  l’ integrale  divenga  infinito  in  •/  ovvero 
in  oo,  vuoisi  ricordare  che,  mentre  ivi  iv  si  comporta  come  la 
espressione  algebrica 


ovvero 


■— i 


H. 


*~7  (.*—/')*  (=  — /)* 


..•  + 


H-, 

(«—/)’ 


K_,j  + . . . +K-V2”  . 

esso  integrale  (come  risulta  tralasciando  nella  (3)  ovvero  ^3)'  i 
termini  costanti  e quelli  che  restano  finiti)  si  comporta  come  la 
espressione  algebrico-logarilmico 


H-. /(*-/) 
ovvero 


jb_ 
2 (*-?)• 


e_, 

(•,-t  K:—/)’-* 


■4,  /z  + *40  7 -j-  — g-5 1*  + + 

E soltanto  nel  caso  della  monodromia , che  si  potrà  dire  che 
l'  integrale  diviene  in  -/  ovvero  oo  algebricamente  infinito.  E in 


J ud:  *=0  non  sarebbe  altro  aurora  che  il  solilo  teorema  fondamentale,  «li  cui  accennammo 


la  estensione  al  valor  x «li  z sul  finire  del  99.  Ma  , perché  questa  proprietà  sussista  , 
si  vede  dalla  (4)  ovvero  (4)'  non  essere  necessario  die  io  ovvero  ir;1  rimanga  finita  , ma 

soltanto  che  lo  sviluppo  in  serie  non  contenga  il  termine  — - ovvero  14 


Nel  Calcolo  dei  mùtui  la  trovata  condizione  della  monodromia  esprimerebbe*!  dicendo 
che  dev’  esser  nullo  il  residuo  di  «•  relativo  a y ovvero  x . 
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lai  caso  i ordine  dell’infinito,  passando  dalla  funzione  all’ integrale, 
diminuisce  ovvero  ci'esce  di  un'  unità , seeondochè  V infinito  corri- 
sponde a valor  finito  ovvero  infinito  di  z. 

Le  due  forraole  precedenti,  che  si  possono  anche  qualificare  sic- 
come la  parte  della  funzione  integrale  a cui  è dovuta  la  singolarità 
(in  y ovvero  in  oc) , si  compendiano  facilmente  in  una  sola  ('). 
Indicando  con  ? l’ infinitamente  piccolo  di  prim’ ordine  z — y ov- 
\ 

vero  -,  e con  A , lì , C , . . delle  costanti,  e riflettendo  essere 
z 

*t,/z  = — K,  si  ottiene  infatti  che  entrambe  le  formole 
compajano  come  somme  finite  della  forma 

(5)  An+Btrl+arì+ . . . . 


FINE  DEL  VOLUME  PRIMO 


(*i  Avremmo  pollilo  riunire  i due  rasi  sin  da  principio  in  questo  Capitolo  r nei  passali; 
ma  col  distinguerli  i n diamo  d*  aver  guadagnato  in  fncililh  ed  ctidrnta. 

Ao><  4U6 
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